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Resumo. Na andlise ndo-linear de estruturas de aco pelo método da zona plastica, empregando a
técnica das fatias, € muito importante determinar o ponto de carga limite para projeto. Geralmente,
aplicar a estratégia de Newton-Raphson, com passos controlados de carga, torna-se uma tarefa que
consome tempo elevado. Isso acontece por causa do crescimento do nimero de iteragdes e, também,
da reducdo dos passos de carga, em regides proximas aos pontos limites. Existem vérias formas de
ultrapassar esses pontos limites, dentre elas, o controle de uma componente selecionada dos
deslocamentos ou a técnica do comprimento de arco. Neste artigo, apresenta-se outra técnica chamada
de controle do deslocamento generalizado, que fornece boas respostas e mostrou estabilidade
numérica. Os trés exemplos tratados, no final do artigo, comprovam a eficiéncia da técnica proposta.
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1 INTRODUCAO

Na solucdo de problemas estruturais nao lineares, adota-se um processo no qual as cargas
sdo aplicadas passo a passo, que se denomina processo incremental. Toma-se uma fracio AF
de carga que corresponde a um acréscimo do parametro fator de carga A4 multiplicada pelo
carregamento atuante OF, dito de referéncia. Determina-se o acréscimo de deslocamentos Au
pela solucdo de um sistema de equacdes lineares construido pela matriz de rigidez (MR)
corrente “S obtida naquele instante ®, com as expressoes:

°S°Au=°AF=AL°F “u = “'u+“Au “F= “'F +°AF =°1°F (la-c)

sendo esses acréscimos Au e AF acumulados nos vetores de deslocamentos u e das forcas F.
A soma de acréscimos A4, por sua vez, define o fator de carga 4.

Em cada passo de carga realiza-se um processo corretivo (iterativo) que tende a estabelecer
um equilibrio aproximado (ou seja, ignorando pequenos desvios). Assim, as diferencas entre
os esforcos internos nodais “F; e as cargas aplicadas (°F = “A°F) sdo determinadas por:

g = °8F = °F - °F, = “1°F - °F, )
parcela que se chama de carga residual (g = “0F), fazendo-se entdo:
°S°8u="8F “u = “'u+“Su (3a-b)

e, chega-se, no final de vérias iteragdes, a “OF = 0. Esse ciclo terminara ao se admitir que ndo
haja uma contribui¢do significativa, na itera¢do posterior, para os resultados, o que caracteriza
uma convergéncia da resposta € inicia-se um novo passo.

Esse método de solugdo, conhecido como Newton-Raphson (NR) (Owen e Hinton, 1980),
€ representado na Fig. 1(a) com um processo iterativo de equilibrio aproximado de uma carga
de 5 kN. Note-se que, na Fig. 1(b), considera-se que a MR € corrigida a cada itera¢do (dito NR
padrao). Verifica-se, entdo, que a solu¢do do problema nao linear € um processo incremental-
iterativo (obtida por um conjunto de passos que sdao impostos e corrigidos iterativamente), em
que sdo avaliados a cada instante da tangente e do gradiente.

: A

carga externa

esforco interno
w=1

Convergéncia

carga residual

E acrésc. esf. interno
wWw=2

Fator de Carga /A
N

carga residual carga externa :
acrésc. esf. interno

w=3 =
“| (desvio =0,1) (b)

esfor¢o interno )

—

0,4 kN

~~
ot
A
4

Deslocamento de referéncia u,

Figura 1: Solu¢do do problema nao linear:
(a) definir cargas residuais; (b) correciio da rigidez iterativamente.
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Por sua prépria natureza, esse processo leva ao Controle da Carga (CC) aplicada e tende a
atingir o valor maximo, também chamado ponto limite de carga. Em geral, entretanto, essa
técnica apresenta algumas dificuldades para determinar esse primeiro topo da trajetdria de
equilibrio, pois, necessita-se reduzir bastante os passos A4 e, mesmo assim, sobrevém a MR
singular ou um custo elevado para a convergéncia (Alvarenga e Silveira, 2006). Isso é
ilustrado no grafico com um deslocamento genérico da Fig. 2(a). Em alguns casos, atinge-se o
ramo poés-limite de acréscimo, pontualmente, pois surge singularidade da MRG e esse dltimo
ponto corresponde ao chamado salto dindmico (“‘dynamic jump’), como representado na Fig.
2(b). Além disso, essa técnica falha em prosseguir na trajetoria, a partir desse ponto limite.

Outra forma de incremento que existe € o da k-ésima componente uy selecionada do vetor
de deslocamentos u, com o chamado Controle do Deslocamento (CD), no qual se varia essa
grandeza de zero a um maximo que se arbitra uxnsx. Esse controle deve ser empregado apds
alguns modelos prévios serem calculados com controle de carga, até para abalizar melhor qual
o grau de liberdade (GDL) selecionado, os valores de incremento e o maximo arbitrado.
Definido o incremento do deslocamento Auy, incremento da k-ésima componente de u, pode-
se determinar o acréscimo de carga A1 e a correcdo do fator de carga da iteracdo O pelas
expressoes (Bhatoz e Dhatt, 1979):

AL = Awy [ ugx  Ouy = 8ugk +0lup=0 ... = — Sugk / uok (4a-c)

nas quais uox € a componente k dos deslocamentos relativos ao vetor de carga de referéncia °F
e dug é a componente k dos deslocamentos relativos as cargas residuais (g = “0F) daquela
iteracdo. Note-se que acréscimos da correcdo iterativa ndo modificam o valor final da
componente selecionada ux naquele passo. Por isso, definem-se ajustes do fator de carga o4
pelo acréscimo do deslocamento selecionado originado das cargas residuais ou,y.

O CD né@o é adequado, todavia, aos problemas fortemente ndo lineares que apresentam
pontos limites de deslocamentos, como na Fig. 3(a). Isso j4 foi verificado em alguns arcos (Xu
e Mirmiran, 1997), portais em L com cargas excéntricas (Galvao et al., 2000) e trelicas
espaciais (Pinheiro, 2003).

Diversas técnicas surgiram para superar essas adversidades. Neste artigo, apresenta-se uma
alternativa bastante simples e efetiva para ultrapassar esses pontos limites de carga e
deslocamento, que € a técnica denominada de controle do Deslocamento Generalizado (DG).
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Figura 2: Desvantagens do controle de carga:
(a) falha em atingir carga limite; (b) possibilidade do salto dindmico.
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Esse controle fornece uma solu¢do predita que possibilita reduzir um pouco a tarefa
iterativa de correcdo e, a corregao iterativa colide com a ideia dos minimos quadrados (Chan,
1988) que ja teve sua performance, também, comprovada.

Para tanto, na secao seguinte, faz-se um breve resumo de outras técnicas existentes,
apresentando-se em seguida a formulacdo desse controle DG. Na quarta secao, indica-se um
algoritmo da implementagdo num programa computacional genérico, embora tenha sido
inserido num programa que realiza andlises inelasticas de segunda ordem com a técnica das
fatias (Alvarenga e Silveira, 2009). Abordam-se trés exemplos de valida¢do, na quinta sec¢ao,
seguindo-se alguns comentdrios finais.

2 ESTRATEGIAS ANTERIORES PARA SUPERAR PONTOS LIMITES

De maneira geral, todas as técnicas de ultrapassagem de pontos criticos (ou limites), que
empregam o método de NR, realizam a solucdo do problema nao linear, para cada passo
incremental, em duas etapas (Yang e Kuo, 1994):

a. solugdo predita — por meio de diversos parametros disponiveis no inicio daquele passo,

define-se um acréscimo de carga A/ e uma soluc¢do inicial Au que serd corrigida (ajustada

na etapa seguinte). A acurancia desse ponto de partida afeta apenas o gasto (quantidade de

iteracOes) para se atingir a convergéncia; e

b. correcdo iterativa — em que impdem-se uma equagao de restricdo adicional, de tal forma

que ao se avaliarem os esforcos residuais e diferencas encontradas partindo de um dado

estado, procura-se estabelecer correcdes nesse vetor tentativa, até encontrar-se o equilibrio.

Nessa etapa, a acurancia da formulacdo numérica para se obterem as forcas internas €

fundamental. Inclui-se, aqui, a avaliacdo de convergéncia, que € o critério a ser atendido

para que seja iniciado um novo passo.

As primeiras estratégias conservaram o fator de carga fixo durante a correcdo iterativa.
Wright e Gaylord (1968) adicionaram molas ficticias para manter a MR positiva. Bergan et al.
(1978) propuseram o método de controle do trabalho com o chamado “parametro de rigidez
corrente” (CSP), que controlou, indiretamente, o incremento de carga A4 pois na vizinhanca
do ponto critico, o CSP mudou de sinal (para negativo). Crisfield (1981), entre outros, sugeriu
o emprego do determinante da MR atualizada para determinar o sinal do incremento, bem
como formas de calcula-lo automaticamente. Bhatoz e Dhatt (1979) realizaram o ciclo
iterativo mantendo constante o valor de um deslocamento selecionado. Fujii et al. (1992)
apresentaram uma melhoria no CD, fazendo-se o emprego de uma mudanca de deslocamento
controlado, selecionando como o de mais alta ordem, no vetor de deslocamentos anterior e,
assim, poder superar pontos limites de deslocamento. Krenk e Hadedal (1993) determinaram o
sinal pelo produto (“'Au. ®Au), mas constataram que isso ndo seria suficiente no caso de
pontos de bifurcagdo. Procuraram determinar, também, o valor do incremento de
deslocamento de forma automdtica. Yang e Kuo (1994) baseados no “parametro de rigidez
generalizado” (GSP) determinaram o incremento de carga e o seu sinal.

A estratégia do ‘“comprimento de arco” dita linear, que é representada de forma
simplificada na Fig. 3(b), surgiu com Ricks (1979), que propds a correcao iterativa ortogonal
a solucao predita. Ramm (1982) adotou a solucdo secante: direcdo ortogonal a solugdo
incremental da iteracdo anterior e Crisfield (1981) o comprimento de arco em trajetdria dita
cilindrica. Um estudo sobre o significado do comprimento de arco foi apresentado por Fafard
e Massicotte (1993). Ha o caso particular do procedimento geral de Powell e Simons (1981),
que realizava a etapa corretiva sob condi¢ao de trabalho externo constante.
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Figura 3: Outros controles:
(a) deslocamento selecionado; (b) comprimento de arco.

Papadrakakis (1981) empregou a técnica de relaxacdo dindmica. Gierlinski e Smith (1985)
englobavam as ideias de comprimento de arco num controle de iteragdo baseado na resposta
ponderada constante. Simons et al. (1984) propunham o hiperplano de controle do
deslocamentos e Fafard et al. (1987) apresentaram a hiper-esfera.

Chan (1988) desenvolveu uma estratégia baseada na norma minima dos deslocamentos
residuais. Nukulchai e Lin (1992) empregaram vetores de base reduzida (de Ritz) e o
comprimento de arco para solug¢do simplificada e rdpida de problemas nao lineares. Widjaja
(1998) propds a iteragdo com a supressdo da energia residual para o seu estudo de arcos.

Zhiliang (1994) foi um dos primeiros que realizou uma comparagdo dessas estratégias.
Recentemente, vérios estudos dessas técnicas foram apresentados no Brasil, destacando-se os
trabalhos de Rodrigues (2000), Silveira e orientados (Silveira er al., 1999; Rocha, 2000;
Galviao, 2000; Santos, 2007; Silva, 2009).

Seguindo outra linha, Chen e Schreyer (1990) propuseram a estratégia de controle da
solucdo por acompanhamento das deformagdes, que foi também estudado por Pitangueira
(1998) e Fuina (2004).

Observa-se, portanto, que hd vdrias estratégias que podem ser empregadas. Algumas delas
serdo mais efetivas do que outras, dependendo do problema analisado.

Em geral, todos os processos que acompanham a trajetéria descendente pds-limite
enfrentam as seguintes situacoes:

a. a instabilidade numérica préxima a pontos limites de carga ou deslocamento;

b. o ajuste do fator de carga, que tende a acompanhar as variacdes de rigidez da estrutura; e

c. a capacidade de se determinar a direcdo de carregamento e da convergéncia, impedindo
as chamadas armadilhas numéricas (pontos que se sucedem no processo iterativo, formando
um ciclo ininterrupto, sem que o programa computacional detecte ou consiga ultrapassar).

O chamado controle do deslocamento generalizado ndo é uma ideia original, visto que
outros pesquisadores ja propuseram algo similar. Yang e Shieh (1990), por exemplo,
apresentaram um controle desse tipo empregando o chamado “parametro de rigidez
generalizada” (GSP), que tem como vantagens:

a. estabilidade numérica no limite de carga e trajetdria descendente;

b. a variacao de rigidez ndo linear é obtida pelo GSP (Bergan et al., 1978); e

c. a troca de sinal do GSP permite conhecer a dire¢do de incremento (+) ou do decremento
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(-) da carga, em conformidade com o estado da andlise e o ponto da trajetéria de
equilibrio procurado.
O controle de deslocamento generalizado que serd apresentado a seguir, nao possui todas
as vantagens listadas, devendo ser considerado uma contribui¢do mais simples.

3 FORMULACAO DA ESTRATEGIA PROPOSTA

Pode-se reescrever a Eq. 1(b), considerando o vetor dos deslocamentos que se deseja obter
u (= “u) em relagdo ao vetor dos deslocamentos anterior uy (= m'lu), como:

u=u,+Au ©)

Desde que, em cada passo incremental, supde-se que a parcela A4 da carga seja equilibrada,
aproxima-se Au linearmente pelo vetor de deslocamentos de referéncia uy dado por:

°Su, ="F .. Au=Aiu, (6a-b)

em que OF ¢ o vetor de cargas de referéncia.
Pela definicdo da grandeza deslocamento generalizado s como o médulo do vetor u, ou
seja, s = lul, as seguintes grandezas podem ser determinadas:
s> =ulu sA2 = upluy s02 = up .ug (7a-c)
Inserindo a Eq. 5 na Eq. 7(a), encontra-se a seguinte relacao:
s° = (up +Au) .(up +Au) =us"up +2 us'. Au + Au’ . Au (8)
Substituindo as Egs. 6(b) e 7(b-c), na Eq. 8, chega-se a:
st = si+2A/1ui.u0+A/12s§ 9)
Reordenando-se agora os termos, chega-se a uma equagdo do segundo grau em A4, ou seja:
SSAL42P AL—(s7=52)=0 - a, AN + 2b, Ak —c, =0 (10a-b)
na qual:

a,=s. b=P,=u'm, c =(s-s5) (11a-c)

S

Surgem, assim, as seguintes possibilidades de solug@o para AA:
a. o vetor u estd crescendo, logo: As > 0: ou seja, s > sa, nessa condi¢do tem-se que:

cs=(sz—si)z(s+sA)(s—sA)=(s+sA)As =c, >0 (12)

2 T
Portanto, observa-se que, também, by = Pag = ua . up > 0, de onde se encontra:

>0 (13)

Note-se que a outra raiz € a de retorno, € mais, que 0s Vetores uu € Uy possuem a mesma
direcdo de crescimento (o angulo entre os vetores é menor que m/2);

b. o vetor u estd decrescendo, logo: As < 0: chega-se na mesma Eq. 13, entretanto, agora s
< sa, com o que ¢s < 0, sendo o valor absoluto do resultado do radical menor que bJ/as,
entdo A4 < 0. Ou seja, os vetores uy € Uy apontam para dire¢des opostas (o angulo entre
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eles supera /2); e

c. o valor Pao = 0: quando os vetores u, € Uy sdo ortogonais (perpendiculares) e indicam a
mudanca de crescimento para decrescimento, ou o contrario. Fazendo by/as = 0, na Eq. 13,
resulta na expressao:

(14)

na qual o sinal (+) de A4 pode ser associado ao sinal de As. Quando As > 0, se estd num

ponto de maximo local, e o vetor u, indica a direcdo para o decréscimo. Ja se As < 0, se

estd num ponto de minimo local (em que s < s5) € 0 vetor ua aponta para a dire¢cdo do novo

acréscimo de s.

Verifica-se que ocorreram duas coincidéncias:

a. primeiramente, chega-se a uma equacdo quadrética, similar a que aparece nos estudos
com comprimento de arco (Crisfield, 1981); e

b. o estudo para escolher a raiz solu¢do, abandonando a solu¢do de retorno, segue 0 mesmo
conceito do sinal de um produto escalar (Pao =u,". up).

Procura-se ilustrar o significado para a equacdo do segundo grau obtida na Fig. 4(a), como
uma pardbola de eixo 4, que representa uma restricdo. Ja as trés situagdes de comportamento
da solucdo para A4 sdo caracterizadas na Fig. 4(b), observando-se o crescimento (A4 > 0), o
ponto limite de carga (A4 = 0) e a trajetéria do deslizamento descendente (AL < 0, “snap-
through”, Crisfield, 1981).

Pode-se ainda simplificar o termo ¢ da equag@o da pardbola considerando que:

s2=(sA+As)2= si+2s, As+As’ (15)
Substituindo a Eq. 15 na Eq. 11(c), acha-se uma nova expressao para c;:
c, = (2s,+As)As (16)

Como em geral (em valor absoluto) Isal > IAsl, entende-se que As é que define o sinal de c
e as mesmas consideragdes anteriores permanecem validas. Observe-se que no ponto limite de
carga a Eq. 14 pode ser resolvida empregando-se a Eq. 16, obtendo-se:

Aj=B8 (ZSAHJ (17)
8o As

que indica uma dependéncia linear de A4 com a variagdo de As/sy em relagdo ao médulo do
vetor de referéncia e nao linear com a variacao As/sa em relagdo ao médulo do vetor do estado
anterior. Ou seja, proximo ao ponto limite de carga, o sinal de As determina o sinal de A4: se
As cresce, ainda se estd antes do ponto limite e A ainda cresce; porém, quando As muda de
sinal, ja se ultrapassou o topo local da trajetoria.

Conhecendo-se o acréscimo do fator de carga AA, a partir de As pré-estabelecido, o vetor
acréscimo de deslocamento Au passa a ser uma modulagdo do vetor ugy, conforme a Eq. 6(b), e
tem-se, assim, a chamada solucdo predita ou inicial.

A vantagem dessa proposta seria tentar obter uma solug¢do predita que exija um processo
corretivo menor. O seu custo computacional é igual ou pouco menor que o do CSP / GSP ou
do comprimento de arco, o que justifica o seu emprego.
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Figura 4: Controle de deslocamento generalizado:
(a) solugdo predita; (b) significado de P .

Considerando-se agora a fase chamada corretiva, isto €, o processo de iteracdo, impde-se
uma restricdo adicional, que nesse caso é manter constante o deslocamento generalizado s até
se atingir a convergéncia. Pode-se expressar essa condi¢dao partindo da Eq. 7(a), mediante a
diferenciacdo, chegando a relagdo:

2sds=2u'.da .. ds=——=0 (18a-b)

Como s # 0, a Eq. 18(b) pode ser atendida de duas formas:
a. o produto escalar (u'.du) é nulo: supondo que o vetor du # 0, entdo os vetores tornaram-
se ortogonais, 0 que caracteriza um ponto limite de carga, que sera:
i. méaximo local, quando u'.(du-38u)>0eu’.(du+du) <0;
ii. minimo local, se ao contrério, u'.(du — du) < 0 e u'.(du + du) > 0; sendo du o
acréscimo do vetor du, calculado um pouco antes (-) ou depois (+) do ponto; e
b. 0 médulo do vetor du tende arbitrariamente a 0, ou du — 0: que é a condi¢do mais
importante. Lembre-se que ao longo do processo iterativo, o médulo do vetor u ndo se
modifica (s = constante), logo 0 médulo do vetor corre¢do obtido du, também, nio serd
alterado. Define-se esse vetor de correcao iterativa como:

du = du, +3u, =0 (19)

Ou seja, a soma dos deslocamentos du, causados pelo vetor de cargas residuais (g = 0F) e a
variacdo do fator de carga o4 nos deslocamentos de referencia uy é zero. Pode-se, entao,
determinar a correc¢do do fator de carga (considerando que uy # 0) como:

S1o du, u, _ du, ., 20)
u; u, s

que recai —acidentalmente— na mesma equacdo produzida por Chan (1988), ao desenvolver

a estratégia que utiliza a norma minima dos deslocamentos residuais. Note-se que, no caso

deste trabalho, o objetivo foi fazer ds — 0 e isso ocorre com a avaliagdo dos minimos

quadrados, também, adotada por esse pesquisador. Dessa forma, essa parte da solucdo ja

possui o respaldo de trabalhos anteriores desse pesquisador.
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Esse controle incremental-iterativo combina as ideias de Fujji et al. (1992), ao empregar o
médulo do vetor u, lul = s, e de Widjaja (1998), ao obter-se ug considerando a matriz “S
atualizada. Na secdo seguinte, descreve-se a inser¢do desta estratégia num programa genérico.

4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DESSA ESTRATEGIA

Representa-se na Fig. 5, de forma simplificada, um fluxograma da implementacdo do
processo numérico proposto neste trabalho. Localizado dentro de um ciclo incremental
controlado pela varidvel INC, que varia de 1 a NINC (valor arbitrado qualquer) de
incrementos, tem-se a iteragao ITR dita zero (ITR= 0), na qual se determina a solucdo predita.
Partindo-se do vetor de deslocamentos de referéncia uy, obtido pela MR global atualizada S e
do vetor de cargas de referencia F, como descrito nas Egs. 6(a), 7(c), 11(a-c). Calcula-se o
acréscimo de carga A/ dependendo da relacdo Pxo: com a Eq. 14 quando for zero ou com a Eq.
13, caso contrario. Observe-se que os valores do incremento As ja foram previamente
estabelecidos (feito constante ou lido em tabela, etc.)

Ap6s definir-se esse acréscimo A4, os deslocamentos atuais u sdo calculados como uma
propor¢ao dos de referéncia uy somada aos anteriores us. Durante o processo encontram-se 0s
esfor¢os internos de equilibrio interno F; aplicando-se a formula¢do numérica desejada e
determinam-se as cargas residuais g.

b,=P,=u}u, N
: | JTR =1ITR +1 >
- ¢, =(2s,+As)As
: Montar MR S
Py i Resolver: S.u, = °F
g n ) N Resolver: Su, =g inal(As)
5 18 a,=s, =u,u, g A SinallAs (s, )As
ig o ulu, So
0 IS Si=——2"0
H = 2
19 19 N %o
S A
H 7} —
i 1Y u=u, +u,+31u,
HESI =
! AL=AA+82 u=u,+Alu, |
HE ) S A
TR <
HEO RS LD
19 0O
E Q‘: Calcular F, b b 2 ¢
- I el A EE, ~ ) T T
N S -
Converge? Uy =u
A=A+AL
AAl=0 s,=5
Fim <

Figura 5: Fluxograma desse controle.
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Nao ocorre, em geral, a convergéncia do processo para a solu¢do predita e, assim, inicia-se
o ciclo corretivo, (ITR= 1) salvando os valores recentes para a iteragdo seguinte. Retorna-se
agora a fase em que se obtém o novo vetor de deslocamentos de referencia uy, com a S
atualizada, seu médulo sy e o fluxograma € o mesmo antes descrito. Realiza-se o teste: ITR >
0 cuja resposta serd N(ndo). Avaliam-se, entdo, os deslocamentos residuais (u,) provocados
pela carga residual (g), o fator de carga corretivo (84), com as Egs. 19 e 20, encontrando-se 0s
novos deslocamentos atuais u e retornando-se para a parte de obter esforcos internos F.

Na implementacdo computacional realizada, existe um fator de crescimento independente
(h, que varia de 0 a 1) que é controlado pelo usudrio e define os valores de deslocamento s
desejado, bem como os passos As em funcdo de um maximo arbitrado spm.x. A vantagem do
processo semi-automatico € que se pode passar por pontos especificados pelo usudrio na
andlise. A desvantagem € que se exige, inicialmente, gabaritar a solucdo, fazendo-se alguns
modelos com controle de carga e até com controle de deslocamento selecionado, como os
utilizados nos exemplos descritos nas proximas se¢oes.

5 EXEMPLOS DE VALIDACAO

Com o objetivo de validar as implementagdes realizadas, subdivide-se esta secdo em trés
partes nas quais se analisam exemplos cldssicos de estruturas de comportamento nao linear da
literatura mundial: o da coluna engastada e livre de Southwell (1941), o portico abatido de
Williams (1964) e o portal em L de Lee et al. (1968).

Deve-se indicar que o programa computacional adotado (PPLANAVA®, Alvarenga, 2010),
desenvolve uma andlise ineldstica de segunda ordem empregando a técnica das fatias
(Alvarenga e Silveira, 2009) e foi utilizado, neste trabalho, para realizar andlises infinitamente
elasticas incluindo grandes deslocamentos e deformacdes. Nessas andlises, os resultados
numéricos produzidos ndo tém a mesma qualidade dos encontrados empregando formulacdes
mais precisas na avalia¢do dos efeitos de segunda ordem, como as de Chan (1988), Yang e
Kuo (1994), etc. Entre as saidas desse programa, listam-se os deslocamentos s da Eq. 7(a), a
rigidez relativa (GSP) (muT.Ou)/(Osz), calculada com os deslocamentos da primeira iteracao do
problema “u e o trabalho de deformacdo (Z°F".°u), para cada iteracdo, permitindo assim
outras avaliagOes da estrutura, nem sempre consideradas nas anélise estruturais.

5.1 Coluna engastada e livre

Essa coluna de Southwell (1941) € representada na Fig. 6(a), sendo estudada por diversos
pesquisadores, por exemplo, Yang e Kuo (1994), para validarem suas formulagdes numéricas.
Esses pesquisadores consideraram um momento de disttirbio (M = PAy = PL/100), de forma a
gerar o efeito de segunda ordem (equivalente a uma carga nocional). No Brasil também,
Galvao (2000), Santos (2007) e Silva (2009), estudaram o mesmo problema, mas com um
momento menor (M = PL/1000), que € adotado, também, neste trabalho.

Esse problema possui um ponto limite de carga, que € a de flambagem. A solucdo tedrica
(carga de flambagem eldstica) é obtida com o coeficiente kg = 2, ou seja, Pcrit/(EI/Lz) = (7t/kf1)2
= (7t/2)2 = 2.467. Posteriormente, ocorre o ponto limite de deslocamento, préximo de 80%,
todavia, ambos os pontos criticos s@o superados facilmente com incrementos mais reduzidos.

Essa estrutura foi modelada com 5 elementos finitos (EF) e analisa-se com os controles: a.
de carga (CC) até P = 8 kN, b. deslocamento (CD) com o vertical do né extremo (né 6) de
valor maximo Ays = -124 cm e c. deslocamento generalizado (DG) com valor maximo s = 200
cm. Observe que o deslocamento de controle selecionado estd na dire¢ao da carga incremental
P do problema e que o CC consegue obter a trajetéria completa também.
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P 24.2%
r\,M Dados: 26.5%
I secdo: 9.129 x 10.954 cm

A =100cm I=1000cm
E=10kN/cm? 5 EFs.

~ L =100cm M= PL /1000 7
P =1 EI/L’= 1 kN 60%
0< X <100%
/ \
(a) 80%

Controle de:
7__ —— Desloc. General. (NT)

_ 6 + + Desloc. y n6 6 (NT)
~

§ | e o Cargas (NT)

E 5 4 a Southwell (1941)

Fator de carga \
T

— — Silva (2009)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Deslocamento horizontal do topo Ax,/L [%]

~
o
~

Figura 6: Coluna de Southwell (1941): (Obs. NT — neste trabalho)
(a) dados; (b) deformadas (sem amplificacdo); (c) trajetorias de equilibrio.

Verifica-se o bom desempenho geral, pela Fig. 6(c), em relacdo aos resultados tedricos de
Southwell (1941) e aos 20000 pontos do tragado de Silva (2009). Os resultados ficam mais
préoximos dos de Yang e Kuo (1994), porém esses adotaram a imperfei¢do maior (L/100).

Por meio da Tab.1, comparam-se os resultados para os fatores A = 4 ¢ 6 (EI/LZ), dos
trabalhos brasileiros, notando-se que os resultados obtidos pelas diferentes estratégias (CC,
CD e DQG) estdo razoavelmente préximos. Nessas andlises, empregou-se 49, 67 e 62 passos,
respectivamente, mas poder-se-ia reduzir um pouco essa quantidade, sem maior prejuizo.
Note-se que a se¢do retangular é sempre indicada por: base (9.129 cm) x altura (10.954 cm).

PI? Galvdao  Santos Silva Resultados deste trabalho (5 EFs)
A= (2005)  (2007)  (2009)
El | 10EFs  5EFs 9 EFs cC €D . DG A

4.0 0.80393 0.80613 0.80211 | 0.80644 | 0.80544 3.957 | 0.80866 4.090
6.0 0.76576 0.76831 0.76054 | 0.76528 | 0.76600 5.986 | 0.76710 5.957

Tabela 1: Avalia¢ao dos deslocamentos horizontais Axs do n6 6 [cm].
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5.2 Portico abatido

Esse portico de Williams (1964), representado na Fig. 7(a), € um dos problemas estruturais
mais adotados como banco de provas para formulacdes nao lineares, tendo sido estudado por
Wood e Zienkiewicz (1977), Chan (1988), Yang e Kuo (1994) e Tin-loi e Misa (1996). No
Brasil, Galvao (2000) e Rocha (2006) estudaram esse problema. Nesta anélise, adotaram-se 20
EFs, (10 em cada barra), com a secado retangular de drea A e inércia I equivalentes, embora
Chan (1988) tenha indicado como secao uma barra redonda de didmetro 7.21 mm. Cada apoio
¢ indeslocavel, em todas as dire¢des, sendo perpendiculares ao eixo da barra, mas, aqui, foram
feitos paralelos aos eixos coordenados, o que ndo afeta, entretanto, a resposta final.

As deformadas desse portico ndo sao exageradas. Supera-se a contra flecha inicial 4 com o
fator de carga A = 74.4%, o que é elucidado na Fig. 7(b) e, detalha-se essa deformacdo do meio
vao (n6 11), na Fig. 7(c).

As trajetorias de equilibrio, representadas na Fig. 8, possuem dois pontos limites de carga,
sendo que, em geral, o primeiro € o mais dificil de superar e a estratégia CC nao conseguiu
obter o ramo de descida. Com a técnica CD, selecionou-se o deslocamento vertical sob a carga
(n6 11), ou com a técnica DG, a trajetéria foi facilmente obtida. Para tanto, reduziu-se o
tamanho dos passos incrementais e evitou-se, principalmente, que ocorresse a singularidade
(determinante da MR da estrutura tornar-se zero).

§ﬁ ‘ ﬁE o ‘ Dados:
”””” ! 1.9/ '
A E\'\ M S secdo: 1.913 x 0.617 cm
| Secdo A=1.186 cm’
L*é—j 1=0.03746 CIl’l4

E=7104.15 kN/cm?
L=32.875cm

A= 0%, // '/ 07.6% h = 0.9804 cm
§> E— / 14.4% P=02kN 20 EFs.

| — 0< A 173%
L —= 173% AR

(b) (0

Figura 7: Pértico abatido de Williams (1964):
(a) dados; (b) deformadas (sem amplificac@o); (c) detalhe do né 11 no meio-vao (FE x2).

160
/

140 /
g 120
< 100 Controle de:
g,) %0 A =Z4i1% —— Desloc. General. (NT)
§ " 2 + + Desloc. Ayné 11 (NT)
g A =64.6% ¢ Cargas (NT)
E 40 — Tin-Loi e Misa (1996)

20 — — Rocha (2006)

0¥ L s S B R B

—
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
Deslocamento vertical do meio-vao Ay,, [cm]

Figura 8: Trajetdria de equilibrio do pdrtico abatido.
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Constata-se, todavia, que ao se selecionar outros deslocamentos para o CD, sucederam
dificuldades numéricas e ndo se obteve toda trajetéria. Verifica-se que os resultados com
ambas as técnicas de deslocamentos (CD e DG) obtiveram a mesma trajetria que nao é tao
precisa como a de Tin-Loi e Misa (1996) e pouco melhor que Rocha (2006) com 8 EFs.

Indicam-se valores do fator de carga 4 e do deslocamento vertical Ay do n611, nos pontos
limites das trajetérias, na Tab. 2. Verifica-se uma similaridade dos valores obtidos pelas
técnicas de deslocamentos, pois se empregaram os médulos s de DG préximos dos obtidos
nos célculos para o CD. Adotaram-se os valores s = {1.6/2.8/4.6 cm}, para o ponto limite
superior, inferior e 0 maximo tragado, respectivamente.

Ponto limite superior Ponto limite inferior Miximo tragado
Caso | . A Ay . A Ay . A Ay
incr. incr. incr.
[%] [cm] [%] [cm] [%] [cm]

CC | 79 74500 0.6484 | - - - - - -
CD | 29 74426 0.5800 | 51 67.588 1.0200 | 84 153.497 1.6800
DG | 32 74427 0.5828 | 56 67.588 1.0199 | 92 155.364 1.6860

Tabela 2: Avalia¢do dos deslocamentos Ay do n6 11 [cm].

5.3 Portico em L

O portal em L de Lee et al. (1968) € outro problema nao linear cldssico, sendo os dados
apresentados na Fig. 9(a). Essa estrutura apresenta grandes deslocamentos que se indicam
pelas diversas deformadas correspondentes aos pontos limites na Fig. 9(b). Essa estrutura foi
estudada também por Schweizerhoff e Wriggers (1986) e, no Brasil, por Silveira et al. (1999),
Galvao (2000) e Santos (2007).

Na trajetéria de equilibrio, encontram-se, agora, dois pontos limites de carga, havendo
ainda um ou dois pontos limites de deslocamento, caso o deslocamento utilizado na trajetéria
seja o vertical ou o horizontal sob a carga, respectivamente (Ax ou Ay do né 7, para a estrutura
modelada com 10 EFs, apenas). Deve-se indicar que o programa empregado, neste trabalho,
nao ¢ muito adequado para problemas desse tipo, tendo em vista a sua formulagdo, mas
aumentando-se o nimero de passos, isso foi possivel e, aqui, justifica-se o controle DG.

Dados:
se¢do: 2x3cm
A=6cm’ I=2cm’
E =720 kN/em®
L=120cm
P=2KN 10EFs.
0< A <172%

_

N

=
4

L Secdo

(b)

(a)

A
!

Figura 9: Portal de Lee et al. (1968):
(a) dados gerais; (b) deformadas em fungédo de A (sem amplificacdo).
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Acompanhando a Fig. 10, podem-se avaliar as limita¢des dos outros métodos. Como ja se
indicou desde o inicio, inclusive nos exemplos anteriores, no caso do CC, a andlise &
terminada no primeiro ponto limite de carga. Empregaram-se 51 passos e atingiu-se o fator 4 =
90.4%, quando ocorreu a singularidade da MR, encontrando-se Ax = 24.92 cm e Ay = -47.79
cm, respectivamente, no dltimo incremento que convergiu (90.3%).

No método CD, ndo foi possivel adotar-se o deslocamento Ax, o processo divergiu ja na
primeira iteracdo. Comprovou-se que essa estratégia exige que o deslocamento selecionado uy
esteja associado a uma carga (ndo nula) do vetor de referencia (OFk # 0) e a ndo ocorréncia de
um ponto limite desse deslocamento, para poder ser empregada com sucesso.

Assim, adotou-se o deslocamento Ay do né 7 para o CD, atingiu-se o valor Ay; = -61 cm,
que corresponde ao ponto limite de deslocamento dessa grandeza, no incremento 89, a partir
do qual ocorrem problemas numéricos, o programa obtém deslocamentos absurdos e finaliza.

Portanto, apenas com o controle DG desenvolvem-se as trajetdrias completas, cujos
resultados s@o indicados na Tab. 3. Esse problema foi reestudado, posteriormente, com 20
EFs, no qual ficaram evidentes pequenas diferencas, mas que comparam razoavelmente com
as respostas de Galvao (2000) empregando uma formulacao mais refinada.

A |
150 !
2 J Controle de:
] X = 90.3% ( — Desl. General. (NT)
R 1007 _ s + + Deslocamento Ay, (NT)
< » = Cargas (NT)
& 50 — — Galvio (2000)
s
3 4 \g
g 1 |1l
= 0] ©
=] G
n (O8]
. 5
N7
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
() Deslocamento horizontal sob a carga Ax, [cm]
A
150:
g 100 1 A=903% Controle de:
= A —— Desl. General. (NT)
< 1 + + Deslocamento Ay, (NT
20 50 ¥ (NT)
S 7 / * * Cargas (NT)
S — — Galvdo (2000)
g o 1)/ R S
<
”" 2
I e A B T B e L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
(b) Deslocamento vertical sob a carga Ay, [cm]

Figura 10: Trajetérias de equilibrio do portal:
(a) deslocamento Ax do n6 7; (b) deslocamento Ay do n6 7.
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Ponto Carga Desloc. | Mudangca  Desloc. Carga Desloc. | Mudanca  Final do

Limite | superior Ay, de sinal Ay, inferior Ax7 de sinal  tragado
10 EFs
incr. 56 89 106 110 125 139 153 162

A %] 90.37  57.87 -0.50  -23.79 | -48.67 -34.12 | -0.29 171.7
Ax7 [em] | 25.867 61.352 | 79.164 81.669 | 90.941 95.269 | 90.988 87.431
Ay7 [em] | 48.550 61.455 | 53.653 51.491 | 58.791 72.501 | 85.717 94.085

sfem] | 111.23 180.48 | 213.17 221.01 | 250.97 278.46 | 294.80 303.73
20 EFs

incr. 60 84 96 99 109 119 130 137
A %] 9220  59.02 -0.29  -25.08 | -47.49 -33.87 | -2.32 178.1
Ax7 [cm] | 27.088 61.811 | 79.249  81.700 | 90.277 94.579 | 90.630 86.696
Ay7 [em] | 49.026 61.107 | 52971 50.974 | 58.216 71910 | 84.870 93.957

sfem] | 159.03 254.11 | 299.79 312.00 | 352.07 391.03 | 414.02 427.84

Tabela 3: Avalia¢ao dos deslocamentos Ax e Ay do né 7 [cml].

Nessa tabela sdo indicados os pontos criticos dos deslocamentos do né (7) com a carga P,
incluindo os limites de carga, de mudanca de sinal de Ay, os limites de deslocamento de Ay e
de Ax e os valores do deslocamento generalizado s. Como € natural, a grandeza generalizada s
depende do nimero de EFs e ndo hd uma relacio direta, embora nos pontos limites de carga
ou de deslocamento encontre-se a relacdo s;o/sy0 = 71%.

6 COMENTARIOS FINAIS

Observe-se que o objetivo, com este trabalho, nao é comprovar-se precisao de resultados,
pois, como esclarecido, a formula¢do numérica, adotada em todos os exemplos nao possui
recursos de avaliacdo de grandes deformacdes tdao precisos. O objetivo € determinar-se a
trajetéria de equilibrio passando pelos pontos limites de deslocamento e de carga, que foram
obtidos com sucesso empregando-se o processo deste trabalho. Esse controle DG foi
importante para as andlises elastopldsticas desenvolvidas na tese (Alvarenga, 2010), embora
seja inadequado no caso de pontos de bifurcacdo, como se constatou pela mesma.

Entretanto, outras andlises precisam ser realizadas e possiveis melhorias acopladas, de
forma que, também, nos casos de bifurcagdo seja possivel encontrarem-se as trajetorias
secunddrias. Deve-se comentar que, na tese supracitada, houve alguns casos em que
sucederam combinados a flambagem inelédstica e a formacdo de mecanismo pldstico, com
tendéncias de deslocamentos antagdnicos. Isso provocou o aparecimento de um ponto de
bifurcacdo, mas que, na realidade, ¢ também um ponto final de andlise, visto que, em ambos
os casos, a deterioracdo da estrutura ja é tdo elevada, que ndo é possivel achar-se pontos
posteriores. Foi notado que algumas vezes essas trajetorias se alongavam um pouco mais do
que o esperado, mas, isso ocorreu apenas para que se atingisse de fato esse ponto final
(estados limites dltimos).

Dessa forma, para a finalidade que se propds, o controle apresentado mostrou-se simples e
efetivo, o que recomenda a sua aplicacdo em problemas semelhantes e justifica este trabalho.
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