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Resumo. Em geral as vigas mistas de aco e concreto sdo compostas por um perfil metalico ligado a
uma laje de concreto, por meio de conectores de cisalhamento. A resisténcia e rigidez relativa da
conexdo podem classifica-la como de interacdo parcial, permitindo deslocamentos relativos entre os
dois componentes. Nos dltimos anos, diversos modelos de elementos finitos foram propostos para a
andlise deste tipo de estrutura, com énfase nos elementos finitos de barra com deslizamento
incorporado. Nestes elementos, a secdo transversal de concreto admite variacdo uniforme de tensdes
ao longo da dire¢do perpendicular ao plano da viga. Em fun¢@o da largura colaborante da laje ser de
uma ordem de grandeza superior, a desconsideracdo desta variacdo de tensdes ndo permite obter uma
resposta compativel com a realidade, principalmente no que se refere ao fendmeno de shear lag
(redugdo de tensdo normal na direcdo perpendicular), o que traz conseqii€ncias tanto nas fases elasticas
quanto nas andlises em regime de ruptura. Este artigo apresenta uma formulagdo de elementos finitos
de barra e de placa para a andlise ndo-linear fisica e geométrica de vigas mistas de aco e concreto. Para
a simulacdo da interacdo parcial entre os materiais sdo desenvolvidos elementos de interface
especificos, aptos a combinar os dois tipos de componentes. Um modelo constitutivo em camadas é
empregado para analisar a laje de concreto. Exemplos numéricos demonstram a viabilidade e precisao
do modelo, bem como a sua capacidade de representar situacdes nas quais os elementos de barra
seriam insuficientes, como em pavimentos inteiros de estruturas mistas ou para a representacdo do
shear lag.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho consiste na implementacao e teste de elementos finitos capazes de simular o
comportamento de placas de concreto ligadas a vigas de ago através de uma conexao
deformavel.

Na implementacao do elemento finito de placa, que simula o comportamento da laje de
concreto da viga mista, foi considerada uma nao linearidade fisica com objetivo de avaliar a
influéncia da interagao parcial. Neste estado limite, a placa de concreto assume deslocamentos
consideraveis, podendo assim, dependendo das condicdes de contorno da placa, sofrer a
influéncia do efeito de membrana, o que leva a necessidade de uma andlise nao linear
geométrica. Este efeito de membrana em placas de concreto é verificado em Huang et al.
(2003b) através da comparagdo dos resultados numéricos de duas placas considerando anélise
linear e ndo linear.

Para simular o comportamento da viga de ago foi implementado um elemento de viga
semelhante ao implementado nos trabalhos de Silva e Sousa Jr. (2009) e Sousa Jr. e Silva
(2007), com a diferenca da consideragdo de um grau de liberdade de translacdo e outro de
rotacdo a mais, para que haja compatibilidade com o elemento de placa. Também foi inserido
o efeito de segunda ordem como em Sousa Jr. ef al. (2010).

O comportamento ndo linear da conexdo deformdvel entre a laje de concreto e a viga de
aco é simulada pelo elemento de interface, que faz também a ligagcdo entre os elementos de
placa e viga. Este elemento €, também, semelhante ao implementado por Sousa Jr.e Silva
(2007).

2 ELEMENTO DE PLACA

O elemento de placa implementado neste trabalho é um elemento isoparamétrico de nove
nds. A ndo linearidade fisica é verificada dividindo a secdo em vérias camadas e considerando
que em cada camada as propriedades do material possam ser diferentes. As principais
consideragdes para este tipo de andlise sdo descritas a seguir (Huang et al.,2003-a):

a) As diferentes camadas do elemento de placa sdo consideradas de concreto ou aco de
refor¢o, ndo sendo permitido qualquer deslizamento entre elas;

b) As propriedades mecanicas do material de cada camada podem ser inicialmente diferentes
e as suas relagdes tensdo-deformacgdo sdao independentes para cada camada;

c) As barras de reforco em qualquer direcio sao transformadas em uma camada equivalente
de aco com rigidez somente na direcdo da barra. E assumido um vinculo perfeito entre as
camadas de agco que representam as barras de reforco e as camadas de concreto;

d) As camadas de concreto sdo consideradas em um estado plano de tensao, e o concreto é
considerado ortotrépico ap6s fissuracdo ou esmagamento.

De forma distinta do elemento de placa tradicional, o elemento implementado neste
trabalho considera, além do deslocamento vertical na direcdo de z e rotagdes em torno dos
eixos x e y, translagdes nas dire¢des dos eixos x e y como mostra a Figura 1. As translagcdes
seriam necessdrias mesmo para o caso de andlise linear, uma vez que, ao conecta-lo a um
elemento de viga, a posi¢do da linha neutra ndo é mais conhecida.
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Figura 1: graus de liberdade do elemento de placa com 9 nés

2.1 Hipéteses cinematicas

As hipéteses cinematicas para o campo de deslocamentos do elemento da Figura 1 sdo
representadas por:

u(x,y,z)=u’(x,y)+z6,(x,y)
v(x, y,2)=v(x,y) — 26, (x, y) ey
w(x, y,2)=w’(x, y)
que consideram a hipdtese de secdes planas mas ndo perpendiculares ao eixo deformado,
conforme a Teoria de Placas de Reissner-Mindlin. Os valores com sobrescrito 0 indicam
deslocamentos no eixo de referéncia da placa. As dire¢des positivas dos deslocamentos e
rotacdes indicados estdo indicadas na Figura 1.
2.2 Campo de Deformacoes

O campo de deformacdes adotado corresponde a consideracio de nao linearidade
geométrica segundo as hipéteses de Von Karman e pode ser separado em termos de suas
componentes lineares e nido-lineares conforme

e=e, +e, (2)

Onde os componentes dos vetores e; € e,; sdo dados por

e, u, +28,, Lw,)?

€ Vo~ Zex,y %(W,y )2

E,p =qU, tV, + Z(G},,y -6, )+ wow, 3
£, w,.+6, 0

€. ], w, =0, 0

As relagdes entre deslocamentos nodais e deformagdes generalizadas podem ser obtidas a
partir das Egs. (3), introduzindo-se as fun¢des de interpolagdo na forma usual de elementos
finitos baseados em deslocamentos. Se ® representa um vetor com as funcdes de interpolacao
lagrangianas, pode-se escrever para o vetor de deslocamentos nodais u com componentes u, v
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Definindo de forma padrio os operadores diferenciais que relacionam os deslocamentos
com as deformacgdes, podem-se obter as matrizes que relacionam de forma ndo-linear os
deslocamentos nodais com as deformacdes generalizadas, na forma total e na forma
incremental. As manipulacdes envolvidas podem ser encontradas em livros-texto de
elementos finitos (Zienkiewciz e Taylor, 1991). Nas expressoes finais surgem as matrizes B e
B*, que relacionam deformag¢des com deslocamentos no elemento:

e=Bu e de=B"ou 5)

Considerando as fungdes de interpolacdo as relagdes deformagido-deslocamento
incrementais sao

se=B W' o5q (6)
Considerando que as tensdes que surgem no elemento de placa sdo agrupadas no vetor s, e

que os esforcos generalizados sdo obtidos a partir de integracdo das tensdes ao longo da
espessura da placa, tem-se:

O-x
o, .[ o dz .[ 20 dz
s=47, ¢, N={[odzt, M={[z0dz; ¢ Q=k ffxzzz (7
T J‘rx),dz .[ 27, dz '[ P
Tyz

A aplicagdo do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) ao elemento, na forma padréo,
permite a obtencdo do vetor de forgas internas como

f,, =[[[¥B"sav = ”\PLB ]:{B . BOT }sdv (®)
v Vv b u s

onde By, By, By e Bs sdo matrizes de operadores diferenciais (Zienkiewicz e Taylor, 1991)
referentes aos termos de membrana, flex@o, cisalhamento e membrana ndo-linear que
aplicadas aos componentes de tensdo e integradas ao longo da espessura fornecem

_ B_'N
f = Jlj ‘P{BbTM+BuTN+BSTQ}dA ©)
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Finalmente, derivando o vetor de forcas internas em relagcdo aos deslocamentos nodais q, a
matriz de rigidez tangente do elemento de placa pode ser obtida como

B, 0o (D, 0|B, zB,+B, 0o o
5 Y N R S

sendo os termos referentes a lei constitutiva tangente

D, 0
&=D& onde D=| * > (11)
02><3 Ds
e a matriz H agrupa os componentes de tensao que influenciam na rigidez geométrica
o, T,
H-= { = } (12)
T, O,

A integral de volume da Eq. (10) pode ser separada previamente com termos ao longo da
espessura, de tal forma que a matriz de rigidez final seja obtida por integracdo na area do
elemento. Ao longo da espessura a integracdo € feita por camadas considerando a ndo
linearidade fisica do concreto e armaduras, segundo os critérios apresentados a seguir.

2.3 Leis constitutivas dos materiais

Para a avaliagdo do problema ndo linear fisico foi adotada para o concreto na tragdo a
curva tensdo-deformacio da Figura 2, usada também por Huang et al. (2003-b) na avaliacio
de seus exemplos, que serviram, neste trabalho, como validagdo para o elemento de placa
implementado. No presente trabalho foi adotado €,, =10¢, (deformacdo dltima e deformacao
correspondente a tensdo de pico), e para a resisténcia a tragdo do concreto foi usada a relacao

£ =O.3321\/f_ fornecida pela ASCE (1982), onde f. € a resisténcia a compressio do

c

concreto em MPa.

f:r """

0.33f, | £ oo o0

rr U.EIEE'M Ea

Figura 2: relacdo tensdo-deformacao para o concreto na tracio

Ja para o concreto na compressao, ¢ adotada a curva tensdo-deformacgao especificada no
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Eurocode 4 (1992) mostrada na Figura 3 e com expressdo analitica dada por

3
[2+ff”/ v se O<ex<eg,
£, ele,
o, (e)=1 fert ST ETE (13)
f.——— se €>¢,
8(;)'_8(,'”

onde &, € a deformacao correspondente a tensao de pico f. e &, € a deformacao dltima.

Ef-r E{ ']

Figura 3: curva tensdo-deformacdo do concreto na compressao

A Figura 4 mostra a curva tensdo-deformacao para o aco de reforco como especificada no
Eurocode 4 (1992).

£ (%)

4 8 12 16 20

Figura 4: rela¢@o tensdo-deformagéo do ago de reforgo

No processo incremental usado para definir a curva carga-deslocamento do problema
analisado a ndo linearidade fisica é avaliada a cada passo. Isso é feito atribuindo, a cada
camada do elemento, uma rigidez obtida a partir da curva tensdo-deformagao do material e
das deformacdes principais no ponto de Gauss da integracao numérica do elemento. Em cada
ponto de Gauss, e para cada camada do elemento de placa, as deformagdes nas dire¢des dos
eixos x e y sdo obtidas. Considerando as camadas em estado plano de tensdes, sdo
determinadas as direcdes principais 1 e 2, onde a direcdo 1 indica a direcdo de maior
deformacio principal.
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Um critério de falha baseado na maxima deformacdo é adotado neste trabalho. De forma
simplificada, a regido de falha do concreto foi assumida como sendo a regido fora da regido

retangular definida pelos vértices opostos (€,,,€.,) e (€,,€,), onde £ e &, sdo definidos

cr? tro

nas Figuras 2 e 3. Se as deformagdes principais (€,,€,) se encontrarem fora da regido de
falha entdo o concreto € considerado isotrépico e linear, e 0 médulo de deformagao axial do

Lo , Jdo, .
concreto € obtido da curva da figura 3 fazendo E, = —= (&, =0) . Caso contrario, o concreto

c
¢ considerado ortotrépico com a relacdo tensdo-deformacao desacoplada nas dire¢des 1 e 2
(direcdes principais). Neste sistema, a relacdo incremental entre tensdes e deformagdes € dada
por

E 0 0 0 O
E, 0 0 O
D 12 02><%
D, =| P | LG, +Gy) 0 0 (14)
02><3 s12 .
Sim. G, 0
L G, |
Na Eq. 14, os médulos tangentes para as dire¢cdes principais sdo dados pelas equacdes
0, a0, E, E,
E = Y (e, =¢) E, = Y (e,=¢,) G G, (15)

T 2(+v) T 20+v)

c c
A matriz constitutiva tangente na direcdo dos eixos cartesianos originais x e y pode ser
obtida a partir de D, por meio de uma adequada rotacio de eixos.

3 ELEMENTO DE VIGA

O elemento de viga empregado neste trabalho tem graus de liberdade compativeis com
aqueles definidos para o elemento de placa do item anterior. Este elemento é semelhante ao
implementado no trabalho de Sousa Jr. et al. (2010) e seus graus de liberdade estdo
representados na Figura 5.

z
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Figura 5: graus de liberdade do elemento de viga

3.1 Hipéteses cinematicas

Para haver compatibilidade com o elemento de placa, é utilizado um elemento de viga de
acordo com a teoria de Timoshenko, que emprega hipéteses andlogas a teoria de Reissner para
placas. O campo de deslocamentos é dado por
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u(x,y,z) =u’(x)+z6,(x)
v(x, y,2) = v (x) = 26,(x) (16)
w(x, y,z) = w’ (x)+ yb, (x)

A compatibilidade entre os elementos exige que o elemento de viga considere a ocorréncia
de torcdo na sua secdo transversal. Neste trabalho somente é considerada a tor¢do uniforme, e
eventuais efeitos de empenamento sdo desprezados. Em geral, em pavimentos mistos a
conexao entre laje e viga restringe o empenamento da secio.

3.2 Campo de deformacoes

As deformagdes presentes no elemento de viga s@o obtidas a partir da diferenciagdo dos
deslocamentos (Eqs. 16) e sdo compativeis com as hip6teses de Von Karman usadas para a
placa:

2
E.=u,+z60, + Tw,
£, = 6), +w, + yHM a7

E =v_—1z0

xy X XX

Na aproximacdo de elementos finitos baseado em deslocamentos, as equagdes dos
deslocamentos sao mais uma vez aproximadas por fun¢des de forma (@ - vetor coluna das

funcdes de forma) associadas aos deslocamentos nodais (q).

Adotando funcdes de interpolacdo ® adequadas para a descri¢ao das varidveis cinematicas
(translacdes e rotacdes) pode-se obter as relagdes incrementais entre deslocamentos nodais e
deformacdes e a partir desta, empregando o Principio dos Trabalhos Virtuais, o vetor de
forcas internas para o elemento de viga:

N®,
nycD,x
fof =IN P+ NP W, (18)
re,
M® +N_@

sendo os esforgos resistentes Ny, Ny, Ny, M, e T, calculados através das seguintes equagdes:

N, =[cdA N,=[r,dA N =[r.dd M =[0zdA T, =[(.y-7,2)dA (19)
A A A A A

As integrais que surgem na avaliacdo dos esfor¢os resistentes podem ser obtidas a partir de
integracdo numérica, como no método das fibras, ou através de uma técnica de integracdo
analitica baseada no Teorema de Green.

A matriz de rigidez tangente do elemento de barra pode ser obtida a partir da diferenciacio
do vetor de forcas internas em relacdo aos deslocamentos nodais q. Apds alguma
manipulagdo, a matriz K pode ser obtida como
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oN
¢ X
[ 8(1}
o [N !
X aq
T T T
d
K=lo [Nl o [N] iy [P (20)
“\ oq T oq "\ oq
T
o [T
5 aq
T aN T
D M, TP 2
i L odq oq |

Na expressdo para a matriz de rigidez do elemento de viga aparecem as derivadas dos
esforcos resistentes (Egs. 19) em relacdo aos deslocamentos nodais. Estes valores podem ser
obtidos a partir da aplicacdo da regra da cadeia, diferenciando primeiro em relacdo as
deformacdes, e multiplicando pelas derivadas das deformagdes em relacdes aos
deslocamentos nodais. Como exemplo, apresenta-se a seguir a expressdo para a derivada do
momento fletor M,:

@, [ EzdA
A
5 0
M. _ 0 1)
oq 0
@ [Ez’dA
A

Na Eq. (21) as integrais na secdo transversal (rigidezes generalizadas) s@o efetuadas
analiticamente da mesma forma que na avaliacdo dos esforgos resistentes.

4 ELEMENTO DE INTERFACE

O elemento de interface implementado neste trabalho simula o comportamento da conexao
deformdvel e faz a ligacdo entre os elementos de placa e viga definidos anteriormente.
Portanto, seus graus de liberdade sdo compativeis com estes elementos, como € mostrado na
Figura 6. Este elemento é baseado no elemento de interface implementado por Sousa Jr. e
Silva (2007) e Silva e Sousa Jr. (2009).
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Figura 6: graus de liberdade do elemento de interface

Os deslocamentos relativos entre as faces do elemento de espessura nula na direcdo do eixo
longitudinal sdo (

Figura 7):
w, (%) =uy (X) = u] (X) = (y, =d)8,,(x) = (d = y,)8,, (x) (22)
[a‘ Ly | | :
b L

Figura 7: deslizamento na direcdo x

Os deslocamentos relativos entre as faces do elemento de espessura nula na direcdo do eixo
transversal a viga sdo dados por (Figura 8):

w,(x) = v;’ (x)— vl0 (X)) +(y, —d)8,(x)+(d—y,)8 ,(x) (23)
-fjl!:- - J 1'| ..:... . vfl
. . "li
! BN
= . S—— =.

Figura 8: deslizamento na dire¢do y
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Por tltimo, a equacdo dos deslocamentos relativos na direcdo z, que sdo correspondentes a
separacao vertical (Figura 9), é dada por

w, (1) = w; () —w (x) + y(6,,(x) - 8,,(x)) (24)

W;] —W Y
'Exi'_ 'Ex'l {

'EI:-:I
y I:eﬂ_ I9:;:1.:'

Figura 9: separacdo vertical entre elementos

Os deslocamentos relativos w,, w, € w,, do elemento de interface sdo obtidos a partir da
interpolacao dos valores nodais apresentados na Figura 6. As fun¢des de forma empregadas
sao semelhantes as dos elementos de placa e viga.

As relacdes constitutivas nao-lineares do elemento de interface para as direcoes
longitudinais, transversais e verticais sao dadas, respectivamente, pelas expressdes:

S,=S,w,) V,=V,(w,) N,=N,(w,) (25)

Aplicando o PTV ao elemento de interface isoladamente e em seguida substituindo os
deslocamentos relativos pelas suas interpolacdes nodais pode-se calcular o vetor de forcas
internas do elemento de interface (Eq. 17). Derivando o vetor de forcas internas em relacdo
aos deslocamentos nodais obtém-se a matriz de rigidez tangente do elemento de interface (Eq.
1827).

-S,®
-V, ®
~N,®
[(d~y)V,—N, 1@
¢ - (y, —d)S,®
int S,® (26)
V,®
N, ®
[(y, —d)V, + N, 1@
(d-y,)S,®
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5 EXEMPLO NUMERICO

Para validar a acdo conjunta dos elementos de placa, viga e interface implementados neste
trabalho foi analisado um exemplo com configuracdo bastante comum na pratica da
construgao civil. Este exemplo consiste de uma laje de concreto ligada por meio de conectores
a trés vigas de acos longitudinais e duas transversais com apoios nas intersecoes destas vigas,
como mostra a Figura 10. Este mesmo exemplo foi analisado experimentalmente e
numericamente por Nie et al (2008) e seus resultados s@o usados neste trabalho como dados
comparativos.

Iy

__‘\ L450, 900 , 900 ., 900 450,
| carga concentrada et S [I)"'. 4 ' pid '[])"4 | Pl
-I __3%_-___’5__;?'::-_7_— e I B 'L 1'
| perfil transversal o u *
: g u s,
__'.-'.' G-100 he-60 ¢ -l
| ——w——___..,__uillq.____._. _ | ]\ x : | ; ; .
Tasainiaia il <= .. . =
| il : e -
pefil longitudinal g 2660 e |#6-60
) ) - 5 =
=1 S =4
1 15} : 1 =
= e E=E === =R =T S —
= b =]
l.“'ll = I
~ *® 100 =+
1A 100 3600 1100 L} 5.9

Figura 10: laje de concreto conectada a perfis de ago

A estrutura da Figura 10 foi levada a ruptura através de trés jacks em série apoiados sobre
as trés vigas longitudinais com um incremento de carga de 2 kN. Durante o teste, os autores
(Nie et al., 2008) monitoraram deslocamento, deformacao e deslizamento. No entanto, devido
a alta rigidez da conex@o e o fato desta ndo causar efeitos significativos no estado limite
ultimo da estrutura, o deslizamento ndo foi avaliado pelos autores.

A curva tensdo-deformacdo adotada para o perfil de aco e as barras de reforco é

representada na Figura 11. Para o perfil de ago foram adotados [, =295 MPa e
f. =448MPa. Para as barras de reforgo foram adotados f, =380 MPa e f, =478 MPa. E

para ambos foram adotados E, =206000MPa e E, = 2000 MPa.

Para o concreto foi considerada a curva tensdo deformacio definida anteriormente com
g, =0.002, resisténcia a compressiao de 30.3 MPa e coeficiente de Poisson de 0.17. Para a

rigidez da conexdo ao longo do eixo da viga foi considerada a expressdo preconizada por
Aribert (1992):

S, =S, (1—e )&

onde S, € a forca cortante por unidade de comprimento e w, € o deslizamento. §,, € a
resisténcia dltima do conector por unidade de comprimento, que pode ser obtida por teste ou
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através de expressoes definidas em c6digos que associa essa resisténcia dltima a resisténcia de
corte do conector e a resisténcia de esmagamento do concreto que o envolve o conector. C,

e C,sdo pardmetros que definem a forma da curva. Para este exemplo, Aribert (1992)
recomenda C, =0.7mm™" e C, =0.56.

0,2%

Figura 11: relagdo tensdo-deformac@o para os agos

Nas direcOes transversal e vertical ao eixo da viga sdo considerados trechos lineares com
rigidez muito grande, sendo, portanto, desconsiderada a possibilidade de separago vertical na
interface e de deslizamento na direcdo transversal ao eixo da viga. Outros dados como
dimensdes, quantidade de barras de refor¢co e de conectores podem ser vistos na Figura 10.

A mostra o resultado numérico (Nie) e experimental (Teste) obtidos em Nie et al (2008), e
o resultado numérico obtido neste trabalho (Souza e Silva). Na andlise numérica de Nie et al
(2008) foi usado o programa ANSYS com a placa de concreto discretizada por elementos
cubicos, o perfil de ago por elementos de casca e a conexdo foi simulada por elementos de
molas. A figura mostra que os elementos implementados neste trabalho produzem resultados
satisfatorios. A diferenca entre os tipos de elementos usados para discretizar o problema da
Figura 10 € o principal motivo para a diferenca entre os resultados numéricos deste trabalho e
de Nie et al (2008).

300

230

200

/ — Teste
150 / Nie

{f Souza e Siva

carga FIEN)

1] T T T

0 a0 100 150 200
deslocamento verfical maximo (mm)

Figura 12: resultados laje mista exemplo 1
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma formulagdo para a andlise numérica de vigas mistas de
aco e concreto. Elementos finitos de placa foram implementados para considerar a laje de
concreto, enquanto o perfil metdlico foi representado por um elemento de viga. A conexao
entre os elementos foi simulada com o emprego de elementos de interface especialmente
desenvolvidos para representar o deslizamento no plano de contato bem como a separacio
vertical entre os elementos.

Em geral, a literatura recente aconselha o emprego dos elementos de viga para a
representacio das vigas mistas com interacdo parcial. Embora esta solugdo seja eficiente e de
baixo custo computacional, a possibilidade de representacdo das lajes como placas permite
uma andlise mais rigorosa dos estados de tensdo em pavimentos compostos por vigas mistas
de aco e concreto.

O esquema desenvolvido permitiu simular o comportamento de pavimentos de vigas
mistas, e os resultados obtidos obtiveram boa precisdo comparados com resultados numéricos
tridimensionais e resultados experimentais.
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