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Resumo. Em geral as vigas mistas de aço e concreto são compostas por um perfil metálico ligado a 
uma laje de concreto, por meio de conectores de cisalhamento. A resistência e rigidez relativa da 
conexão podem classificá-la como de interação parcial, permitindo deslocamentos relativos entre os 
dois componentes. Nos últimos anos, diversos modelos de elementos finitos foram propostos para a 
análise deste tipo de estrutura, com ênfase nos elementos finitos de barra com deslizamento 
incorporado. Nestes elementos, a seção transversal de concreto admite variação uniforme de tensões 
ao longo da direção perpendicular ao plano da viga. Em função da largura colaborante da laje ser de 
uma ordem de grandeza superior, a desconsideração desta variação de tensões não permite obter uma 
resposta compatível com a realidade, principalmente no que se refere ao fenômeno de shear lag 
(redução de tensão normal na direção perpendicular), o que traz conseqüências tanto nas fases elásticas 
quanto nas análises em regime de ruptura. Este artigo apresenta uma formulação de elementos finitos 
de barra e de placa para a análise não-linear física e geométrica de vigas mistas de aço e concreto. Para 
a simulação da interação parcial entre os materiais são desenvolvidos elementos de interface 
específicos, aptos a combinar os dois tipos de componentes. Um modelo constitutivo em camadas é 
empregado para analisar a laje de concreto. Exemplos numéricos demonstram a viabilidade e precisão 
do modelo, bem como a sua capacidade de representar situações nas quais os elementos de barra 
seriam insuficientes, como em pavimentos inteiros de estruturas mistas ou para a representação do 
shear lag. 
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1 INTRODUÇÃO 

Este trabalho consiste na implementação e teste de elementos finitos capazes de simular o 
comportamento de placas de concreto ligadas a vigas de aço através de uma conexão 
deformável.  

Na implementação do elemento finito de placa, que simula o comportamento da laje de 
concreto da viga mista, foi considerada uma não linearidade física com objetivo de avaliar a 
influência da interação parcial. Neste estado limite, a placa de concreto assume deslocamentos 
consideráveis, podendo assim, dependendo das condições de contorno da placa, sofrer a 
influência do efeito de membrana, o que leva a necessidade de uma análise não linear 
geométrica. Este efeito de membrana em placas de concreto é verificado em Huang et al. 
(2003b) através da comparação dos resultados numéricos de duas placas considerando análise 
linear e não linear.  

Para simular o comportamento da viga de aço foi implementado um elemento de viga 
semelhante ao implementado nos trabalhos de Silva e Sousa Jr. (2009) e Sousa Jr. e Silva 
(2007), com a diferença da consideração de um grau de liberdade de translação e outro de 
rotação a mais, para que haja compatibilidade com o elemento de placa. Também foi inserido 
o efeito de segunda ordem como em Sousa Jr. et al. (2010).  

O comportamento não linear da conexão deformável entre a laje de concreto e a viga de 
aço é simulada pelo elemento de interface, que faz também a ligação entre os elementos de 
placa e viga. Este elemento é, também, semelhante ao implementado por Sousa Jr.e Silva 
(2007). 

2 ELEMENTO DE PLACA 

O elemento de placa implementado neste trabalho é um elemento isoparamétrico de nove 
nós. A não linearidade física é verificada dividindo a seção em várias camadas e considerando 
que em cada camada as propriedades do material possam ser diferentes. As principais 
considerações para este tipo de análise são descritas a seguir (Huang et al.,2003-a): 
a) As diferentes camadas do elemento de placa são consideradas de concreto ou aço de 

reforço, não sendo permitido qualquer deslizamento entre elas;  
b) As propriedades mecânicas do material de cada camada podem ser inicialmente diferentes 

e as suas relações tensão-deformação são independentes para cada camada;  
c) As barras de reforço em qualquer direção são transformadas em uma camada equivalente 

de aço com rigidez somente na direção da barra. É assumido um vínculo perfeito entre as 
camadas de aço que representam as barras de reforço e as camadas de concreto; 

d) As camadas de concreto são consideradas em um estado plano de tensão, e o concreto é 
considerado ortotrópico após fissuração ou esmagamento.  

De forma distinta do elemento de placa tradicional, o elemento implementado neste 
trabalho considera, além do deslocamento vertical na direção de z e rotações em torno dos 
eixos x e y, translações nas direções dos eixos x e y como mostra a Figura 1. As translações 
seriam necessárias mesmo para o caso de análise linear, uma vez que, ao conectá-lo a um 
elemento de viga, a posição da linha neutra não é mais conhecida.  
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Figura 1: graus de liberdade do elemento de placa com 9 nós 

2.1 Hipóteses cinemáticas 

As hipóteses cinemáticas para o campo de deslocamentos do elemento da Figura 1 são 
representadas por: 
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que consideram a hipótese de seções planas mas não perpendiculares ao eixo deformado, 
conforme a Teoria de Placas de Reissner-Mindlin. Os valores com sobrescrito 0 indicam 
deslocamentos no eixo de referência da placa. As direções positivas dos deslocamentos e 
rotações indicados estão indicadas na Figura 1. 

2.2 Campo de Deformações 

O campo de deformações adotado corresponde à consideração de não linearidade 
geométrica segundo as hipóteses de Von Kárman e pode ser separado em termos de suas 
componentes lineares e não-lineares conforme 

nll eee +=        (2) 

 
Onde os componentes dos vetores el e enl são dados por 
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As relações entre deslocamentos nodais e deformações generalizadas podem ser obtidas a 

partir das Eqs. (3), introduzindo-se as funções de interpolação na forma usual de elementos 
finitos baseados em deslocamentos. Se Φ representa um vetor com as funções de interpolação 
lagrangianas, pode-se escrever para o vetor de deslocamentos nodais u com componentes u, v 
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Definindo de forma padrão os operadores diferenciais que relacionam os deslocamentos 

com as deformações, podem-se obter as matrizes que relacionam de forma não-linear os 
deslocamentos nodais com as deformações generalizadas, na forma total e na forma 
incremental. As manipulações envolvidas podem ser encontradas em livros-texto de 
elementos finitos (Zienkiewciz e Taylor, 1991). Nas expressões finais surgem as matrizes B e 
B*, que relacionam deformações com deslocamentos no elemento: 
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Considerando as funções de interpolação as relações deformação-deslocamento 

incrementais são 
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Considerando que as tensões que surgem no elemento de placa são agrupadas no vetor s, e 
que os esforços generalizados são obtidos a partir de integração das tensões ao longo da 
espessura da placa, tem-se: 
 



























=

yz

xz

xy

y

x

τ

τ

τ

σ

σ

s ,  



















=

∫
∫
∫

dz

dz

dz

xy

y

x

τ

σ

σ

N ,   



















=

∫
∫
∫

dzz

dzz

dzz

xy

y

x

τ

σ

σ

M   e    












=

∫
∫

dz

dz
k

yz

xz

τ

τ
Q    (7) 

 
A aplicação do Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV) ao elemento, na forma padrão, 

permite a obtenção do vetor de forças internas como 
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onde Bm, Bb, Bu e Bs são matrizes de operadores diferenciais (Zienkiewicz e Taylor, 1991) 
referentes aos termos de membrana, flexão, cisalhamento e membrana não-linear que 
aplicadas aos componentes de tensão e integradas ao longo da espessura fornecem 
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Finalmente, derivando o vetor de forças internas em relação aos deslocamentos nodais q, a 

matriz de rigidez tangente do elemento de placa pode ser obtida como 
 
 

∫∫∫∫∫∫ 







+







 +


















+
=

V

T

V s

ubm

s

p

T

s

T

u

T

b

T

m dVdV
z

z HGG0

00

B0

BBB

D0

0D

BBB

0B
K ΨΨΨΨΨΨΨΨ  (10) 

 
sendo os termos referentes à lei constitutiva tangente 
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e a matriz H agrupa os componentes de tensão que influenciam na rigidez geométrica 
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A integral de volume da Eq. (10) pode ser separada previamente com termos ao longo da 

espessura, de tal forma que a matriz de rigidez final seja obtida por integração na área do 
elemento. Ao longo da espessura a integração é feita por camadas considerando a não 
linearidade física do concreto e armaduras, segundo os critérios apresentados a seguir.  

2.3 Leis constitutivas dos materiais 

Para a avaliação do problema não linear físico foi adotada para o concreto na tração a 
curva tensão-deformação da Figura 2,  usada também por Huang et al. (2003-b) na avaliação 
de seus exemplos, que serviram, neste trabalho, como validação para o elemento de placa 
implementado. No presente trabalho foi adotado trtu εε 10=  (deformação última e deformação 
correspondente à tensão de pico), e para a resistência a tração do concreto foi usada a relação  

ct ff 3321.0=  fornecida pela ASCE (1982), onde fc  é a resistência a compressão do 

concreto em MPa.  
 

 
Figura 2: relação tensão-deformação para o concreto na tração 

 
Já para o concreto na compressão, é adotada a curva tensão-deformação especificada no 
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Eurocode 4 (1992) mostrada na Figura 3 e com expressão analítica dada por 
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onde εcr é a deformação correspondente à tensão de pico fc e εcu é a deformação última. 

 

Figura 3: curva tensão-deformação do concreto na compressão 

 
A  Figura 4 mostra a curva tensão-deformação para o aço de reforço como especificada no 

Eurocode 4 (1992). 
 
 

 
Figura 4: relação tensão-deformação do aço de reforço 

 
 
No processo incremental usado para definir a curva carga-deslocamento do problema 

analisado a não linearidade física é avaliada a cada passo. Isso é feito atribuindo, a cada 
camada do elemento, uma rigidez obtida a partir da curva tensão-deformação do material e 
das deformações principais no ponto de Gauss da integração numérica do elemento. Em cada 
ponto de Gauss, e para cada camada do elemento de placa, as deformações nas direções dos 
eixos x e y são obtidas. Considerando as camadas em estado plano de tensões, são 
determinadas as direções principais 1 e 2, onde a direção 1 indica a direção de maior 
deformação principal. 
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 Um critério de falha baseado na máxima deformação é adotado neste trabalho. De forma 
simplificada, a região de falha do concreto foi assumida como sendo a região fora da região 
retangular definida pelos vértices opostos ),( crcr εε  e ),( trtr εε , onde crε  e trε  são definidos 

nas Figuras 2 e 3. Se as deformações principais ),( 21 εε  se encontrarem fora da região de 
falha então o concreto é considerado isotrópico e linear, e o módulo de deformação axial do 

concreto é obtido da curva da figura 3 fazendo )0( =
∂

∂
= c

c

c

cE ε
ε

σ
. Caso contrário, o concreto 

é considerado ortotrópico com a relação tensão-deformação desacoplada nas direções 1 e 2 
(direções principais). Neste sistema, a relação incremental entre tensões e deformações é dada 
por 
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Na Eq. 14, os módulos tangentes para as direções principais são dados pelas equações 
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A matriz constitutiva tangente na direção dos eixos cartesianos originais x e y pode ser 

obtida a partir de 12D por meio de uma adequada rotação de eixos. 

 
3 ELEMENTO DE VIGA 

O elemento de viga empregado neste trabalho tem graus de liberdade compatíveis com 
aqueles definidos para o elemento de placa do item anterior. Este elemento é semelhante ao 
implementado no trabalho de Sousa Jr. et al. (2010) e seus graus de liberdade estão 
representados na Figura 5. 

 
Figura 5: graus de liberdade do elemento de viga 

3.1 Hipóteses cinemáticas 

Para haver compatibilidade com o elemento de placa, é utilizado um elemento de viga de 
acordo com a teoria de Timoshenko, que emprega hipóteses análogas à teoria de Reissner para 
placas. O campo de deslocamentos é dado por 
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A compatibilidade entre os elementos exige que o elemento de  viga considere a ocorrência 

de torção na sua seção transversal. Neste trabalho somente é considerada a torção uniforme, e 
eventuais efeitos de empenamento são desprezados. Em geral, em pavimentos mistos a 
conexão entre laje e viga restringe o empenamento da seção. 

3.2 Campo de deformações 

As deformações presentes no elemento de viga são obtidas a partir da diferenciação dos 
deslocamentos (Eqs.  16) e são compatíveis com as hipóteses de Von Kárman usadas para a 
placa:  
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Na aproximação de elementos finitos baseado em deslocamentos, as equações dos 

deslocamentos são mais uma vez aproximadas por funções de forma ( ΦΦΦΦ  - vetor coluna das 
funções de forma) associadas aos deslocamentos nodais (q).  

Adotando funções de interpolação Φ adequadas para a descrição das variáveis cinemáticas 
(translações e rotações) pode-se obter as relações incrementais entre deslocamentos nodais e 
deformações e a partir desta, empregando o Princípio dos Trabalhos Virtuais, o vetor de 
forças internas para o elemento de viga: 
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sendo os esforços resistentes Nx, Nxy, Nxz, Mx e Tx calculados através das seguintes equações:  
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As integrais que surgem na avaliação dos esforços resistentes podem ser obtidas a partir de 

integração numérica, como no método das fibras, ou através de uma técnica de integração 
analítica baseada no Teorema de Green.  

A matriz de rigidez tangente do elemento de barra pode ser obtida a partir da diferenciação 
do vetor de forças internas em relação aos deslocamentos nodais q. Após alguma 
manipulação, a matriz K pode ser obtida como 
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Na expressão para a matriz de rigidez do elemento de viga aparecem as derivadas dos 

esforços resistentes (Eqs. 19) em relação aos deslocamentos nodais. Estes valores podem ser 
obtidos a partir da aplicação da regra da cadeia, diferenciando primeiro em relação às 
deformações, e multiplicando pelas derivadas das deformações em relações aos 
deslocamentos nodais. Como exemplo, apresenta-se a seguir a expressão para a derivada do 
momento fletor Mx: 

 































=
∂

∂

∫

∫

A

x

A

x

x

dAEz

EzdA

M

2
,

,

ΦΦΦΦ

ΦΦΦΦ

0

0

0

q
      (21) 

 
Na Eq. (21) as integrais na seção transversal (rigidezes generalizadas) são efetuadas 

analiticamente da mesma forma que na avaliação dos esforços resistentes. 

4 ELEMENTO DE INTERFACE 

O elemento de interface implementado neste trabalho simula o comportamento da conexão 
deformável e faz a ligação entre os elementos de placa e viga definidos anteriormente. 
Portanto, seus graus de liberdade são compatíveis com estes elementos, como é mostrado na 
Figura 6. Este elemento é baseado no elemento de interface implementado por Sousa Jr. e 
Silva (2007) e Silva e Sousa Jr. (2009). 
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Figura 6: graus de liberdade do elemento de interface 

 
Os deslocamentos relativos entre as faces do elemento de espessura nula na direção do eixo 

longitudinal são ( 
Figura 7): 
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Figura 7: deslizamento na direção x 

 
Os deslocamentos relativos entre as faces do elemento de espessura nula na direção do eixo 

transversal à viga são dados por (Figura 8): 
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Figura 8: deslizamento na direção y 
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Por último, a equação dos deslocamentos relativos na direção z, que são correspondentes à 
separação vertical (Figura 9), é dada por 
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Figura 9: separação vertical entre elementos 

 
Os deslocamentos relativos wu, wv e ww do elemento de interface são obtidos a partir da 

interpolação dos valores nodais apresentados na Figura 6. As funções de forma empregadas 
são semelhantes às dos elementos de placa e viga. 

As relações constitutivas não-lineares do elemento de interface para as direções 
longitudinais, transversais e verticais são dadas, respectivamente, pelas expressões: 

 
)()()( wbbvbbubb wNNwVVwSS ===      (25) 

 
Aplicando o PTV ao elemento de interface isoladamente e em seguida substituindo os 

deslocamentos relativos pelas suas interpolações nodais pode-se calcular o vetor de forças 
internas do elemento de interface (Eq. 17). Derivando o vetor de forças internas em relação 
aos deslocamentos nodais obtém-se a matriz de rigidez tangente do elemento de interface (Eq. 
1827).  
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5 EXEMPLO NUMÉRICO 

Para validar a ação conjunta dos elementos de placa, viga e interface implementados neste 
trabalho foi analisado um exemplo com configuração bastante comum na prática da 
construção civil. Este exemplo consiste de uma laje de concreto ligada por meio de conectores 
a três vigas de aços longitudinais e duas transversais com apoios nas interseções destas vigas, 
como mostra a  Figura 10. Este mesmo exemplo foi analisado experimentalmente e 
numericamente por Nie et al (2008) e seus resultados são usados neste trabalho como dados 
comparativos. 

 

 
Figura 10: laje de concreto conectada a perfis de aço 

 

A estrutura da Figura 10 foi levada a ruptura através de três jacks em série apoiados sobre 
as três vigas longitudinais com um incremento de carga de 2 kN. Durante o teste, os autores 
(Nie et al., 2008) monitoraram deslocamento, deformação e deslizamento. No entanto, devido 
a alta rigidez da conexão e o fato desta não causar efeitos significativos no estado limite 
último da estrutura, o deslizamento não foi avaliado pelos autores. 

A curva tensão-deformação adotada para o perfil de aço e as barras de reforço é 
representada na Figura 11. Para o perfil de aço foram adotados 295=yf  MPa e 

448=uf MPa. Para as barras de reforço foram adotados 380=yf MPa e 478=uf  MPa. E 

para ambos foram adotados 206000=sE MPa e 2000=tE  MPa. 
 Para o concreto foi considerada a curva tensão deformação definida anteriormente com 

002.0=crε , resistência a compressão de 30.3 MPa e coeficiente de Poisson de 0.17. Para a 
rigidez da conexão ao longo do eixo da viga foi considerada a expressão preconizada por 
Aribert (1992): 

 
21 )1( CwC

bub
ueSS

−
−=  

 
onde bS  é a força cortante por unidade de comprimento e uw é o deslizamento. buS é a 
resistência última do conector por unidade de comprimento, que pode ser obtida por teste ou 
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através de expressões definidas em códigos que associa essa resistência última à resistência de 
corte do conector e à resistência de esmagamento do concreto que o envolve o conector. 1C    

e 2C são parâmetros que definem a forma da curva. Para este exemplo, Aribert (1992) 

recomenda 1
1 7.0 −

= mmC  e 56.02 =C . 
 
 

 
Figura 11: relação tensão-deformação para os aços 

  
 
Nas direções transversal e vertical ao eixo da viga são considerados trechos lineares com 

rigidez muito grande, sendo, portanto, desconsiderada a possibilidade de separação vertical na 
interface e de deslizamento na direção transversal ao eixo da viga. Outros dados como 
dimensões, quantidade de barras de reforço e de conectores podem ser vistos na Figura 10. 

A mostra o resultado numérico (Nie) e experimental (Teste) obtidos em Nie et al (2008), e 
o resultado numérico obtido neste trabalho (Souza e Silva). Na análise numérica de Nie et al 
(2008) foi usado o programa ANSYS com a placa de concreto discretizada por elementos 
cúbicos, o perfil de aço por elementos de casca e a conexão foi simulada por elementos de 
molas. A figura mostra que os elementos implementados neste trabalho produzem resultados 
satisfatórios. A diferença entre os tipos de elementos usados para discretizar o problema da 
Figura 10 é o principal motivo para a diferença entre os resultados numéricos deste trabalho e 
de Nie et al (2008). 

 
 

 
Figura 12: resultados laje mista exemplo 1 
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6 CONCLUSÕES 

Neste trabalho foi apresentada uma formulação para a análise numérica de vigas mistas de 
aço e concreto. Elementos finitos de placa foram implementados para considerar a laje de 
concreto, enquanto o perfil metálico foi representado por um elemento de viga. A conexão 
entre os elementos foi simulada com o emprego de elementos de interface especialmente 
desenvolvidos para representar o deslizamento no plano de contato bem como a separação 
vertical entre os elementos. 

Em geral, a literatura recente aconselha o emprego dos elementos de viga para a 
representação das vigas mistas com interação parcial. Embora esta solução seja eficiente e de 
baixo custo computacional, a possibilidade de representação das lajes como placas permite 
uma análise mais rigorosa dos estados de tensão em pavimentos compostos por vigas mistas 
de aço e concreto. 

O esquema desenvolvido permitiu simular o comportamento de pavimentos de vigas 
mistas, e os resultados obtidos obtiveram boa precisão comparados com resultados numéricos 
tridimensionais e resultados experimentais. 
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