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Resumen. El objetivo principal del presente trabajo es presentar un marco matemdtico para
el modelado multifasico del proceso de consolidacién de suelos con transporte de contaminantes
basados en configuraciones de estados de tensiones, haciendo énfasis en sus condiciones de ver-
satilidad.

Si bien los modelos matematicos para la solucion de consolidacién de medios porosos repre-
sentan un tema ampliamente estudiado en mecénica computacional moderna, en el presente
articulo se ponen en consideracién dos innovaciones en la descomposicion de estado de esfuerzos:
la adicién de una fase de contaminantes inmiscibles con el sistema de tres fases descriptas en
trabajos anteriores y la introduccion de una funcién simple ponderada que permiten utilizar la
curva caracteristica succién-saturacién de cada componente individual en lugar de utilizar una
curva de mezcla de fluidos. Este enfoque matematico mejorado, ademas de abarcar una amplia
gama de problemas de consolidacién isotérmica, hereda la ductilidad del modelo de tres fases
anteriormente desarrollado que permite una reduccién directa a otros sistemas més restrictivos,
pudiendo ser entendido como una aplicacion de la ley de Darcy para medios porosos con flujo
multifasico.
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1. INTRODUCCION

El andlisis de consolidacién en suelos no saturados sin efectos térmicos es de gran
interés para las construcciones civiles como edificios y presas de tierra, especialmente
cuando la zona de ubicacién se encuentra en la regién noreste de Argentina o el sur de
Paraguay y Brasil. En estos lugares, muchas ciudades importantes estan situadas en el
valle de antiguos rios, donde suele encontrarse arcilla, limo o incluso arena con un grado
de saturacién mayor al 70 % (por lo general debido a la posicién del nivel fredtico). Junto
al problema clasico de consolidacion de suelos arcillosos, se plantea una nueva situacion
en esta region del mundo, posiblemente debido a la localizacién de nuevas industrias:
los danos ambientales. Estos hechos y la posibilidad de ampliar el cédigo desarrollado
previamente fueron las principales motivaciones para el presente trabajo.

Los modelos matemaéticos para resolver el fenémeno de consolidacion en medios porosos
representan un tema ampliamente estudiado en la mecanica computacional moderna. Des-
de los primeros trabajos de Biot, a las complejas formulaciones actuales , se consideraron
una amplia gama de situaciones mecanicas, condiciones térmicas, fluidos transportados,
condiciones de contorno y tipos de carga. Los casos no saturados bifasicos y trifasicos
fueron abordados por Ghaboussi y Kim (1984) y Lewis y Schrefler (1987), respectiva-
mente. El andlisis no isotérmico de modelos saturados estd incluido en (Masters et al.,
2000), mientras que en (Yang et al., 1998), el caso se extiende al caso no saturado.

En cuanto a la mecanica geoambiental, distintos autores han abordado esta cuestién
desde diferentes puntos de vista, aspectos e hipdtesis. En (Li y Zienkiewicz, 1992), se
presenta el transporte de fluidos a través de medios porosos, en una o dos fases separadas
por una interfase sin reacciones quimicas o componentes de intercambio entre las fases. En
(Schrefler, 2001; Mroginski et al., 2010), se presenta el marco matematico de un sistema
multifasico con poros llenos de agua, vapor de agua, aire seco y sustancias contaminantes,
basdndose en las teorfas de mezclas de Hassanizadeh y Gray (1979, 1980). En (Lewis y
Schrefler, 1998) se consideran las propiedades termodindmicas de la interfase entre los
distintos elementos constitutivos de medios porosos y, ademas, se analiza cuidadosamente
la relacion entre la tension superficial de interfases y la presién capilar.

En cuanto al modelo constitutivo, Alonso et al. (1998) llevaron a cabo el desarrollo de
modelos para suelos arcillosos parcialmente saturados teniendo en cuenta la plasticidad y
utilizando dos conjuntos independientes de variables de tensiones: el exceso de presion del
poro de aire y la succiéon. Un modelo basado en ensayos triaxiales a succién controlada
fue presentada por Sun et al. (2003), mientras que Graziano y Lancellotta (2003) analiza
la derivacion de evolucién de una ecuacién constitutiva para medios porosos deformables.

Un enfoque matematico para medios parcialmente saturados isotérmicos basado en una
descomposicion de estados de tensiones aunque sin los efectos del acoplamiento de la satu-
racién y la succién inducida fue presentado por Khalili y Khabbaz (1995). Esta cuestion,
fue objeto de gran controversia, en (Di Rado et al., 2009) se solucionaron apropiada-
mente los efectos de la alta no linealidad que generan el acoplamiento succién-saturacion
al modelo constitutivo y su influencia en la pérdida de la simetria en el sistema principal
de ecuaciones para el caso isotérmico. También se abordd, a través de la inclusion de las
interacciones mencionadas, una ampliacién del marco matematico presentado en (Khalili
y Khabbaz, 1995), que, a su vez, puede ser utilizada para determinar el costo computa-
cional que implica la consiguiente pérdida de la simetria. En el presente articulo, se ponen
a consideracion dos innovaciones al modelo basado en la descomposicion de estado de
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esfuerzos: La adicion de una fase de contaminantes inmiscibles al sistema de tres fases
descriptas en (Di Rado et al., 2009) y la introduccién de una funcién simple ponderada
que permite utilizar las curvas de saturacién de succién para los componentes individuales
en lugar de utilizar una curva de la mezcla de fluidos. Este enfoque matematico mejorado,
permite ser reducido a otros mas restrictivos, sin embargo més faciles de resolver, como el
caso saturado, el no saturado sin acoplamiento de la succion, la consolidacién sin presencia
de contaminantes, la consolidacion con presencia de contaminantes, pero sin acoplamiento
de succion, etc., al limitar convenientemente algunos coeficientes al valor requerido.

Con respecto al comportamiento mecanico de la masa de suelo, para el presente articulo
y por razones de simplicidad, se considera un modelo elastico, sin embargo, siempre que
las restricciones establecidas en (Di Rado et al., 2009) sean consideradas, puede adoptarse
un modelo elastoplastico sin mayores esfuerzos.

Se asume que los componentes del suelo son quimicamente inertes (no reaccionan entre
si), considerandose ademds un equilibrio termodindmico local, de esta manera la tempe-
ratura en un punto del medio multifasico serd igual para cada componente. Esto no quiere
decir que la temperatura de todo el medio debe ser uniforme, pudiendo definirse el estado
termodinamico en cada punto conociendo el valor de la temperatura en un componente.

Se tiene en cuenta la interfase entre los diferentes componentes del medio, consideran-
do que cualquier fluido del medio poroso permanecera inmiscible solo si no hay tension
superficial en la interfase, dado que si la tension superficial es nula, la presién capilar se
anula también, con lo cual la presién del fluido permanecera constante.

2. ECUACIONES DE GOBIERNO
2.1. Introduccion

En el analisis mecéanico clasico, se acepta frecuentemente como valida una distribucion
continua de particulas existentes, ya sea liquido o sélido para las cuales las leyes equi-
librio y relaciones constitutivas son validas. Para el caso que nos ocupa, hay una fase
omnipresente: la fase sélida o esqueleto sélido, cuyos huecos se consideran llenos de fluido
(gas o liquido), separadas por una interfase denominada membrana. Hay que diferenciar
entre componentes y fases: las fases son porciones quimicamente homogéneas del sistema
multifasico, cuyo comportamiento mecanico se supone uniforme. Por otra parte, las com-
ponentes son las partes individuales que dan lugar a las diferentes fases, pero actuando
cada una en forma independiente.

Fase Solida

Fase de Poluente

Fase Gaseosa

Fase Liquida

Figura 1: Volumen elemental representativo de un medio multifdsico a escala microscopica
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Hay dos niveles posibles para describir la configuracién de medios multifasicos granu-
lares: El nivel macro y el microscépico. A un nivel microscépico se considera la estructura
real de medios porosos (ver Fig. 1) y, debido a esta situacion, las ecuaciones que gobier-
nan se establecen considerando cada componente por separado, lo que genera una solucion
complicada. Teniendo en cuenta estas razones y agregando que la descripcion microscopi-
ca esta generalmente mas alla de los objetivos de la ingenieria civil, adoptandose para el
presente trabajo una descripcion macroscopica, debido especialmente a que una caracte-
ristica destacable de este enfoque es el hecho de que, en cada punto material, todas las
fases se suponen que estan presentes simultdaneamente, lo que a su vez, se presta a una
idealizacion facil de la estructura. Esta idealizacion puede llevarse a cabo basandose en
diferentes puntos de vista. En el presente trabajo, se siguen los lineamientos generales
propuestos originalmente en (Khalili y Khabbaz, 1995) y posteriormente modificada por
Di Rado et al. (2009) sin embargo, otras modificaciones se deben introducir para consi-
derar la presencia de una o mas fases de contaminantes.

v
e

%

Figura 2: Esquema representativo de volumen diferencial de suelo

La Fig. 2 resume una parte representativa de medios porosos con su volumen de vacios
dividido en tres partes, con cada uno de ellos lleno de agua, gas (normalmente aire)
y poluentes. Los componentes de fuerzas exteriores representan la accion de la porcion
eliminada del suelo, del mismo modo p», p? y p™ representan las presiones en los diferentes
volimenes de poros (agua, aire y poluente, respectivamente). Aunque se la considera, por
una cuestion de simplicidad no se representa la componente de tension externa normal
al plano de papel. En la Fig. 3, se descompone convenientemente el estado de tensiones
representado en la Fig. 2 en varios estados diferentes que finalmente, dan lugar a la
sustentabilidad de todo el enfoque.

2.2. Ecuaciones constitutivas

El balance de momento lineal y las ecuaciones de conservacion de la masa no son
suficientes para obtener las distintas presiones que actian en la parte del suelo se describe
en la Fig. 2, por lo tanto se agregan ecuaciones constitutivas sélido-fluido, requiriéndose la
utilizacion del concepto de tension efectiva aunque modificado para suelos no saturados.
Por lo tanto, la presién de los poros (aire, agua y poluentes), la tensién total y el tensor
de tensiones efectivas nos conduce a la siguiente expresion (usando la notacién indicial).

do-;j — do’w — aldpwéij — a2dp7r6ij - a3dp96ij <1)

. / ., . . . .
siendo o;; la tension efectiva, dp”, dp? y dp™ los diferenciales de las presiones de poros
de agua, aire y poluente, respectivamente, y a; , as y az son los parametros de tensiones
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efectivas. Esta ecuacion puede también ser expresada en término de derivadas del tiempo,
como:

’

Gij = Oij — @1P"0ij — 2?05 — asp™ i 2)

La existencia de esta ecuacion no se basa solo en una divisién conveniente de las ten-
siones, sino que estd fundamentado en investigaciones termodinamicas de medios porosos
y geomecanica del medio ambiente. Con el fin de juzgar el valor de los pardmetros a; , as y
as, es necesario introducir algunos conceptos especificos de tensiones de mayor relevancia
en el analisis no saturado, estos son los de succién de agua, succion de poluentes y tension
normal neta representada por dp® = dp? — dp®, dp™ = dp? — dp™ y p" = & — dp?, con
0 = 01 + 09 + 03 respectivamente, que se utilizan comunmente para describir el com-
portamiento mecénico del suelo no saturado con fases de fluido de agua y poluente. La
siguiente figura muestra una descomposicion aditiva del estado de tensiones indicado en
la Fig. 2 con un aspecto notable: todas las variables antes mencionadas, es decir, p“’, p°"
y (0 — pY), surgen en algunos de los estados de tensiones componentes.

Estos diferentes estados de tensiones, aunque aparentemente arbitrarios han sido dise-
nados con el fin de proporcionar un significado fisico a los parametros buscados.

Con el objeto de definir a;, as y a3 a partir de parametros fisicos, se descompone
el tensor de tensiones actuante sobre un elemento representativo de suelo no saturado
multifdsico en siete componentes, segin lo indicado en Fig. 3, ( por una cuestién de
simplicidad, no se grafica o9, componente normal al plano del tensor de tensiones)

El Componente 1 corresponde a una presion del poro de agua, poro de poluente, poro
de gas y externa isotropica igual a externa p*. Los componentes 4 y 5 son similares a
1, pero con presiones de poro y exterior isotropica iguales a las presiones de poluente y
aire respectivamente. El Componente 2 corresponde a una presion del poro de poluente,
poro de gas y externa isotrépica igual a externa p? — p* y presion del poro de agua igual
a cero. El Componente 3 corresponde a una presiéon del poro de agua, poro de gas y
externa isotropica igual a externa p? — p™ y presion del poro de poluente igual a cero. El
Componente 6 corresponde a una presion del poro de agua, poro de poluente y poro de
gas igual a cero y una carga externa isotropica igual & — p9. El Componente 7 corresponde
a una presion del poro de agua, poro de poluente y poro de gas igual a cero y una carga
externa isotropica igual al tensor desviador.

A partir de esta figura podra escribirse la deformacién volumétrica como la suma de
los componentes antes mencionados

S O IO T B 3)
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Figura 3: Descomposicién del estado de tensiones de un elemento representativo de un medio poroso
multifasico
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Siendo:
1 w
€§i) = CsP
6512) = Cnw (pg - pw>
3 us
&) = mn (p? = ")
6(4) = csp7r
® (4)
€; = csp’
€ =i (0 = p’)
=0
donde ¢,y = —— es la compresibilidad de la estructura de suelo con respecto a un cambio

Km’u)
en la succién de agua p, (p™ = p9 — p*). Siendo:
KTKS

me - S S
SwKs + S_ngKT + S_fKT

()

donde Sy, Sx, Sq v S§ = Sy + Sz son las saturaciones de las fases de agua, poluente, aire
y fluido, respectivamente. Considerando que S, = V,,/V, , Sz = V;/V, y que S, =V, /V,
donde V,, es el volumen del poro de agua,V; , es el volumen del poro de poluente,V, , es
el volumen del poro de aire , y V,, , es el volumen de vacios.

Conm = KLM es la compresibilidad de la estructura de suelo con respecto a un cambio en la
succién de poluente p°™, (p™ = p9 — p™). siendo:

o KTKS
Suwls + 58 Kr + 2 Kr

Konx (6)

1
Kr
Cs = Ki es la compresibilidad de los granos de suelo.

Kr = (1 —«a) K, es el médulo de compresibilidad de la masa de suelo (Lewis y Schrefler,
1998) siendo « la constante de Biot (Biot, 1941).

Sustituyendo las 4 en 3 y acomodando tenemos:

c= es la compresibilidad drenada de la estructura de suelo.

€ii = CsP" + Cmw (P7 — D) + o (P7 — D7) + csp™ —csp? + ¢ (6 —p?) + 0 (7)

Por otro lado, considerando la definiciéon del concepto de tension efectiva, la defor-
macion volumétrica en términos de la presion efectiva y los parametros del suelo puede
establecerse que:

€ = c (0 —a1p”’ — agp? — azp™) (8)
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Comparando 7 y 8 obtenemos:

me CS
g =— —— =aS,

c c
c c
a2_ﬂ__8:a5ﬁ
c c (9)
CS me Cm7r
as=1+—--——-—= Sg
c c c

Reemplazando la Ec. 9 en la Ec. 2 se obtiene la expresién constitutiva buscada de la
relacion sélido-fluido

/

0y = 0ij — @l (Sup” + Sgp? + p" Sx) (10)

ij
2.3. Equilibrio mecanico

Considerando una porcion de suelo no saturado sujeta a un campo de tensiones, el
balance de momento lineal descartando efectos inerciales esta dado por:

_'_|_Fi:0 con 1=1,2,3 (11)

Donde o0;; son las componentes del tensor de tensiones y [ las componentes de la
fuerza de masa por unidad de volumen. El campo de deformaciones y desplazamientos
esta relacionado con el de tensiones efectivas a través de la siguiente expresion:

; . L1 (0uy Ou,
0:; = Cijuien con - en =5 (ﬁ_xl + (9_13k> (12)

2.4. Modelo de flujo: Fase Agua

El flujo de agua en suelos saturados, asi como en suelos no saturados, puede describirse
mediante la combinacién de la ley de Darcy y la ley de conservacién de masa de fluidos.
De acuerdo a la ley de Darcy (Lambe y Whitman, 1979):

kwi v
Vi = — Tt 0P (13)
v O
y como la continuidad de la masa de fluido esta dada por:
0 0
- v wV fwi) = 77 Tw v 14
g, (P e pui) = 2 (") (14)
puede obtenerse la siguiente expresion (Khalili y Khabbaz, 1995) :
- w 2wt = —NyCrep’ + — Vo, 15
pwami( Ve (91:1-) MwCfwb +V (15)

donde k,,; es el coeficiente de permeabilidad, v,,; es la velocidad de descarga relativa del
flujo de agua, 7, es el peso especifico de agua, p* es la densidad del agua, vy; es la
velocidad de fluido absoluta, n,, = V,,/V representa la porosidad de la fase agua, V es el
volumen total, y ¢; es la compresibilidad del fluido .
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2.5. Fase poluente

Al suponerlo inmiscible, el poluente presente en el medio poroso no tiene la propiedad
de mezclarse con las fases no sélidas, por lo tanto se encontrara formando parte de una
nueva fase 7. Una manera de estudiar este fendmeno es considerar que el comportamiento
del poluente sera similar a la fase liquida (Schrefler, 2001), con lo cual es posible plantear
las ecuaciones de conservacién en forma similar a dicha fase.

De acuerdo a la ley de Darcy generalizada para flujo multifasico (Lambe y Whitman,
1979):

kr; Op™
Upi = —— P (16)
T O
realizando operaciones similares a la fase agua, se obtiene la siguiente expresion:
1 0 km’ 8p” 1.
N g = —n.cp" + =V, 17
pr axi( VY axi) =P Ty (17)

donde k,; es el coeficiente de permeabilidad de la fase poluente, v, es la velocidad de
descarga relativa del flujo de poluente, v, es el peso especifico del poluente, p™ es la
densidad del poluente, vy; es la velocidad de fluido absoluta, n, = V,/V representa la
porosidad de la fase poluente, V' es el volumen total, y ¢s es la compresibilidad del fluido

2.6. Fase aire

La ley de Fick es utilizada normalmente para describir el flujo de aire a través del suelo
no saturado. De acuerdo a esta ley, la la tasa de masa transferida por una sustancia en
difusién a través de un area unitaria (Jy; ) es proporcional a la concentracién a la concen-
tracién de sustancia difundida (C) (Fredlund y Rahardjo, 1993). Esto puede expresarse a
través de la siguiente ecuacién:

oC
donde D; , es el coeficiente de difusion.
Para condiciones isotérmicas y teniendo en cuenta la conservacién de masa de aire,
realizando un procedimiento similar al utilizado para las fases fluidas, se obtiene (Khalili

y Khabbaz, 1995):

1 0 op? n 1.
S D* = 9 594 1
pd Ox; ( Zaxi) PP * va (19)

donde Dy es el coeficiente de transmision de la fase aire, p? es la densidad de aire, P es
la presién absoluta, n, = V,;/V representa la porosidad de la fase aire, y V' es el volumen
total.

Las ecuaciones 15, 17 y 19 son las ecuaciones de gobierno diferenciales que describen el
flujo de agua, poluente y aire a través de una masa de suelo no saturado, respectivamente.
Nétese que hay tres ecuaciones para seis incégnitas (p*, p™, p?, Vi, Vo v V5 ), por lo tanto
seran necesarias tres ecuaciones mas.

Para abordar este problema, en los siguientes parrafos se presenta una relacion entre
la tasa de los volumenes de agua, poluente y aire y las variables primarias: presion de
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poros de agua, poluente y aire y las componentes de desplazamiento (p*, p™, p%, u;).Una
vez obtenida esta relacién, la ecuacion 2 debera ser formulada en términos del campo
de desplazamientos mediante el agregado de una relacién constitutiva adecuada (para el
caso elastico, ver (Khalili y Khabbaz, 1995)). Por consiguiente 2, 15, 17 y 19 deberan ser
resueltas simultdneamente.

3. ESTADOS DE SUELOS PROPUESTOS

. . v . . .
Para establecer las relaciones necesarias para %, % y 572y las variables primarias

de fluidos, se plantean tres combinaciones de estados:

3.1. Combinacion 1

ldg
dV =V (cdo — cardp® — caydp? — cazdp™)

- @ —?
ESTADO (1): wg %’_?‘
=

dv, =7
oz
P
L dVI = Vedp®

. 0 .
ESTADO (2): 92| % Py dv," = ny,Vesdp

B

dV]T = ngVe,dp®
dVWH = n,Vecgdp®

fir

d w
L P dVII] = VCmdpw (Cdpw - (C + Cs — Cnme — me) dpg

. @ . — (er — ¢5) dp™)
ESTADO (3): ) P AV =7
dng = ngV cmypdp”
?dp

Figura 4: Primer conjunto de variaciones de volumen de elementos representativos de suelo

(dV —dV,, —dV, — dV;) dp” = Vegdpda — ny,Veydpdp®
—ngVeydpPdp? —ngVeydpPdp™  (20)

(dV — dV, — dVy) dp® =V Cppdp®de — 1gV Cpdp®dp® — AV dp® — dVIdp™  (21)

V emuwdp” dp® — ngV e dp” dp® — dVH dpy — avIHdp® =
Ve dpdp®” — ng Ve dpPdp” — ngVeydpPdp®  (22)

Haciendo 20-21-22, obtenemos:
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A
v = (Cmuw — €5) dT — [Cow (1 = ng) + €5 (Nr — 1 — My + 1g) — N Cppe] dp®

— Mg (Cmw — Cs) dP? — Ny (Cm — €5) dp™  (23)

Considerando 8; y luego de algunas transformaciones algebraicas, la Ec. 23 queda:

AV 1 1
7—04811,6“'— |:(SQ+S7T)(O£—7”L) (me—z)—i—(Oé—n)_

4 {sg (a—n) (anw - Ki)} dp + {sﬂ (a—n) (Kim - Kiﬂ ™ (24)

= (Swdp® + S,dp? + Srdp™)

(o =n)

TS ((Sw — 1) dp" + Sydp? + Srdp™) (25)
T

Sustituyendo 25 en 15 y realizando la derivada con respecto al tiempo, se obtiene:

1 0 wsz‘ apw .
p—w axz (p ’Y_w 81‘1) +OéSw€u

(Oé — Tl) C Csw Csﬂ‘ Csn' dpw
— — d + (S — 1 dp? + —dp? — —dp™ | | —
Kr * )+ n b n p dt
s, {(a — n) s, — Cow 7+ Csw " — Cor g, Cor p’r)

K, n n n n
(a=n) (Co , W Csuw Cor oy Cor , 2\] dp’
Kr n dp n v’ + 5 n dp’ + n p dt

o |la=n)  (a=n) | dpT _
Se 7 S, e Sr| - =0 (26)

donde p® = p? — p* y n es la porosidad (n = ny/S,; = n,/S,). Una cuestién importante
que debe ser aclarada es que en la referencia (Khalili y Khabbaz, 1995) la variacién de la
saturacion de agua con respecto al tiempo no es considerada, mientras que en este trabajo,
este aspecto se tiene en cuenta a través de las derivadas mencionadas.

Ademas, para alcanzar los objetivos del presente articulo, en el siguiente parrafo se
abordara una propuesta diferente con respecto a los estados 1 a 3 mostrados en la Fig 4.
A través de esta reformulacion, se logra una relacién conveniente entre V; y las variables
primarias.
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3.2. Combinacion 2

Esta combinacién se forma analizando el ESTADO (1) junto a los siguientes estados:

'
dVV = Ve, dp™
dp’ dp dp” dVIV = n,Veydp™

ESTADO (4):  ={ goap) € AVl = n,Veudp”
dV7rIV = n,;Vesdp™

dp”

dp”

dVV = Ve -dp™
T rr V _ .
ESTADO (5): ) ﬁﬂ Pl zllng :?nwvcmdp
V=1
Topr

vV _
AV = ngVemdp™
Figura 5: Segundo conjunto de variaciones volumétricas de elementos representativos de suelo

El ESTADO (4) representa una porciéon de suelo con presiones externas e internas
iguales a dp™. E1 ESTADO (5) corresponde a una porcién de suelo con presiones externa,
del poro de aire y del poro de agua iguales a dp”™, ademas de una presion del poro de
poluente nula.

Aplicando el principio de reciprocidad de Betty a los estados [(1) - (5)], [(4) - (5)] ¥
[(1) - (4)], puede obtenerse:

(dV —dV,y, — dV,) dp™ = VCprdp™da — ny,V eprdp™dp® — dvYdp™ — ngV Cmrdp™dp? (27)

Vemadp™dp™ — 1,V epdp™dp™ — dVVder — MgV Crrdp™dp™ =
Vedp™dp™ — ny, Ve dp™dp™ — ngVe,dp™dp™  (28)

(dV — dV,, — AV, — dV,) dp™ = Vesdp™do
— Ny, Vesdp™dp® — ngVesdp™dp? — ng Ve dp™dp™  (29)

Una vez mas, considerando 19- 12, y luego de algunas transformaciones algebraicas, la
ecuacion 29 se convierte en:

—— = (Cmr — €5) AT — (Crur — C5) Ny dP® — (G (1 — Ny) — Ny Cinr

+c5 (N — e — 1+ 1)) dp® + ng (cnr — ¢5) dp?  (30)

Reemplazando 30 en 17, conduce a
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Lo ( ko
pﬂ @Iz P Y axz

- S, [ < %dpg + @dpg _ %dpw)
n n n

e (‘C a7+ (S = 1)+ C”dg Cogyy - Congye )| 2
n

) + OKSWG'Z'Z'

KT n dt
~ S, {(a —n) (Sg - %dpg + CS“ dp™ — C dp Cou p“’)
K, n n n n
(a=n) (Co . Co Cow ;5 Csw ;)| dP?
e " dp - dp’ + S, - dp? + - dp 0
(v —mn) (v —n) dp®
_ = 7 — = 1
Sy [ I S e Sw o 0 (31)

3.3. Combinacion 3

Esta combinacién se forma analizando el ESTADO (1) junto a los siguientes estados:

o
dVVl = Ve dp?

N ¢ VI _ g
ESTADO (6): %)) % & V" = nyVeadp

dVWVI = n,Vecgdp?
pog

dVgVI = ngVeydp?
i
dVVIE =V (¢ = Coppp + C5 — Coe + C5) dp?

e e VII _ _ B ;
ESTADO (7): d_p><d_p AV, =1,V (¢ = o + €5 — Com + ¢5) dp

dVYH =1,V (¢ — Cpw + Cs — Com + C5) dp?
pog

VII _9
Ay =
Figura 6: Tercer conjunto de variaciones volumétricas de elementos representativos de suelo

El ESTADO (6) muestra una porcién de suelo con presiones externas e internas iguales
a dp?. El ESTADO (7) corresponde a una porcién de suelo con presiones externa, del poro
de aire y del poro de agua iguales a dp?, ademas de una presion del poro de poluente nula.

Aplicando el principio de reciprocidad de Betty a los estados [(1) - (5)], [(4) - (B)] ¥
[(1) - (4)], puede obtenerse:

(dV — dV,, — dVy — dV,) dp? = Vedp?do
— ny, Ve dp?dp” — ng Ve dp?dp™ — ngVesdp?dp®  (32)

(dV —dVy, —dVy)dp? =V (¢ — o + Cs — Cone + ¢5) dp?dT — Viny, (¢ — Copw + Cs
—Cimr + C5) dp?dp®” — Vg (¢ — oy + Cs — Cmn + ¢5) dp?dp™ — dViIdp®  (33)
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Vesdp?dp? — ny,Vesdp?dp? — ngVedp?dp? =V (¢ — G + €5 — Cmn + €5) dp?dp?
—Vnu (€ = Cpw + €5 — Cinm + C5) dP?dp —V g (¢ — oy + €5 — Cinne + €5) dp?dp? —d VI dp?
(34)

resolviendo las ecuaciones (32 - 33 4 34) , se obtiene:

W,
V

= (¢ = Cpw — Cmn + C5) AT — [—1gCs — (N + 1 — 1) (¢ — G + €5 — Conr)] dP?
— Ny (C — Chhaw + Cs — Cmﬂ') dpw — Ny (C — Cnaw + Cs — Cmﬂ’) dpﬂ— (35)
Considerando 32, 33 y 34, y luego de transformaciones algebraicas, la Ec. 35 queda:

v,
V

(a}; n) (Swdp” Srdp™ + Sydp?) — (a[; n) (Swdp™ + Srdp™)| (36)

s T

== Sg |:Oé€iz' —

De la misma manera que en la ecuacion 26, sustituyendo 36 en 19 y realizando la
derivada con respecto al tiempo, se obtiene:

1 0 op?
D
p9 Ox; ( ‘ &ci)

_ [(“];sm S, (s + = (dp? — dp®) <O‘I;T”) S, (—Sw — % (dp? — dp“’))] P
{( s, (S + =T (dp? — dp) (O‘};Tmsg (—SW - C;j” (dp? — dp“)ﬂ P
{ S") S, <Sg U (dpf — dp®) — C;j’r (dp? — dp”))

G - g ( Cou 2 (dp? — dp") + Cor (dpg—dp”))}pgzo (37)

4. SISTEMA DE ECUACIONES PARA ANALISIS DE SUELOS NO SA-
TURADOS CON PRESENCIA DE POLUENTES

Las Ec. 12, 26, 31 y 37 constituyen un conjunto de ecuaciones diferenciales indepen-
dientes. Con el objeto de implementarlas mediante el método de los elementos finitos, se
consideran las siguientes relaciones S, = jp&:u v S = jps’;r ", donde p™ = p? —p¥ y
p" = p¢ — p”". Finalmente las ecuaciones de equ111br10 mecanico y flujo de las diferentes

fases podran escribirse segun:

V (Cijuién) + a1 Vp® + asVp™ + azVp? + F; = 0 (38)
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pv Ox; ’yw ox;
— S, [ ( %dpg + %dpg — %dpw)
n n n
a—n C’ Cow Cor Csr . -\ | dp®
(KT)(_ Y dp® + (Sy — 1) + ndp)]%
s, [(a —n) 5, - Oswdpg N %dpw B Omdpg . Con p,r>
K, n n n n
(a=n) (Co W Co, Cor 5, Cor , )] dp*
Kr n dp n g n n P dt
(a—mn) (@ —n) dp™ _
s 50 - P (50| B =0 0
1 0 Wkim‘ 8p” .
E @IZ (,0 ? axz) + aSr€i;

- o |+ O (50

<O‘_”)<—C dp™ + (S; — 1) + CS’ng Cnd

)
dp”
dt

- n )
— 5. {( —n) (Sg— %dpg Cor Cswdp )
< T dpT s”d9+S—Cswd9 Cou pﬂi
n n d

R E

(v —mn) Cow 1 g 1w a—n) B Csw w o
{ I Sy | Sw + - (dp? — dp™) ) + e Sy | —Sw - (dp? —dp™) )| p
o (a - TL) CSW q s (Oé - TL) o CSTF o s -
{ e Sy | Sr+ - (dp? —dp™) | + e Sy - - (dp? —dp™) ) | p
B nSg (Oé - TL) o Csw ST g T
P K Sg (59 — (dp” — dp®) (dp? — dp™)

n

Jlazn)g ( 45, C;w (dp? — dp™) + & (o — dp“))] P =0 (41)

5. CONCLUSIONES

Se presenté una formulacion general para modelar matemaéticamente el proceso de
consolidacion de suelos no saturados con presencia de poluentes. Las ecuaciones que rigen,
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en términos de desplazamientos y presiones de fluido, dan como resultado un sistema no
lineal, acoplado, de ecuaciones diferenciales parciales

Al incorporar la tasa de succién dentro del marco matematico, se induce al sistema de
ecuaciones una fuerte no linealidad, como un efecto de acoplamiento que involucra al grado
de saturacion y a las principales variables, ésta es una caracteristica de suma importancia
porque revela el papel crucial de la variacion de la saturacién en el modelado. En el caso
isotérmico, la pérdida de la simetria se debe exclusivamente a este hecho.

Dentro de estas consideraciones, la importancia del efecto de acoplamiento puede ser
evaluada a través del andlisis de las curvas caracteristicas del suelo y sus derivadas (Di Ra-
do et al., 2009), esto puede definir la utilizacién de un sistema general no simétrico mas
complejo, o uno simétrico mas simple de utilizar, con una prediccion precisa de la defor-
macién y las presiones de poros. Los valores obtenidos mediante esta reduccion coinciden
exactamente con los obtenidos por Khalili y Khabbaz (1995) y Beneyto et al. (2005).

Este cambio de formulacion se puede llevar a cabo de manera muy sencilla, solamente
con la consideracién apropiada de los coeficientes del sistema de ecuaciones discretas.

Asimismo, debido a que fue desarrollado a partir de casos més simples, permite su
generalizacion a casos mas complejos con mayor niimero de fases de fluido.

En futuros trabajos, seria interesante incorporar una técnica de descomposicién por
subdominios que permita manejar las formulaciones simétricas y no simétricas de manera
simultanea.
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