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Resumen. El objetivo de este trabajo es desarrollar elementos finitos para cdscaras sometidas a gran-
des deformaciones en el rango eldstico. Se parte de los elementos cuadrangulares MITCn (MITC por
interpolacién mixta de componentes tensoriales, n por el nimero de nodos del elemento). Se formulan
especificamente los elementos MITC4 (K.-J. Bathe y E. N. Dvorkin, Int. J. Num. Meth. Engng., 22:697-
722 (1986)), MITC9 y MITC16 (M. L. Bucalem y K.-J. Bathe, Int. J. Num. Meth. Engng., 36:3729-3754
(1993)).

Estos elementos son enriquecidos tratando las rotaciones de la manera propuesta por J. C. Simo et al.,
Comp. Meth. Appl. Mech. Engng., 79:21-70 (1990). Esto garantiza que la restriccion de inextensibilidad
en la direccién normal a la cdscara se satisfaga exactamente.

Finalmente, se estudia la flexion de una viga en voladizo, estableciéndose curvas de convergencia
para ese problema en funcién del tamafio de la malla para los tres elementos MITCn planteados. Se
observan tasas de convergencia similares, lo que alienta la eleccién del elemento MITC4, de precisién
satisfactoria y menor costo computacional. Se requiere mayor estudio para extender esa conclusion a
piezas de distinta geometria y/o sujetas a distintas condiciones de borde.
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1. INTRODUCCION

Las céscaras son estructuras laminares curvas. Los modelos del comportamiento de cédscaras
se agrupan en dos categorias: 1) modelos basados en el continuo o de “sélido degenerado”
(Bathe y Dvorkin, 1986; Bucalem y Bathe, 1993), y 2) modelos basados en la teoria de cascaras
o de “resultante de tensiones” (Simo et al., 1990). La formulacién de sélido degenerado parte
de un elemento solido tridimensional que atraviesa la cdscara. Dos de sus caras, las que yacen
sobre las superficies de la cédscara, son colapsadas sobre la superficie media, y se adopta una
hipdtesis consistente con la teoria de cdscaras para definir la variacion del desplazamiento en
direccion perpendicular a la superficie media. Este es el enfoque adoptado aqui ya que nos
permite reutilizar las leyes constitutivas disponibles en médulos programados previamente para
representar el comportamiento de sélidos tridimensionales sujetos a grandes deformaciones en
el rango eldastico (Fachinotti et al., 2008).

2. CINEMATICA DE LA CASCARA

De acuerdo a la teoria de cascaras de Mindlin-Reissner, una seccion plana normal a la super-
ficie media A" en la configuracién descargada B permanece plana tras la deformacién, pero no
necesariamente normal a la superficie media A en la configuracién deformada B, debido a los
efectos de la deformacién transversal por corte. La posicién de cualquier punto X € B° puede
escribirse como

X =X(4,6,8)=X(&.&) + §3gT(€1752) (D

donde X € A°, T es el vector normal (unitario) a A°, h es el espesor de la cdscaray {&;, &, &3}
son las coordenadas naturales, —1 < &; < 1. En vista de la hipétesis precedente, tras la defor-
macion el punto X € B ocupa la posicién

x=x(£1,6,8) =26, &%) + f3gt(§17§2) ()

donde & € Ay t es el vector unitario conocido como director, ya no perpendicular a A a causa
del corte.
2.1. Interpolacion isoparamétrica de la geometria de la cascara

Usaremos el método de los elementos finitos (MEF) con X y « interpolados isoparamétri-
camente:

=2

X(€17§27£3) = Z¢k(£17§2)Xk + %st(fl,fg)hka (3)
k:lN 5
261,60, 83) = Yo" (&, &) + §3¢k(§1,52)hktk “4)
k=1

donde X* € A° (0 & € A) denota la posicién del nodo k = 1,2,..., N sobre la superficie
media indeformada (o deformada), T (o t*) es el versor director en la configuracién indefor-
mada (o deformada) en el nodo k, h* es el espesor de la cdscara en el nodo k,y ¢* = ¢*(£1, &)
es la funcién de forma asociada al nodo k, tal que ¢ ( { , 5%) = 0j, paratodonodo j = 1,2, N
de coordenadas naturales ( {, §§)
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2.2. Grandes deformaciones

Elegimos como medida de la deformacién en X € BY el tensor de deformacién de Green-
Lagrange

E=-(9-9;-Gi-G)G ® -G (5)

J/

(MO ] —

donde E;; = Ej; son las componentes covariantes de E, {g;} y {G;} son las llamadas bases

convectivas en By B, respectivamente, y {G"} es la base dual de {G,}, todas ellas definidas
por
ox 0X

gi:a_&zwiy G, = 98,

=X, [G|&|&]=][G|G|G]" ®

Noétese que g3 = ht/2 y G3 = hT/2 no dependen de &3, manteniéndose constantes en el
espesor.

2.3. Interpolacion de las componentes covariantes de deformacién

El cédlculo “directo” de la deformacién usando la ecuacién (5) con las posiciones X y x
interpoladas segtin las ecuaciones (3) y (4) da resultados satisfactorios cuando se usan elementos
de alto orden; en caso contrario, la rigidez de los elementos aumenta espuriamente a medida que
la relacion espesor/longitud de la cdscara decrece. Este defecto es el bien conocido “bloqueo
por corte”, y afecta la prediccion de tensiones atin en elementos cibicos, especialmente si estan
distorsionados (Bucalem y Bathe, 1993).

Una solucién al “bloqueo por corte” consiste en la utilizacion de elementos finitos mix-
tos apropiados, eligiéndose para este trabajo los elementos MITCn (MITC por interpolacién
mixta de componentes tensoriales, n por el nimero de nodos del elemento) propuestos por
Bathe y Dvorkin (1986) y Bucalem y Bathe (1993).

&
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Figura 1: Ubicacién de los nodos, los puntos de Gauss y los puntos de ajuste para las distintas componentes de
deformacion en el elemento finito de cdscara MITC9 (Bucalem y Bathe, 1993).

En general, en elementos MITCn cada componente covariante de la deformacién es interpo-
lada de forma individual. Para ello, adoptamos un conjunto de n;; puntos de “ajuste” asociado
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a cada componente de deformacion E;; (la Figura 1 muestra los correspondientes al elemento
cuadrangular de 9 nodos MITC9). Definimos ahora las componentes “asumidas” de deforma-
cién E;;, tales que se “ajusten” a las componentes “directas” F;; en los puntos de “ajuste” K
de coordenadas naturales (£5, ¢ ¢K):

Ei;(65,65°,65) = Ey(&5, 65,63, K=1,2,...,n (7)

Usando los puntos de ajuste asociados a cada componente [7;;, podemos construir la funcion de
. . . c s K : : K(¢cL ¢LY\ _
interpolacién pollpomlca wis (&1, 82) asoglada al punto de ajuste K, tal que ©;; (&1,65) = kL

Luego, la relacion entre las deformaciones “directas” £;; y las “asumidas” F;; puede expre-
sarse como

Eij(§17 §27 §3) = Z ng(gl? 52)EZJ<€f<7 ég(a 53) (8)
K=1

Como ejemplo, en la Figura 1 se puede ver que para el elemento MITC9, dada la distribucién
de los puntos de ajuste asociados a cada componente de deformacion, ¢ y 1 son polinomios
lineales en &; y cuadréticos en &, &, y k% son polinomios cuadréticos en £; y lineales en &, y
©% son polinomios lineales en &; y &.

3. EQUILIBRIO DE CASCARAS FRENTE A GRANDES DEFORMACIONES

En formulacién Lagrangiana total, el equilibrio estitico de una cdscara puede plantearse en
la forma del principio de los trabajos virtuales

/ SUSE,dV — SW 9)
BO

donde el término de la izquierda representa el trabajo interno, con S como las componen-
tes contravariantes (esto es, referidas a la base {G;}) del segundo tensor de tensién de Piola-
Kirchhoff S, y 0 E;; como variaciones cinemdticamente admisibles de las componentes cova-
riantes (esto es, respecto de la base {G'}) del tensor de deformacion de Green-Lagrange E;
el término de la derecha, §WW*, es el trabajo virtual de las cargas externas en la configuracion
indeformada, que supondremos dato.

Ahora bien, sea que despreciemos F33 (Bischoff y Ramm, 1997; Areias et al., 2005) o S 33
(Dvorkin et al., 1995), la contribucién S33§ Es3 es supuesta nula.

Viendo la ecuaciones (5) y (6), las variaciones de las componentes covariantes de deforma-
cion resultan

1
(SEl = 5 ((53371 * L + T, 5$7]’) (10)
Interpolada la posicién © € B segun la ecuacion (4), tenemos:
m,azngf;mu%zqsghkt‘a a=12 k=12... N (11)
k k
dmo =) ¢hox"+ %3 > ok noth (12)
k k
1 ke kgk
m,3:§§¢ht (13)
1 kpk sk
by =5 zk:gb hkst (14)
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Introduciendo las ecuaciones (11) a (14) en la ecuacion (10), llegamos:

5B = ZBmaxl + Z B ot} i, 1=1,2,3 (15)
con
k 1 k 1 k k
Baﬁl xla¢5 B,Bal? BBBl = §l’l,3¢,5 = Bﬁsl (16)
. hk .
aﬁl 53 xl,a¢{€5 = B’éal, B3/3l (53331,2@% + xl,6¢k) = ngz (17)

donde o, 3 =1,2,1=1,2,3,k=1,2,..., N yno se suma en k. Vale recordar que el valor de
0 E'33 no contribuye al trabajo virtual interno.

Como las deformaciones “directas” F;; han de remplazarse por las “asumidas” E;; definidas
por la ecuacién (8) a fin de evitar el bloqueo por corte, debemos proceder de igual manera con
sus variaciones. A partir de la la ecuacion (8) las variaciones “asumidas” quedan definidas por

51%22290 Bl k 0zf —l—ZZsD Bk otf  (nosesumaen i, j) (18)
kK
— \—/—/
ij, ész

donde Bzgl|K = zgl(gl a§2 753) y Bz]l|K = z]l(gl 752 a§3)

3.1. Imposicion de la restriccion de inextensibilidad del vector director

Siguiendo a Simo et al. (1990), nos aseguramos satisfacer la restriccion de inextensibilidad
del vector director en los nodos, o sea t¥ - §t* = 0, introduciendo la transformacién ortogonal

th = Arer (19)

donde e* es alguno de los versores de la base cartesiana global {eS} de referencia, fija. Luego,
definimos d7* relacionado con 6t* por

5th = Akt (no se suma en k) (20)

Se verifica que 57% - e* = 0, 0 sea que 57" yace en el plano normal a e*. Asf, si adoptamos por
ejemplo e* = e§ = [001]7, 67* puede descomponerse como

oth = o7Fel + o7reS (21)

Considerando a §7* como un vector de s6lo dos componentes, la ecuacién (22) debe reescribirse
como

ot = Akor* (no se suma en k) (22)
con
A A
Af =1 A5 AL (23)
Afy A5

Adoptemos §7% en lugar de §t*, con lo que el niimero de grados de libertad nodales en la
presente formulacion se reduce a 5. Ahora, la ecuacién (18) toma la forma

Z Bzgl(sxl + Z Bzgm (24)
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3.2. Transformacion de coordenadas covariantes a cartesianas globales

Sean Ef; las componentes E en el sistema cartesiano global {ef}, relacionadas con las
componentes covariantes [;; por la ley de transformacién (no ortogonal)

Eg = Qpqujqu (25)
donde
Qip=G"- eg (26)
La variacién de EJ puede escribirse ahora como
= k
donde
k —
Bz‘c;'l = QpqujB;;ql? [=1,2,3 (28)
k ~ —
Biats) = QuiQqj By v a=1,2 (29)
U* = [z} 2§ z§ TF T5)" (30)

3.3. Ecuacion constitutiva

Siguiendo a Bathe (1996), aceptemos la hipdtesis de tension plana en el plano tangente a
cada punto de la cdscara, es decir, aquél cuya normal estd alineada con G*. Definamos luego un
sistema cartesiano “local” {e!} atado a la cdscara en cada punto, con uno de sus ejes normal al
plano tangente a la cdscara en ese punto, por ejemplo:

G3 G
er = — — e%:—l e5 =el x et 31

G2 G

Las componentes cartesianas globales ES y las cartesianas locales, digamos EiLj, de la defor-
macion se relacionan por la ley de transformacion ortogonal

Ezl} = ﬁipﬁquSq (32)
con
Bip = €5 - ey (33)

Consideremos entonces un ejemplo simple de ley constitutiva, a saber, el sélido eléstico
isétropo de Kirchhoff-Saint Venant. Agrupadas las componentes cartesianas locales de defor-
macion Eg; y de tensién S, digamos S{} en sendos vectores siguiendo la notacion de Voigt, la
relacion tension-deformacion para tal material puede escribirse como (Bathe, 1996)

B 1 v 0 0 0 0 1[ E4

Sk, v 1.0 0 0 0 EL,

st | E 000 0 0 0 EL, 14
ShL| 1—»2|0 00 52 0 0 2E%L, (34
Sk, 000 0 w&2 0 2FEL,

| Sty (000 0 0 ki |2EY]
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donde E es el mdédulo de Young, v el coeficiente de Poisson y « una constante introducida para
considerar la no-uniformidad de las tensiones de corte (usualmente, x =~ 5/6). Né6tese que se ha
impuesto implicitamente que Sk, sea nulo, y que todas las SiLj sean independientes de EY;.

Calculadas las componentes cartesianas locales de tension SZ-Lj = S]Li, quedan determinadas
las componentes cartesianas globales por la ley de transformacién ortogonal inversa de aquélla
definida por la ecuacion (35), es decir

St = ByiBBeiSyy (35)

4. ECUACION DE EQUILIBRIO EN MEF

En adelante nos referiremos siempre a componentes cartesianas globales, y obviaremos el
supraindice G para simplificar la notaciéon. Con S y E referidos a coordenadas cartesianas
globales, el trabajo virtual interno toma la forma

SW = / Sij0Ey;dV = F™ . 5U (36)
BO
donde U denota el vector de incdgnitas nodales:
U=[z @ 7} o #|&3 |- o] (37)
y Fnt el vector de cargas nodales:
Fr—[F R F} R} R FE | BN (38)
con sus componentes definidas como
k
FE = /B By SV (39)

Siguiendo la préctica usual en MEF, una vez discretizada la cdscara en su configuracion inde-
formada BY en M elementos finitos B, el vector de fuerzas internas sobre el dominio global
B se calcula ensamblando las contribuciones provenientes de todos los elementos finitos:

M
o= A [ B sav (40)
e=1 J BO¢
con
[ B1111 31112 31113 31114 31115 Bgu e | Biis |
B2121 32122 32123 32124 32125 32221 oo |- DBis
B¢ = Bsin 33%2 33%3 33%4 BS§5 B2§1 oo |- Bl 41)
231121 23%22 23%23 231124 231125 2B§21 | 2Bfs
2B%31 23%32 23%33 23%34 232135 232231 e | 2Bgss
L 2Bi31 2By, 2By33 2By 2By5 | 2By - |- 2Dy i
T
S = [ S11 Sz Szz Sz S Sis ] (42)

donde n es el nimero de nodos del elemento B%.
Ademads, siempre podremos escribir

SW = FU 43)
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donde F**' es el vector de cargas externas nodales, dato que aqui supondremos independiente
deU.

Luego, el principio de los trabajos virtuales se reduce al sistema no lineal de ecuaciones
algebraicas que define el equilibrio en MEF:

R(U) — Fim(U) o Fext =0 (44)
a resolver iterativamente.

4.1. Integracion de las fuerzas internas

En cascaras modeladas como s6lidos degenerados, la integral involucrada en la ecuacion (40)
se calcula como

. h/2
B¢ SdV = /

—h)2

( B SdS) dt (45)
A0®

Bo°

donde A% representa la superficie media del elemento B°°. Aqui se debe prestar atencién a que
cada componente de deformacién asumida requiere generalmente una interpolacion particular.
Para elementos MITC4 usaremos cuadratura de Gauss con 2 X 2 puntos en el plano &;&;. Si-
guiendo a Bucalem y Bathe (1993), usaremos 3 x 3 y 4 x 4 puntos de Gauss en el plano &;&; para
elementos MITC9 y MITC16, respectivamente. En todos los casos, se dispondran tres puntos
de Gauss para la integraciéon numérica en el espesor.

4.2. Solucion de la ecuacion no lineal de equilibrio

La manera mas eficiente de resolver el sistema de ecuaciones no lineales (44) es la técnica
de Newton-Raphson, que garantiza tasa de convergencia cuadrética siempre que se parta de una
prediccon inicial que esté dentro del radio de convergencia de la solucién buscada. Conocida
la prediccion U*, si |R(UP|| > || F*!|| donde € es un valor muy pequefio prefijado (aqui
adoptamos € = 1079), se determina una nueva prediccion U**+) = U® + AU® resolviendo
el sistema lineal

RU*) ~ RUY) + KYAUY = 0 (46)
donde K designa la matriz tangente

_dR _ daF™
TAU T AU

El célculo analitico de la matriz tangente queda fuera del alcance del presente trabajo.

(47)

4.3. Actualizacion del vector director nodal

Debe prestarse particular atencién a la actualizacién del vector director nodal ¢* a fin de pre-
servar su longitud unitaria. Procedemos aqui en la manera propuesta por Simo et al. (1990). Co-
nocido para cada nodo el incremento A7*® como solucién de la i-ésima iteracion de Newton-
Raphson, se procede de la siguiente manera:

1. Se calcula el incremento espacial de t*:

AtFD = AFO ALHE) (48)
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donde A*®) es la matriz formada por las dos primeras columnas de la matriz de rotacién

AF®) | cuyo valor inicial es

e§ x TF) @ (e§ x T*)
1+ €S- Tk

AR = (€5 . THT + €§ x T* + ( (49)

donde I es la matriz identidad de 3 x 3, y v, para todo vector v, es la matriz antisimétrica
cuyo vector axial es v.

2. Se actualiza el vector director:
sen || AtF0) ||

k(i+1) _ k(i) || £+ (1)
t = cos || A" ||t7 + A0

AtFO) (50)

3. Se calcula el incremento de la matriz de rotacion:
sen || At*0) ||
| Atk ||
1 — cos || AtFO)||
| Agk@)]|2

AARD) = cos || AO| T + £5() . Agk()

(50 x AtFD) @ (50 x AtFD) (51)

4. Se actualiza la matriz de rotacion:

Ahora, el valor de t*('1) asf calculado serd el que se usard para el cilculo de las fuerzas inetrnas
en la nueva iteracion ¢ + 1.

5. EJEMPLO DE APLICACION

Sea la losa en voladizo de la Figura 2, donde L, = 09 m, L, = 2m, h = 0,06 m, ¢ =
3MN/L,, E =210GPay v = 0,25.

q

A\

Y

<

Figura 2: Losa en voladizo: geometria y cargas.

Se determina su deflexion usando elementos finitos de cascara MITC4, MITC9 y MITC16, y
hexaedros trilineales Q1. La Figura 3 muestra la deformada calculada usada elementos MITC4
de 1 cm de lado, que serd adoptada como solucién de referencia.

Sea umx = 1,38735... m el valor de referencia del médulo del desplazamiento méaximo,
correspondiente al extremo cargado, y up.¢ el valor estimado usando alguna de los métodos

numéricos mencionados. Luego, se define el error numérico como

yhum _
error = max—max’ (53)
Umax
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Figura 3: Losa en voladizo: deformada de referencia (calculada usando elementos MITC4 de 1 cm de lado).

Este error es graficado en la Figura 4. En todos los casos, se han usando mallas rectangulares
con elementos de aproximadamente igual dimensién en cada direccion coordenada. La figura
evidencia que todas las formulaciones presentan tasas de convergencia muy proximas.

10"

Q1

107 F
MITC9
107 ¢

Error

10

MITC4

MITC16

107

107"

Distancia entre nodos [m]

Figura 4: Losa en voladizo: error en el desplazamiento del extremo en funcién del refinamiento de la malla.

6. CONCLUSIONES

Basados en las presentes observaciones sobre la losa en voladizo, y sin intencion de extender
las conclusiones a problemas con otras geometrias, fijaciones y estados de solicitacion, cabe
resaltar que MITC4 proporciona la solucién mads eficiente en términos de precision y costo
computacional.

Entre los puntos mds importantes que restan estudiar se encuentra la influencia de la distor-
sién de cada tipo de elemento, tanto dentro como fuera de su plano, en su tasa de convergencia.

Nuestro objetivo final al formular estos elementos finitos de cédscara es el desarrollo de sus
respectivos elementos “inversos”. Con los elementos finitos inversos, se trata de determinar
la configuracién indeformada de una pieza para que, tras grandes deformaciones en el rango
elastico bajo la accion de cargas conocidas, adquiera una forma deseada. Asi, enriqueceriamos
nuestra libreria de elementos finitos inversos para el disefio de piezas sujetas a grandes defor-
maciones eldsticas, que cuenta ya con elementos para problemas en sélidos tridimensionales
(Fachinotti et al., 2008) y vigas (Albanesi et al., 2010).
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