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Resumen El analisis dindAmico de elementos estructuradasneimportante procedimiento de disefio.
Un entendimiento adecuado de las vibraciones libeesrucial para el disefio y la evaluacion del
comportamiento de un sistema mecénico.

En este trabajo se trata el problema de vibracidiiees de vigas uniformes con extremos
elasticamente restringidos y con una restricciéstela intermedia.

El modelo matematico utilizado fue obtenido medkagit uso del célculo de variaciones aplicado al
caso de una viga Bernoulli elasticamente restrangid

El objetivo principal de este trabajo es demod&raxistencia de cambios en las formas modales para
ciertos valores y ubicacion de la restriccion étasintermedia. Se demuestra la existencia de una
situacion curiosa en los valores de frecuencia ydamas modales. También se investigan los efectos
de la variacion de las restricciones elastica®smxtremos de la viga y en el punto intermedio.
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1326 J. RAFFO, R. GROSSI

1 INTRODUCCION

El calculo de variaciones se ha constituido enhareamienta esencial para la construccion
de modelos matematicos en el area de la dinaminecesal. Es particularmente eficaz para
la determinacion de las expresiones analiticas adeektuaciones diferenciales y de las
condiciones de contorno que describen el compoet@mi dindAmico de elementos
estructurales. Una gran variedad de textos se baritce sobre los aspectos teoricos del
calculo de variaciones y las aplicaciones en lardghacion de problemas de contorno
(Gelfand y Fomin, 1963Troutman, 1996Giaquinta y Hildebrandt, 199®ym y Shames,
1973 Kantorovich y Krylov, 1964Hildebrand, 1965Weinstock, 1974Elsgoltz, 1962 Por
otra parte, existe una gran cantidad de trabajddigados en revistas cientificas sobre
vibraciones de vigas con restricciones elastidasnmedias y/o en los extremos.

Varios trabajos presentan el estudio de la inflikee restricciones elasticas en los
extremos de vigas vibranteSrant, 1975 Hibbeler, 1975Maurizi et al., 1976Goel 1976a
b; Grossi y Laura, 1982 aura y Grossi, 1982Rao0 y Mirza, 1989Cortinez y Laura, 1985
Laura y Gutierrez, 198&rossi y Bhat, 1991Grossi et al., 1993Nallim y Grossi, 1999

El problema de vibraciones libres de vigas corricesbnes elasticas intermedias también
ha recibido un extenso tratamient®utemberg (1978)determind las frecuencias de
vibraciones libres de una viga uniforme en voladian una restriccion elastica rotacional en
un punto intermediolLau (1984)presenté una extension del trabajo de Rutembeirgclalir
un vinculo elastico traslacionadRao (1989)determind las frecuencias de vibracion de una
viga empotrada en ambos extremos pero con unacoadtr elastica intermedide Rosa et
al. (1995)concretaron un estudio sobre vibraciones librevigas de espesor variable con
restricciones elasticas intermedidsenas y Grossi (1993)eterminaron soluciones exactas y
aproximadas para una viga uniforme con un extrenum ypunto intermedio elasticamente
restringidosGrossi y Albarracin (2003)eterminaron las frecuencias de vibracion de ugg v
con restricciones contra rotacion y contra tradlaein los extremos y en un punto intermedio.

Por otra parteAlbarracin et al. (2004presentaron un estudio sobre el comportamiento de
las frecuencias de vibracion y de los modos deaeibn de una viga simplemente apoyada en
sus extremos, cuando la rigidez de un resortenm@#io es variada dentro de un cierto
intervalo. En el presente trabajo se desarrollastndio similar pero en una situacion mucho
mas compleja y con una mayor cantidad de conclasion

El modelo matematico utilizado en el presente jmlize obtenido mediante el uso del
calculo de variaciones, aplicado al caso de una Bgrnoulli con extremos elasticamente
restringidos y con una restriccion elastica genamaln punto intermedio.

El objetivo principal de este trabajo es demodtaagxistencia de cambios en las formas
modales y en las frecuencias para ciertos valoregigacion de la restriccion elastica
traslacional intermedia. También se investiganeliestos sobre las frecuencias y modos de
vibrar de la variacion de las restricciones elastien los extremos de la viga y en el punto
intermedio de la manera antes mencionada.
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2 FORMULACION DEL PROBLEMA VARIACIONAL Y OBTENCION DE L
PROBLEMA DE CONTORNO

f(z),q(z), 9(x) f(@),q(2), 9(x)
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Figura 1: Viga restringida elasticamente con resimnes y soportes intermedios.

Se supone que la viga esta sometida a una fuerah Bx una transversal) y un
momento}, en el extremo izquierdo; una fuerza axia) una transversal) y un momento

M _ en un punto intermedio; una fuerza axial’,, otra transversal), y un momental/, en

el extremo derecho. Ademds, se supone la existaeidas fuerzas y los momentos
distribuidos siguientes: fuerza axial dada por fumeion f = f(z), fuerza transversal dada
por ¢ = ¢(x) y momento dado pog = ¢(z). Las fuerzas y momentos aplicados son tales que

el sistema mecanico se encuentra en equilibridgrisnan una fuerza axial general dada por
T =T(z), una fuerza transversal dada pQr= Q(x) y un momento genérico dado por

M = M(z) Yz €]0,1].

El planteo general expuesto permite generar umaggatidad de casos particulares, asi por
ejemplo, al considerar que actua solamente la duaxzal general, si e§ =0, T =0,
f(x)=0, Vzel0l] entonces, vresulta T, =T +7T, T(z)=T Vrellc) Y
T(x)=T/(z)=T +T Vre(cl.

Se supone ademas que la viga se encuentra reddrialfisticamente en ambos extremos
contra rotacién y contra traslacion: en el extremuierdo se encuentran la restriccion

elastica traslacional, y la restriccion elastica rotacional, y en el extremo derecho de la
viga se encuentran la restriccion elastica trastatit, y la restriccion elastica rotacional,

todas las restricciones estan conectadas en uamexta la viga y en el otro extremo a un
punto fijo. En cuanto a las restricciones elastema®l punto ¢, se encuentran caracterizadas

por r y t, que corresponde a la restriccion rotacional sla@onal respectivamente y estan
conectadas de un lado a la viga y del otro a uriopfijo; mientras que las restricciones
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1328 J. RAFFO, R. GROSSI

caracterizadas por,, y t, (rotacional y traslacional respectivamente) estanectadas a

ambos lados de la viga en el punto intermedio doiean ¢, tal como se esquematiza en la
Figura 1

Para determinar el desplazamiento transversalistehsa mecénico en estudio, se supone
que el mismo en cualquier instariteesta dado por una funcion definida pot, ¢), = € [0,!].

La energia cinética del sistema est& dada por:
c 2 1 2
1 Ou(z,t) 1 Ou(z,t)
T == 2 dr 4= dz, 1
’ 2{[)14[ ot ) QL[pQAQ[ ot ) @)

donde los parametros caracteristicos son:
p, . densidad del material del trarf@n), p,: densidad del material del trar(ml],

A . area de la seccion transversal del tr%mo) ,

A, area de la seccion transversal del tre(mq.

A su vez, la energia potencial total debida a frdeacion elastica de la viga, de los
resortes en los extremos, de los resortes inteawegidebida a las fuerzas externas, de
acuerdo con lo desarrollado @nossi y Quintana, 2008sta dada por:

l

¢ 9 2
1 0 u(z, 1)

U=> { B (@)l (@) = 5| do+ f E,(x)I,(z) %] dx
+Iﬂ(@[%] iz +]c‘z;(x)[%] i
+ [ Qe s + [ Qs s
+ LZMI(:E)%@ +[M2(m)%dm
+r ou(0",t) T ou(l,t) S
ox ox
+7 % +t (u(c,t))2
du(c’,t)  du(c,t) 2 ooy Y
+r, 92 52 +1t, (u(c ,t) - uc ,t)) : 2)

donde los parametros caracteristicos son:
I, momento de inercia de la seccion respecto alejéro del tramc[)(),c> ,

I,: momento de inercia de la seccion respecto alejéro del tramcéc, l] :
E :médulo de Young del tram[co),c) , E,:médulo de Young del tram(o:, Z] .

Los simbolos0™, ¢, ¢" y I” indican que se usan limites laterales y deriviatasales. Se
supone que en el puntg las distintas restricciones son aplicadas endaquivalente tanto
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en el primero como en el segundo tramo de la viga.
El principio de Hamilton, requiere que entre lostamtest y ¢ , donde las posiciones del

sistema son conocidas, el movimiento sea tal (gidtecestacionario el funcional
r/h
F(u) = f Ldt, (3)
t

en el espacio de funciones admisibles, doidelenota al Lagrangeand =7 —U. En
consecuencia, el funcional energético a considsstardado por:

Flu) = %f [Jp@4e %] - B @) %]
T(a) 8“{;";’ t)]Q —Q,()ula.t) Ml(x)% iz} dt
+§f [ 3“;’”]2 - By >12<x>[%]
T(a) 6“{;? ) ]2 —Q,(@)ulat) - M@% dzt dt

2

+ 1, (u(c*, t) —u(c, t))2 dt

oz oz

1 Ou(c,t)  du(c,t)
"2 o

t, )
- {tluz(oﬂt) +1 (ule, t))2 + t2u2(l,t)} dt. (4)
f/(l
La condicion de funcional estacionario, requiere g& cumpla:

OF(u;v) =0,YVvoe D, (5)

dondeD denota al espacio de direcciones admisibles.
Para determinar la variaciGi¥'(u;v) del funcional 7' en el puntou y en la direcciérw,

se generaliza el concepto de derivada direcciamaing funcion real definida éR" (Grossi,
2010),de forma tal que es:

5F (u;0) = %F(u + ev) ®)

e=0
El espacioD de funciones admisibles para el funcioalesta dado por:
D= {u; w(zpe) € C°[t ], uls, t)‘ﬁ cC* (S_l ),i =12, u(z,t)y u(z,t,) dada%, donde los

i
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dominios considerados son:Q = QU {O,l} con Q= (O,l) y ©=QuU {O,c},
Q, =9, U{c,l} conQ), = (O,c> yQ, = (c,l).
En consecuencia el espacio de direcciones adnﬁslhaleesté dado por:
D = {v; oee) € Ol b ) oet) € CH(@,)i= 12,
o() = o(w.t,) = 0.¥5 €[0.1]).

Si se aplica la definicion dada por la Eg). &l funcional definido por la Eg4) resulta

Bu (z,t) Ou(x,t)
f lf Al ot ot *

+fp2( e )(9u(:1:,t) Ov(z,t) dx’dt

ot ot
f‘fE fg’@ W),
+ f By u(,?) ‘9”8;2 )d:z:]dt

dx

’ (9u (z,t) Ov(z,t) Ov(x,t)
—[|f| SO ¢ Qe + )

l
Bu (z,t) Ov(z,t) dv(z,t)
[ A0 00D 4 g gty + M, 222D
b + _ _
f r t) Ov(0", 1) i du(c™,t) dv(c,t)
t, Or / Or oz

ox Or
du(c',t)  dulc,t)||du(c,t)  du(c 1)
_fi[ am][am_ax]
+, ( (c* t)—u<c*,t))(v(c+,t)—v<c*,t))}dt
- f {tu (0%,8) (0", £) + t u(e, £) v(e, t) +tull 1) v(l’,t)}dt.

. Bu(l 1) 8v(l,t)} "

(7)

Al integrar por partes los distintos miembros de H. (/) y al adoptar
v(z,t ) = v(z,t,) = 0 Va €[0,l], se obtiene:
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[ | [ o) 2H0 9UE dx}dt -

(8)
—ffpl uz t) v(z,t) dz dt,
I | J o) (o) 22t U d:v}dt -
c - (9)
ffp2 Z’t) v(z,t) dz dt,
" 2 (2 O*u(z,t) 0°v(z,t) vt —
L[L[El< = w0
rre ) (x Oulz,t) v(z,t) dx
f{fa (@@= % ] (1,1 d
0 - _ 0%u(c 1) oo
Oz [El( )= ] 0 (10)
KA + o 0%u(0",t) (07
+8x E(07)I,(07) e ] (07,%)
v, o O%u(e ) Ov(e,t)
+E(c ) (c) e o
B N L O0%u(07,1) 0v(07,1)
E(07)I,(0") e o }dt,
o 2 (2 O*u(z,t) O*v(z,t) b —
f[EZ( L) p o T
e z)l (z Ou(w,t) v(x,t) dx
flf8 B(o)L,(0) =% ]<,t>d
0 Ol e
or | R ] &) (11)
i e (eF 9*u(c’,t) ot
4 B e ] (€1
o O%u(lT,t) Ol t)
+ E, (1)) o o
LB (e (e O*u(c’,t) Ov(c',t)
E,(c"),(c7) 92 o }dt,
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Il lle(x) &gi’ J 8”{;“; ! d:z:]dt _

i _9 T Ju(zt) v(z,t) dx

{H‘mzx>am]<@d (12)
\Oule 1) o 8u(0+,t)v .

+1e) 24D e -1 0) 20Dy

]l f T,(z) 6u(;x, £ 81;(;:1;, J d:z:] dt =

ol 0 Ou(x,t)

,IU,‘ on | @)= ]v(x,t) dx (13)
Ou(l,t) o o du(c™,t) o

#2424 <,4%

" (14)
IU?QﬁmmM@ww+Mww@ﬁ‘Mﬁwmwﬁﬁ

l (15)
fp?ﬁﬁmwﬂmww+%awaﬁ‘%“”W”Pt

Si se introducen las expresiones definidas poEtss @) a (L5 en la Eq. {) y se agrupan

"
términos segan(z,t), v(0*,t), v(c ,t), v(c*,t), v(l",t) y las derivadad?®t) U0t

oz oz
ov(c,t) Ov(c",t) y ov(l™,1)

, Se obtiene:
oz oz oz
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2 2
0 u(a;",t) L 0 &
ot Ox

ou(z,t) 0

‘_[W—ax ]*Q‘@EW”””

v(z, t)da:] dt
(16)

O*u(z,t) 0
2 + 2
ot oz

~9ﬁm@@ﬁ}@@%ﬁwm@)

Fpmwigﬂ]

v(z, t)dx} dt + Er,

oz Ox Ox
con
t
rilo O*u(0",t) du(0*,1)
Er=— —|E (0 (0") ————=|-T(0") ———=
r J(ax (07)1,(07) Py ,(07) 52
—M,(0%) + tu(0*,¢) v(()*,t)}dt
t,
f 0*u(0",t) Ou(0*,t)| 0v(0",1)
+ E (0N (0" - — - Lt dt
L[{ (OL0) === — = = =
t,
rl o o O%u(c,t) _ Ou(c,t)
+/f{% E (e (c )7 —T(c )T

M ()~ (e, 1)+, (et 1) — (e, 0)|ole, t)} di

B J’“{ E(e)() 0 u(c ,t) 4 Ou(c ,t)

oz’ ¢ Oz
| oulen ) au(c,t)] 8v(c,t)Jdt
2 9z 0z oz
B ’ Kl SV (o Qu(c',t)| o du(c*,t)
“53«“ B (e)L(e) oz L) Oz
—M,(c") +1t, (u(c*,t) —u(c, t)) v(c*,t)} dt
+f{ B (e c)2 1;(;,15) . aug,t) - 8uécx,t)] 80(80;,t) "
oo o ) L dull, )
+{Lm@ama> el B R
—M,() — D], t)} dt
—f{ E2<Z)I2<l)622(12,t) o 8ugz,t) 80(81x,t)}dt.

Si se adoptan direcciones tales que es
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v(07,t) = v(c,t) = v(c",t) = vl ,t) =0,
ov(0",t)  Ou(c,t)  Ou(c",t)  Ou(l,t) 0 (17)
oz oz oz oz ’

la variacion dada por la EqL®) se reduce de forma tal que la condicién de fumatdio
estacionario queda expresada por:

o (@) () 222D | O [Exx)fl(x)%?”]

t,

§F(u;v) = — f |f

0

ot’ oz’ oz

—Q{Tl(x)M] + Q) — 2 (M) o(z t)dx} it

O u(x,t) 3_2 N 0 u(x,t)
o T 4 T 10 720

0 ou(z,t 0
e[ 252+ 00~ oo

(18)

v(x, t)d:z:] dt =0,YveD.

Dado quev es una funcién suficientemente regular que seagnaoto con sus derivadas de
primer orden en el contorno del domir{iml]x[ta,tb], el lema fundamental del calculo de

variaciones permite afirmar que las restricciones la funcion « deben satisfacer las
ecuaciones diferenciales:

0’ 0’u 0 ou
Bl 5 @,t)]_%[n )5 @t) + M) .
+ o)A 48D _ (2, v € (0.0): 1> 0
ot
0’ 0’u 0 ou
8352[ (@)I( )@( 7t?]—a[T($)%( )+ M( )] (20)
+ o)Al )822(?0 — q(z), Vo € (e )it >0
donde
E (z), Vz € (0,¢) I(z),Vz € (0,c)
Blw)= {Ez(a;), Voe(en T {12@;), €(el)’

_|p(@), V2 €(0,c) N A (z), Yz € (0,c)
ple) = {pQ(x), Vo e (el O {Ag(x) Vi € (c I

Si se quitan las restricciones dadas por las B@¥y(dado queu es solucion de las Egs.
(19) y (20), la condicion de funcional estacionario se redauce
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0

OF (u;v) = —f { 2
—M,(0%) + (0", )] v(o+,t)}dt

0*u(07,t)
oz’

Au(07,1)

E (07)1,(07) o2

—T,(07)

2
b O u(0t,t)  du(07,t)|dv(07, 1)
+ E (07)L,(0" — — : —= v dt
([! (0L (07— — = —
2
rilo _ _ 0%u(c,t) _ Ou(c,t)
+Jw7;a@>ucr7%r——2@> o

M (c7)—tulc,t)+t, (u(c*,t) - u(c’,t))}v(c’,t)} dt

oz’ ¢ Oz
N _ _
- Ou(c™,t)  Odu(c ) || dv(c 1) it
Ox oz Ox
t
ri o O*u(c*,t) du(c™,t)
™ EQ(C+)IQ(C+)7 —T,(c") 52

—M,(c")+1t, (u(c*,t) — u(c’,t))} v(c*,t)} dt

f O’u(c’,t Ou(c™,t)  Ou(c,t)||Ov(cT,t
+f B 6( : )_Tl?[ E?:L’ - E?x )] 59:1; )Jdt
. 4 (21)
ril o vy o Ou(lt) _ 0u(l™ )
+ —|E() (") ———=|-T.(I") —=
t‘[ax ) LD 2

—M, (1) = tuul,6)] ol 1) dt

_”EQ(Z)IQ(l)aQU(z,t) i du(l~, )| du(l 1)

X

oz’ oz

]dt =0,VveD,.

Siendo que las funciones dadas pErt) y % son regulares y arbitrarias énl|, la
T

condicion de funcional estacionario expresada dfglab) y aplicada para la variacion de la
Eq. 1) permite obtener las condiciones de contorno fyatesicion correspondientes. Asi, si
se adoptan direcciones tales que es:

v(c™,t) = v(c",t) = v(l",t) =0,

0v(07,t)  Ou(c,t)  Ov(c",t)  ov(l,t) 0 (22)
Ox Oz Ox ox ’
de la Eq. 21) se obtiene:
1+, 0u(0",¢) 9 + + 0%u(0",1) 1 +
u(07,8) = T(07) === 4 M(0%) — = B, (09)],(07) === = 2 Q,(07). (23)

Trabajando en forma analoga, se determinan laantest condiciones de contorno y las
condiciones enr de la transicion entre ambos tramos de la vigeedde forma se obtiene:

Copyright © 2011 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1336 J. RAFFO, R. GROSSI

0" =~ 500,00 PUCD 300 20D 4y 0y L 00), 24
oz oz oz 2
ou(0",t) . L O*u(07,t)
v E,(0M)1,(0 )—%2 : (25)
tu(c ,t)—t, (u(c*,t) - u(cf,t)) =
0 E () (c) O*ulc,t) () Odu(c,t) M () (26)
oz | ' or’ ! Ox ner
- Ou(c ,t) . [8u(c+,t) B 8u(c,t)] — B () 82u(c;,t)’ 27)
oz oz oz oz
t, (u(c*,t) — u(cﬂt)) = —%[EQ(H)IQ(H)% 4+ Tg(ﬁ)%;’w + M,(c"),(28)
du(c’,t)  Ju(c ,t)| N L O%u(ct,t)
i [ Oz or | Eye)h(e) L (29)
fult 1) = %[Eﬂ)f?(z)% A AT I €'Y
. Qu(l”,t) _ B0 82u(lf,t)' (31)
oz

oz’

Las Eqgs. 26) a 9) expresan las condiciones del problema en laiti@nsde la viga
analizada.

3 RESULTADOS NUMERICOS

En el presente apartado se muestran resultadosricamébtenidos con el modelo
matematico desarrollado. Se determinaron valores ude coeficiente de frecuencias
adimensional y los correspondientes modos de \igeara una viga con distintos valores
de las restricciones elasticas en los extremose} punto intermedio. Dado que el algoritmo
desarrollado es general y muy versatil para la roid@a de resultados bajo distintas
condiciones de restriccion en extremos y en elguntermedio, se seleccionaron varios casos
relevantes para presentar mediante tablas y figuras

Para establecer las distintas condiciones de agoyos extremos de la viga, se adopta la
siguiente notacion:

A: extremo articulado donde los desplazamientossibws pero no las rotaciones,
E: extremo empotrado donde los desplazamientas nptaciones son nulos,
L: extremo libre de restricciones,
ER: extremo elasticamente restringido.
En laTabla 1se indica la forma en que se obtiene cada comdid@apoyo, al asignar
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valores a las correspondientes rigideces de lascresnes de los extremos.

Condiciones de
t r t T,
los extremos ! ! ? :
AA 00 0 00 0
EA 00 00 00 0
ER 1000| 1000| 100 | 100

Tabla 1: Valores de las restricciones elasticaa pgpresentar algunas condiciones de apoyo exti@sr®s.

Los resultados que se determinaron correspondenediciente de frecuencias naturales
dado por

A= PA
) E\ I
donde el subindice indica el modo y el subindide denota al tramo correspondiente de la
viga. Asi esi =1 para el primer tramo e=2 para el segundo tramo. Para el caso en que es
p=p=p,1=1=1,A=A=Ay E=E =FE,, el coeficiente de frecuencias se
reduce a:

Lk VY (32)

PA
A= =—wl. 33
0 T B (33)

En el caso en que todas las fuerzas externas &esusobre la viga son nulas, y la densidad
y rigidez a la flexidon son constantes a lo largadda tramo de la viga, es posible utilizar el
método de separacién de variables y adoptar colacignes de las ecuaciones diferenciales
dadas por la Eql19) y la Eg. £0) a las funciones definidas por:

Z u, (x)cos(wt), (34)

Z u, (z)cos(wt), (35)

dondew, (x) denota al n-eésimo modo natural de vibracion @eht; .
Si se introduce el cambio de variables=z /[ en las Eqs.24) a 31), las soluciones
correspondientes estan dadas por

ulw(f) =C, cosh()\mf) + C, sinh(\ 7))+ C, cos(\ ,7) + C, sin(\ T), (36)

um(f) =0, cosh()\mf) +C, Sinh()\mzf) +C. cos()\uzf) + C, Sin()\mf). (37)

Si se reemplazan las expresiones dadas por 188qy (a Eq. 87) en la Eq. 84) y la Eq.
(35) y luego en las condiciones de contorno y tradeidadas por las Eq4) a 31), se

obtiene un sistema de ocho ecuaciones homogéneasodgnitasC.. Dado que el sistema es

homogéneo, para que exista una solucién no trigladieterminante de los coeficientes debe
ser nulo. Este procedimiento lleva a construircciaaeion de frecuencias:
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G(T,R,T,R,T,,R,\ c)=0, (38)

c? 7127

donde las expresiones adoptadas para los coeéisidptrigidez estan dadas por:

P o P 7 o

BT EITY OEl (39)
rl _rl o)

R EI’R El’Ffz El’

coni=12. Los valores del coeficiente de frecuendig, fueron obtenidos con el método
clasico de biseccion.

4 CAMBIO MODAL ANTE LA PRESENCIA DE UNA RESTRICCION E LASTICA
TRASLACIONAL INTERMEDIA

El modelo desarrollado es general dado que perphbtener una gran variedad de
resultados con distintas condiciones de contomcduyendo las condiciones de contorno
clasicas y donde ademas se pueden evaluar diferedadiciones de restricciones
intermedias. Esta caracteristica del modelo perroltéener una inmensa cantidad de
resultados para futuros andlisis, no obstanteeemmtdrés en el presente trabajo el analisis
centrado en un comportamiento particular, que spmede a la influencia de la restriccion
elastica traslacional intermedia.

En particular se obtuvieron los valores de lasueecias naturales y los modos de
vibracion al colocar cierta restriccion elasticdermedia, debido a la cual se observan
inversiones en las formas modales y cruces de dretas naturales entre algunos modos
afectados. Este andlisis se considera important® adpe las formas modales y sus
correspondientes frecuencias naturales de una gm@aje se encuentra restringida por un
soporte intermedio, dependen fuertemente de lataotesde rigidez de este soporte. Esto
pone en evidencia el rol fundamental del vincuterinedio cuando se pretende desarrollar
actividades de disefio y en particular cuando seadesalizar los modos y frecuencias
naturales del sistema estructural en estudio.

El procedimiento realizado para detectar este feménes el siguiente:

En primer lugar se determinan los ceros de las dsrmmodales cuando no existen

restricciones intermedias. A dichos puntos se Ersoth porc ~dondem indica el modo

analizado yn indica la numeracion de los ceros de la forma moalaespondiente. Luego en
los puntosc_ (verFigura 2 se ubica una restriccion elastica traslacianaComo ejempilo,

en laFigura 3se observa la forma modal del modo 3 de una dghingida elasticamente en
ambos extremos, en la misma se encuentra el pdenerde la forma modai, y el segundo

cero esc,,. Para obtener los valores de , se adoptat, = =0 y t, =17, =00. Los
valores dec ~ obtenidos se presentan e k&bla 2

Una vez ubicada la restriccion elasticase determina el valor de rigidez traslacional que
hace que ocurra el fendbmeno de inversion de lasad®modales.
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Iz
N «— Cero de la forma modal %,

Figura 2: Viga analizada con el punto intermedio: nodon del modom

CB Cx Cs Cs Caz Ces G

AA 0.50000 0.33333 0.66667 0.50000 0.50000 0.50000
EA 0.55750 0.38596 0.69225 0.52936 0.52000 0.51515
RE 0.65182 0.40109 0.78802 0.53571 0.50624 0.50302

Tabla 2: Valor de los ceros de las formas modadea gistintas condiciones de apoyo en los extreRiBs.
T, = R =1000, T, = R, =100

Figura 3: Ubicacion del primer cekg, y del segundo cero,, de la forma modal 3 para una viga restringida
elasticamente en ambos extremos

CB /11,1 /11,2 /11,3 /11,4 /11,5 /]1,6 /11,7 /11,8
AA 3.141592 6.283185 9.424777 12566370 15.707963 49895 21.991148 25.132741

EA 3.926602 7.068582 10.21017@3.351768 16.493361 19.6349522.776546 25.918139
RE 3.809326 5.634569 7.932922 10.167847 12.831213 88588 18.845199 21.938205

Tabla 3: Valores del,; coni =1,2,...8y sus correspondientes formas modales para tastasscondiciones de
apoyo en los extremos. RE;: = R =1000, T, = R, =100

Se analizaron los casos correspondientes a unacuiggs condiciones de apoyo estan
descritas en laTabla 1 Para ello, se consider6 una restriccion elasticarmedia

proporcionada por un resorte traslacional ubicadia @osicionc =~ tal como se muestra en la

Figura 4y para cada caso se analizaron los resultadassdealores extremos de un intervalo
en el cual se observa el fenomeno de inversion metaalor de rigidez del resorfe donde

ocurre exactamente el cambio modal y cambio deiémewa entre el modo — 1 y modom
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se lo nombral F .

r
1 to

Figura 4: Viga analizada con la restriccion ela@stiaslacional intermedia

4.1 Caso AA

Para analizar el presente caso se consijeré, r, =0, t, =c y r, =0 y una restriccion

elastica traslacional intermedia eg = c,, = 0.5. Para determinar el valor de rigid€Z para

el cual se produce el cambio de modos y frecugnesaseemplaza en la EQ@8J, los valores
de A, y c,. De esta forma se obtuvo el valor exaftd,, =995.9135: que corresponde al
valor donde ocurre el fendmeno de cambio modal iddocoinciden los valores de las

frecuencias del modo 1 y del modo 2. Ef #dbla 4se presentan los valores de las frecuentas
A Ao As Y A, con sus correspondientes formas modales para dtwres de

T.=T,-0yT, =15, +J donde ey OR,5>0.

Cc Cc

T /]1,1 /]1,2 /11,3 /]1,4
995.9 6.28317136 6.28318530 10.05260274 12.56637061
996.0 6.28318530 6.28327428 10.05266614 12.56637061

SV N S VA Y

Tabla 4: Valores del, ,, A, ,, A4, ¥ A, Y Sus correspondientes formas modales para obssreambio entre
los modos 1y 2 coe,, =0.5

Al realizar el mismo andlisis para observar el cambodal entre los modos 3 y 4, se
obtiene T.%,, =7937.6621¢ que corresponde al valor donde ocurre el fendnaenoambio

c

modal y donde coinciden los valores de las frecasriel modo 3 y del modo 4. EnTabla
5 se presentan los valores de las frecuentas A ,, 4, y A, con sus correspondientes

formas modales para los valores{e=T",,-d y T.=T.F,,+J dondedR,J>0.
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T /]1,1 /11,2 /11,3 /]1,4
7930 6.28318530 7.60452961 12.56506301 12.56637061
7940 6.28318530 7.60484404 12.56637061 12.56676921

d
<

NS\

Tabla 5: Valores dél, ;, A, ,, A,; ¥ A, Y sus correspondientes formas modales para obssrgambio entre

(

los modos 3y 4 coe,, =0.5

Si se considera a la restriccion elastica trastatienc,, =1/ 3, que corresponde al primer

nodo de la forma modal 3, se obtiefig,, =3354.9547., que corresponde al valor donde
ocurre el fendbmeno de cambio modal y donde coinclde valores de las frecuencias del
modo 2 y del modo 3. En [Babla 6se presentan los valores de las frecueAtasA, ,, 4,y
A, con sus correspondientes formas modales para #beres de T. =T, -J vy

T.=TF, +0 dondedOR,5>0.

C

TC Al,l /11,2 /11,3 Al,4
3354.9 5.24623045 9.42475656 9.42477796 13.23027960

3355.0 5.24623311 9.42477796 9.42479566 13.23029833

Tabla 6: Valores del, ,, A, ,, A,; ¥ A, Y sus correspondientes formas modales para obs#medal entre los

:

modos 2y 3 corg,, =1/3

Si se ubica la restriccion elastica traslacionalogy=2/3, punto que corresponde al

segundo nodo de la forma modal 3, se obtienen issas valores de frecuencias que para el
caso en que la restriccion se encuentracgr1/3, y las formas modales son simétricas

respecto a un eje perpendicular al eje de la vigapgsa por el centro de la misma. También
se obtiene qud ", =T.%,,. Por lo tanto, los resultados se observan efalsla 6con la

C

observacion de la forma modal sefialada anterioement

4.2 Caso EA

Para analizar el presente caso se considgrdo, r,=o, t,=c y r,=0 con una
restriccion elastica traslacional intermedia e)=0.5575(. Para determinar el valor de
rigidez T.F para el cual se produce el cambio de modos yéregias, se reemplaza en la Eq.
(39), los valores del, , y c,,. De esta forma se obtuvo el valor exa€fo, =1377.5812: que

corresponde al valor justo donde ocurre el fenéntenoambio modal y donde coinciden los
valores de las frecuencias del modo 1 y del modéndaTabla 7se presentan los valores de
las frecuentas, ,, A ,, A, ; ¥y A, con sus correspondientes formas modales paraaloses
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deT.=T5,-0yT =TF, +J donde edIR,J>0.

Cc Cc

-

T Ay A A Ay
1377.5 7.0685]/.?43 7.06858274 = 10.87126233 13.?)97“.462
P e \\\ - \\\ . 7 \\\\ % ERN B - ;\
1377.6 7.06858274 7.06859760 ~10.87131054 - 13.397500
\\\ y \\ /,,” \\\ / SO \\\‘ / \\\\ .

Tabla 7: Valores dél, ;, A, ,, A,; ¥ A, y sus correspondientes formas modales para obssrgambio modal
entre los modos 1y 2 can, =0.5575(C

Al realizar el mismo analisis pero para observaraghbio modal entre los modos 3y 4, se
obtiene T_%,, =9532.3830(, que corresponde al valor donde ocurre el fenénsenoambio

C

modal y donde coinciden los valores de las frecasrel modo 3 y del modo 4. EnTabla
8 se presentan los valores de las frecuentas A ,, A, y A, con sus correspondientes

formas modales para los valores®e=T.5,, -9 y T.=T.%,,+J donded R, >0.

T /]1,1 /11,2 /11,3 /]1,4
9520.0 6.97929067 8.43566591 13.34997025 13.3517687
9540.0 6.97931871 8.43621980 13.35176877 13.3528734

/\/\ M

Tabla 8: Valores del, ,, A, ,, A4, ¥ A, Y sus correspondientes formas modales para obssrgambio modal
entre los modos 3 y 4 car), =0.5293€

¢
5

Si se considera a la restriccion elastica trastetien c,, =0.3859¢, que corresponde al

primer nodo de la forma modal 3, se obti€hg,, =4143.6911: que corresponde al valor
donde ocurre el fenbmeno de cambio modal y donideiden los valores de las frecuencias
del modo 2 y del modo 3. En Tabla 9se presentan los valores de las frecuenfas4, ,,

As Y A, con sus correspondientes formas modales paradioses deT, =T ,-0 Yy
T.=TF, +0 dondedOR,5>0.

C

T /]1,1 /11,2 /11,3 /]1,4
4143.6 5.69888092 10.21014748 10.21017612 14188377
4143.7 5.69888360 10.21017612 10.21017891 14.18&5397

d
i
!
¢

Tabla 9: Valores dél, ;, A, ,, A,; ¥ 4, Y sus correspondientes formas modales para obssrgambio modal
entre los modos 2 y 3 can, = 0.3859¢
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Si ahora se considera a la restriccion elasticalaenal en c,, =0.6922%, que
corresponde al segundo nodo de la forma modal 3bsiene T.5,, =4270.6508. que

C

corresponde al valor donde ocurre el fendmeno debica modal y donde coinciden los
valores de las frecuencias del modo 2 y del moden3aTabla 10se presentan los valores de
las frecuentas, |, A ,, A, ; ¥y A, con sus correspondientes formas modales paraaloses

deT.=T°,-0yT =TF,,+J dondedIR,5>0.

Cc C

T /]1,1 /11,2 /11,3 /]1,4
4270.6 6.16443629 10.21015958 10.21017612 13.988869
4270.7 6.16443861 10.21017612 10.21019212 13.968883

Tabla 10: Valores dd\, ,, A, ,, A4, ; ¥ A, Y sus correspondientes formas modales para obssreambio modal
entre los modos 2 y 3 can, =0.69225

4.3 Caso RE

Para analizar el presente caso se consi@iegroR =1000 en un extremo y, = R, =100
en el otro extremo de la viga con una restricciddstEa traslacional intermedia en
c,, =0 .6518Z. Para determinar el valor de rigid€Z para el cual se produce el cambio de

modos y frecuencias, se reemplaza en la 8, (os valores del, , y c,,. De esta forma se

obtuvo el valor exactdl ",, =602.6453. que corresponde al valor justo donde ocurre el

fendmeno de cambio modal y donde coinciden losrgalde las frecuencias del modo 1 y del
modo 2. En larabla 11se presentan los valores de las frecueAtasA, ,, A,; y 4, con sus

correspondientes formas modales para los valorég d8.%,, -0 y T, =T.5F,, +J donde es

Cc C
O0UR,0>0.
TC Al,l /11,2 Al,3 /11,4
590.0 5.61763046 5.63456929 8.26027911 10.37585293
\\\ \ \ - / \

610.0 5.63456929 5.644246@:@ 8.27099513 10.38371828

: \ e \\ A N\ / \\
- - \\ % AN // \

~ " N
Tabla 11: Valores dd\, ,, A, ,, A4, ; ¥ A, Y sus correspondientes formas modales para obssreambio modal
entre los modos 1y 2 car), =0 .6518=

Al realizar el mismo analisis pero para observaraghbio modal entre los modos 3y 4, se
obtiene T_%,, =4236.2433", que corresponde al valor donde ocurre el fenéntenoambio

C

modal y donde coinciden los valores de las frecasrel modo 3 y del modo 4. EnTabla
12 se presentan los valores de las frecuentas A, ,, A, ; y A, con sus correspondientes
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formas modales para los valores@e=T.5,, -9 y T.=T.%,,+J donded R, >0.

Cc Cc

T /11,1 /]1,2 /11,3 /]1,4
4220 5.21392078 7.07156307 10.16359191 10.16784749
4250 5.21406231 7.07229983 10.16784749 10.16882847

Tabla 12: Valores dd\, ,, 4, ,, A4, ; ¥ 4, Y sus correspondientes formas modales para obssreambio modal
entre los modos 3y 4 car), = 0.53571

Al realizar el mismo analisis pero para observaraghbio modal entre los modos 5y 6, se
obtiene T.",, =15740.3413 que corresponde al valor donde ocurre el fenénaenoambio

modal y donde coinciden los valores de las frecasrel modo 5 y del modo 6. EnTabla
13 se presentan los valores de las frecuedtas A, ,, A5 y A, con sus correspondientes

formas modales para los valoresTe=T.5,, -0 y T.=T.5,,+J dondedR,J>0.

Cc Cc

TC Al,3 /11,4 /11,5 /11,6
15730 9.98665721 11.16618208 15.78765565 15.7885830

15750 9.98672 11.16659 15.78858 15.78944

NSNS

Tabla 13: Valores ddl, ;, A, ,, A5 Y A ¢ Y sus correspondientes formas modales para obsdreambio
modal entre los modos 3 y 4 capg, =0.50624

Al realizar el mismo analisis pero para observaraghbio modal entre los modos 7 y 8, se
obtieneT.5,, =42234.3468. que corresponde al valor donde ocurre el fenéndenoambio
modal y donde coinciden los valores de las frecasrael modo 7 y del modo 8. EnTabla
14 se presentan los valores de las frecuedtas A ¢, 4, ; ¥y A ¢ con sus correspondientes

formas modales para los valoresT{e=T.",, -0 y T. =T, +J dondedR,5>0.

Cc Cc

T /]1,5 /11,6 /11,7 /]1,8
42220 15.78067117 16.77049430 21.93767692 21.933205
42250 15.78067447 16.77091231 21.93820541 21.989781

:

AV AV A AN VANVAV/

Tabla 14: Valores dd, ;, A 4, A ; Y A 4 Y sus correspondientes formas modales para obsdreambio
modal entre los modos 3 y 4 cay =0.50302

Si se considera a la restriccion elastica trastetien c,; =0.4010¢, que corresponde al
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primer nodo de la forma modal 3, se obtiéh, =1846.7944: que corresponde al valor
donde ocurre el fenbmeno de cambio modal y dontdeiden los valores de las frecuencias
del modo 2 y del modo 3. En Tabla 15se presentan los valores de las frecueAtasA, ,,

As Y A, con sus correspondientes formas modales paradimses deT, =T, -0 y

T =TF,+0 dondedOR,J>0.

T /]1,1 /]1,2 /]1,3 /11,4
1830 4.63869576 7.92429194 7.93292293 10.91197442
1860 4.63978194 7.93292293 7.93963543 10.92484093

Tabla 15: Valores dd\, ,, 4, ,, A, ; ¥ 4, Y sus correspondientes formas modales para obssreambio modal
entre los modos 2 y 3 cam, = 0.4010¢

Si ahora se considera a la restriccion elasticalagmnal en c,, =0.7880z, que
corresponde al segundo nodo de la forma modal 3pbsiene T.5,, =1832.1081¢ que

C

corresponde al valor donde ocurre el fendmeno debica modal y donde coinciden los
valores de las frecuencias del modo 2 y del moden3aTabla 16se presentan los valores de
las frecuentas, |, A ,, A, ; ¥y A, con sus correspondientes formas modales paraaloses

deT.=T°,-0yT =TF,,+J dondedIR,5>0.

c

T /]1,1 /]1,2 /]1,3 /11,4
1820 5.11810960 7.92494436 7.93292293 10.38094493
1840 5.11882761 7.93292293 7.93809118 10.38343189

Tabla 16: Valores dd\, ,, A, ,, A4,; ¥ 4, Y sus correspondientes formas modales para obssreambio modal
entre los modos 2 y 3 can, =0.78802

En laTabla 17se presentan los valores §&, , calculados en el presente trabajo.

E E E E E E
CB Tc 21 Tc 31 Tc 32 Tc 42 Tc 63 Tc 84

AA 995.91354 3354.95472 3354.95472 7937.66219 282340 63500.85464
EA 1377.58123 4143.69111 4270.65082 9532.38300 BO2AT80 69642.19191

RE 602.64531 1846.79443  1832.10816 4236.24943 134281  42234.34684

Tabla 17: Resumen de los valoresTdg,, calculados

5 COMPARACION CON RESULTADOS EXPERIMENTALES

Se realizaron ensayos experimentales para obesnenlores dd.5,, para los casos AA'y

C
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EA, para lo cual se midieron valores anterioresstgriores al valor d&,°,, buscado; de esta
manera se pudo determinar el comportamiento antgrjosterior de la forma modal y el
valor de las frecuencias modales correspondientes.

En laFigura 5se observa el cambio modal obtenido en formadagriexperimental para
el caso AA donde,, =0.5y T.5,, =995.9135,

10

8 _
@
6 . . .
<
4
2 —11 —AL,2
X Experimental Modol ® Experimental Modo 2
0 T . . . T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Tc

Figura 5: Cambio modal obtenido con el presentsafmaen forma tedrica y experimental para el ca&alénde
c,, =05y TF, =995.9135¢

[

En laFigura 6se observa el cambio modal obtenido en formadadriexperimental para
el caso EA donde,, =0.5y T.F,, =1377.5812:

C

10

81 —®
T @ ®
6 //X/l
<
4 A
2 | —21,1 —2,2
X ExperimentalModo1 @ Experimental Modo 2
0

0 1000 2000 3000 4000
Tc

Figura 6: Cambio modal obtenido con el presenteafoaen forma tedrica y experimental para el casa@nde
c,, =0.55750 y T.F,, =1377.5812!

C

En laFigura 7se observan los valores d¢ para los nodos centrales del modo CM, con

CM=2, 4, 6 y 8, para los valores de CM donde CMelesegundo modo involucrado en el
cambio modal. Por ejemplo, para cambio modal entrdo 1y 2, CM=2.
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1.E+05

1.E+04

Tc

1.E+03

<-AA -<EA <-RE
1.E+02 T T 1

CM

Figura 7: Valores d&,F para los nodos centrales y para los valores del@Me CM es el segundo modo
involucrado en el cambio modal. Ejemplo, para camhddal entre modo 1y 2, CM=2.

6 CONCLUSIONES

Se aplicaron las técnicas del célculo de variasigraga obtener el modelo matematico del
comportamiento de una viga tipo Bernoulli con legreamos elasticamente restringidos de
rotaciones y traslaciones y con una restricciostiel general en un punto intermedio.

Se demostré la existencia de cambios en las form@dales y en las frecuencias para
ciertos valores y ubicacion de la restriccion @astraslacional intermedia. También se
investigd los efectos sobre las frecuencias y modesvibrar de la variacion de las
restricciones elasticas en los extremos de laywgael punto intermedio.

Se ampliaron los resultados obtenidos Afirarracin et al. (20043londe se presentd un
estudio sobre el comportamiento de las frecuerigagbracion y de los modos de vibracion
de una viga simplemente apoyada en sus extremasgdoua rigidez de un resorte intermedio
es variada dentro de un cierto intervalo.

Mediante el modelo desarrollado se obtuvieron &eres exactos del valor de la constante
elastica de la restriccion elastica intermediapo®oca el cambio modal.

Para los casos particulares con restriccionesca®ghA y EA se realizo adicionalmente
una comparacion con resultados experimentales ritekep valor de la restriccion elastica
general en un punto intermedio, donde se obseredhgbbo una muy buena concordancia
entre los valores medidos y los calculados conaeleto desarrollado.

La buena concordancia entre los valores teodricd®sy experimentales ofrecen una
adecuada validacion del modelo matematico obtenido.
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