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Resumen. En este trabajo se obtiene la solucién numérica de un problema de Stefan a una fase, plantea-
do en un material semi-infnito, en el que la conductividad térmica depende de la temperatura y en el
que se considera ademds la presencia de un término convectivo, en el borde fijo se supone una condi-
cién de flujo de calor. Para ello se desarrolla un algoritmo derivado del anélisis tedrico de este problema
de frontera libre y un método de diferencias finitas con paso espacial variable. Se implementan ambos
procedimientos utilizando el software Scilab y se comparan los valores numéricos obtenidos.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de conduccién del calor con cambio de fase, aparecen frecuentemente en
procesos industriales y en otros problemas de interés tecnoldgico (Alexiades y Solomon, 1983;
Athanasopoulos, 1999; Fasano y Primicerio, 1986; Figueiredo et al., 2006; Kenmochi, 2000).
Por este motivo el modelado de este tipo de sistema es de gran significacion desde el punto de
vista de la matematica aplicada. Una amplia bibliografia sobre el tema puede verse en Tarzia
(2000).

En este trabajo se considera un problema de Stefan a una fase, planteado en un material semi-
infinito, en el que la conductividad térmica depende de la temperatura y en el que aparece un
término convectivo. En el borde fijo z = 0 se impone una condicién de flujo del tipo —\q/—oz (q0 >
0) y se supone que la temperatura de cambio de fase es §; = 0. Se pretende determinar la
evolucion del frente de cambio de fase x = s(t) y la distribucién de temperatura 6(z, t).

Se estudia (Natale y Tarzia, 2008; Rogers y Broadbridge, 1988) el siguiente problema de
frontera libre:

00 0 00 00
P = o (k(@,x)a—x) — U(G)a_x ,0<z<s(t), t>0, (1)
k000.4).02% (0,1 = — %0 0,1>0 2
((7)7)%(7)__%7q0> 5 > U, ()
00 .
k(0(s(t),t),s(t)) E (s(t),t) = —pls(t) , t >0 3)
0(s(t),t)=0,t>0, s(0)=0. 4)

Los coeficientes ¢ ([c] = 5”—822), p ([p] = %) yl([l] = ’;”‘—22) son respectivamente, el calor es-
pecifico, la densidad y el calor latente de fusion del medio; la coductividad térmica (0, z) y la
velocidad generalizada v(6) estdn dadas por las siguientes expresiones (Natale y Tarzia, 2008;
Rogers y Broadbridge, 1988):

1+dx d

k0, x) = pc—— v(0) = pc———, 5
(0, ) p(a+b€)2 (0) p2(a—|—b€)2 (%)
siendo b ([b] = m—‘/gc) un parametro real y a ([a] = ‘/Fg) y d ([d) = L) pardmetros reales posi-

tivos. Este tipo de conductividad térmica ha sido considerada en numerosos trabajos, en tanto
que la ecuacion de transporte no-lineal (1) aparece conectada con flujos no-saturados en medios
heterogéneos (Bluman y Kumei, 1980; Broadbridge, 1986).

En la Seccién 2 se presentan resultados tedricos acerca de la existencia y unicidad de la
solucién del problema tratado.

En la Seccién 3 se exhibe un algoritmo, derivado de los resultados tedricos, que permite
calcular los valores numéricos de la solucién y también se describe un método de diferencias
finitas con paso espacial variable con el cual aproximar la solucién del problema tratado.

En la Seccion 4 se muestran los resultados obtenidos implementando el algoritmo “tedrico”
y el método de diferencias finitas, a través del software Scilab, programa de c6digo abierto.

En la Seccion 5 se muestran las conclusiones.
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2. RESULTADOS TEORICOS

Para el tratamiento del Problema (1)-(4) en Natale y Tarzia (2008) se realiza en primer lugar
la siguiente transformacion:

N |=

2 1 — 2 _
y=-lQ+de)z =1, S(t)=-[(1+ds(t)” =1, 0(y,t) = 0(x,2).
Luego se define la nueva transformacidn:

v =1y (y,t) = /(a + b0(o,t))do + (—éb +a)S(t)
S(t)

1
O (' t*) = —— |, "=t
a+ bl(y,t)
* (g% * l Q
S* (") =y" =5 = (==b+a)S(t)
y la variable de semejanza:
&=~

donde v* es una constante positiva adimensional a ser determinada. Las nuevas funciones in-

cognita:

satisfacen entonces el siguiente problema diferencial ordinario:

426 d@*
d§*2+ 5 —bq [<§<1 ©6)
dO*
o b \/7Z V27" b ©7(=bg ﬁ) ©
d@* * *
g = ©)
0'(1) = ; ©)
con
. @ . Ib
= pc’ “ = a(=1lb+ca)

La solucion de la ecuacion diferencial (6) esta dada por:

donde

A=vifFaten3),  B=l-viy/gatener (/).
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erf(z exp(—u?)du.
s

La constante desconocida * resulta ser la solucién de la ecuacion:

a7y \/7 exp(—%) , v >0, (10)
9(bgg, = +erf )
donde

2
g(x,p)zerf(x)erw, x>0, pecR.

En el mencionado trabajo (Natale y Tarzia, 2008) se prueba que: Sib > 0y a > % 6b <0,
entonces existe una tinica solucion del problema de frontera libre ( 1)-( 4) dada por:

1 1
O(z,t) = b | Frae o (v a] , O<ax<s(t), t>0 (11)
s(t) = 225 [2vE + 2454 (12)

siendo

_ ]
5_\/; (13)

y la funcion'Y =Y (y,t) la solucion del probema de Cauchy en la variable y :
oy ral
3_y<y’t):ﬁ<m>’ O<y<S(t>, t>0 (14)

Y(0,2) = —bgy , (15)

donde t > ty > 0 es un pardmetro, siendo t, cualquier tiempo positivo dado.

3. METODOS NUMERICOS
3.1. Algoritmo derivado de los Resultados Tedricos

Teniendo en cuenta los resultados tedricos expuestos en la Seccién 2, para obtener los val-
ores numéricos de la solucion explicita (11)-(12) se propone el siguiente

ALGORITMO
PASO 1: Calcular ¢ en (13) a partir de la solucién ~* de la ecuacién (10);

PASO 2: Fijado tq > 0 para cada t > t,, calcular s(t) de la expresién (12);
PASO 3: Calcular Y = Y (z,t) como la solucion del problema de Cauchy (14)-(15);

PASO 4: Calcular la temperatura § = 0(x, t) a partir de la expresién (11).
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3.2. Método de diferencias finitas con grilla variable

Considerando que el problema tratado, descripto por las ecuaciones (1) - (4), es un problema
de frontera libre, el dominio resulta variable en el tiempo y es por ello necesaria la utilizacién de
una malla variable para obtener una solucién numérica que aproxime a {0(x,t), s(t)}. La idea
del método, consiste en fijar un paso de tiempo At y definir la grilla de modo que la frontera
libre pase sobre los nodos de ésta (Caldwell y Savovic, 2002; Crank, 1984; Torres y Turner,

2001).

Se definen:
t1 > 0 (tiempo inicial), At > 0 paso de tiempo constante, t; = t1+(j—1)At, j =2, ...5maz
ry =0, s; = s(t1). Suponiendo que el segmento [0, s;] se encuentra particionado en (n— 1)

intervalos espaciales, paran € N, n > 1 se notan:

S1

szl—l = xl = (7’ - 1) Ax}—l? L= 27 -y T

n—1 "7

Mediante el algoritmo descripto en el parrafo anterior, se calcula 6] = 6(z;,t;) con i =
1,..,n — 1y de la ecuacién (4) se tiene que 0} = 0(z,,t,) = 0.

Para j = 2, ..., jmaz» Axg = Axg_l, t=1,...,n+j — 3, a partir de la ecuacién (3) se calcula
1
97%—&-] 3 At

Az’ e

n+j—3

Awn+] 2 = a2 (1 + dS]’,l) (16)

resultando 27 = 27 | + Az} |, i=1,..n+j—1, 6/ =0(x;t;).
Asi definidos los pasos temporal y espacial, se discretizan las ecuaciones (1) y (2) con un

esquema en diferencias finitas implicito en el tiempo y se obtiene un sistema no lineal de ecua-
ciones de orden n + 5 — 2 de la forma:

FI(67) =0
siendo 07 = (64, 60,....6% _,)y F7 = (f{, f3, ..., f1,;_5) un campo vectorial con:
o 0]’ _ 9j
F) = pe. %% | @D

Azy (a4 0072 Vi
yparai =2,...n+j —2

I3y — @i~ _ @I i _ 1+da; 1tda; i 0] —607_,
f(0) =0; 0 + At 2(at bGJ) CZ 2b(a+b9]) (CD (a+b67)2 Az (CZ Azi_q )]
con | 91+1 o

c=-"T—"
! Axl

Este sistema se resuelve aplicando el método iterativo de Newton para funciones vectoriales. Es
decir, conociendo 67~!

s se define w® = §7—1
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= se plantea el sistema lineal asociado:
J(w" N h = —FI(w=D)
donde J es la matriz Jacobiana del campo F'y h € R 2
n w™ =Y 4 p
= se hace r = r + 1 hasta r*, iteracion en la que se alcanza una tolerancia prefijada

s se define 67 = w(")

Observacion: la presencia del término convectivo en la ecuacidn (1) trae como consecuencia
que la matriz J resulte ser una matriz mal condicionada. Mas aun, puede observarse que su
nimero de condicién empeora en cada paso temporal y cuando se consideran valores de n mas
grandes, ya que aumenta su orden.

4. RESULTADOS NUMERICOS

En esta Seccidn se implementan en Scilab los algoritmos descriptos en la Seccién anterior.
Con el fin de comparar los valores de las soluciones numéricas obtenidas, se considera un ma-
terial cuyas constantes térmicas son:

c= 4187@% calor especifico;
[ = 394000k—‘; calor latente de fusién;

p= 1000% densidad de masa volumétrica.
Los pardmetros a, by d en las expresiones ( 5) se suponen:

a=4248Y%;  b=-1/10"2;  d=60L.

Con At = 10sseg, t; = (j — 1)At, j = 1,...,181 y n = 30 se analizan cuatro casos para
diferentes valores de ¢, en la condicién de borde ( 2).

Para medir las diferencias entre las soluciones obtenidas por ambos métodos numéricos, se
calculan los errores porcentuales £ entre los valores de las fronteras libres s;.,, (correspondiente
al algoritmo de la Seccién 3.1) y spr (correspondiente al algoritmo de la Seccion 3.2). En la
ecuacion (16) puede observarse la intima relacion entre la discretizacion espacial y la frontera
libre.

Se grafican dichas fronteras libres y para el instante final de tiempo, se grafican también las
distribuciones de temperatura T}., y Tpr.

Las figuras que aparecen al final del trabajo, muestran los resultados numéricos segun el
siguiente detalle:

CASOI: (Fig. 1y 2) qo= 48642,35’“—;

CASOTL: (Fig. 3y 4) gy = 69954,62%4

y  E,=279%.
y E,=297%.

CASOIII: (Fig. 5y 6) qo = 102136,22% y FE,=2.83%.

-3
s2
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CASOIV: (Fig. 7y 8) g0 = 128887074 y E,=391%.

Cuando se tomaron discretizaciones espaciales mas finas (es decir valores de n mds grandes),
los errores porcentuales no disminuyeron. Esto es, seguramente, consecuencia del mal condi-
cionamiento de la matriz J observado en la Seccidon anterior, el cual afecta a la solucion del
sistema lineal que debe resolverse en cada paso temporal.

5. CONCLUSIONES

Se obtuvieron valores numéricos de la solucién {6(zx,t), s(t)} del Problema (1)-(4) a través
de la implementaciom de dos procedimientos:

1. un algoritmo derivado directamente del analisis tedrico del problema, efectuado en
Natale y Tarzia (2008);

2. un método de diferencias finitas con paso espacial variable.

Se observé que, mediante el primer procedimiento pueden encontrarse valores de la solucién
para cualquier instante de tiempo ¢ > 0.

En el caso del segundo procedimiento, al aplicarse el método de Newton para la resolucion
del sistema no-lineal al que se arriba, se generan en cada iteracidon sistemas lineales cuyas
matrices de coeficientes son mal condicionadas y ese mal condicionamiento empeora a medida
que se avanza en el tiempo. Por este motivo este método pudo ser empleado sélo en intervalos
reducidos de tiempo.

En el intervalo de tiempo comun a la aplicaciéon de ambos procedimientos se compararon los
valores de las soluciones y se obtuvieron resultados aceptables (con errores menores al 5 %).

En consecuencia, se puede afirmar que el algoritmo propuesto a partir del estudio tedrico,
proporciona una herramienta eficiente para el cdlculo de la soluciéon numérica del problema de
frontera libre considerado.
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Figura 1: Frontera libre (¢p = 48642735%)
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Figura 2: Temperatura en el instante final de tiempo (qg = 48642,35%9)
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Figura 4: Temperatura en el instante final de tiempo (qg = 69954,62%9)
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