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Resumen. Este trabajo presenta un método novedoso para estimar simultáneamente las distribuciones 
de tamaños de núcleo (NSD) y de partícula (PSD) en sistemas coloidales de partículas sub-
micrométricas con morfología esférica núcleo – coraza a partir de mediciones de dispersión de luz 
estática (ELS), mediante la determinación de la distribución bivariable de tamaños de núcleo y de 
partículas. El problema físico conduce al planteo de un problema inverso mal-condicionado el cual se 
resuelve por regularización de Tikhonov, con selección del parámetro de regularización a partir del 
método de la curva-L. El método propuesto se evalúa sobre la base de dos ejemplos simulados 
numéricamente correspondientes a látex poliméricos de partículas con núcleo de poliestireno y coraza 
de polimetacrilato de metilo, y un caso experimental correspondiente a un sistema coloidal de 
partículas con núcleo de Hematita y coraza de carbonato de Itrio. Los resultados muestran que el 
método propuesto es adecuado para estimar la distribución bivariable de tamaños a partir de 
mediciones de ELS. Con este procedimiento, se recuperan aceptablemente la NSD y la PSD en los 
ejemplos simulados; y en el caso experimental, se logra una buena concordancia entre las estimaciones 
y las mediciones obtenidas por microscopia electrónica de transmisión. 
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1 INTRODUCCION 

La distribución de tamaños de partícula (PSD) es una característica física de gran 
importancia en sistemas coloidales particulados tales como aerosoles, emulsiones, 
suspensiones, dispersiones, polvos, etc. Por ejemplo, el comportamiento reológico y la 
estabilidad química de emulsiones y dispersiones, los procesos de coagulación, y ciertas 
propiedades magnéticas y ópticas son influenciadas por la PSD (Collins, 1997). 

En sistemas coloidales de partículas esféricas con morfología homogénea, como la 
esquematizada en la Fig. 1a), la PSD discreta, )( iDf  (i = 1, …, N), representa la fracción en 
número (o el número) de partículas con diámetros comprendidos entre iD  y DDi Δ+ . La 
técnica de dispersión de luz estática (ELS) se ha utilizado ampliamente para estimar la PSD 
en este tipo de sistemas coloidales (Glatter y col., 1985; Hofer y col., 1989; Finsy y col., 
1992; Eliçabe, y Frontini, 1996; Frontini, 2008). En ELS se ilumina la muestra a analizar con 
luz monocromática (láser) de longitud de onda 0λ  y se mide la intensidad de luz dispersada, 
I , a diferentes ángulos de medición, rθ  (r = 1,…, R). La teoría de Mie (Bohren y Huffman, 
1983) permite relacionar la PSD con las mediciones de intensidad de luz dispersada )( rI θ  
mediante: 
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donde Ik  es una constante y los coeficientes ),( irI DC θ  se calculan a partir de la teoría de 
Mie (Bohren y Huffman, 1983). Los coeficientes ),( irI DC θ  representan la fracción de luz 
dispersada por una partícula de diámetro iD  a un ángulo rθ , y dependen del tipo de 
polarización de la luz, y del índice de refracción del medio (nm) y de las partículas (np) a la 
longitud de onda 0λ . La estimación de la PSD )( iDf  sobre la base de la Ec. (1) involucra la 
resolución de un problema inverso mal-condicionado (PIMC) en el cual pequeñas 
perturbaciones en las mediciones producen enormes desvíos en la PSD estimada. Por esta 
razón, se utilizan normalmente métodos de regularización (Tikhonov y Arsenin, 1977) para 
resolver el PIMC descrito por la Ec. (1). Por ejemplo, el método de regularización de 
Tikhonov puede plantearse como un problema de optimización, mediante: 
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donde I  es el vector (R×1) cuyas componentes son las mediciones )( rI θ ; Î  (R×1) contiene 

las intensidades )(ˆ
rI θ  obtenidas a partir de la Ec. (1) para la PSD estimada )(ˆ

iDf ; f̂  

(N×1) contiene las ordenadas de )(ˆ
iDf ; H  es la matriz de regularización (R×N); α es el 

parámetro de regularización; y el símbolo “^” indica valor estimado. 
En cambio, para sistemas coloidales de partículas esféricas con morfología no homogénea 

de tipo núcleo – coraza como la que se esquematiza en la Fig. 1b), la distribución de tamaños 
discreta resulta una función bivariable, ),( il YXF  (l = 1,…, L; i = 1,…, N), la cual 
representa la fracción en número (o el número) de partículas con diámetro de núcleo 
comprendido entre lX  y XX l Δ+ , y diámetro de partícula (diámetro total) comprendido 
entre iY  y YYi Δ+ .  
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Figura 1: Esquema de dispersión de luz. a) Partícula esférica homogénea de diámetro D e de índice de refracción 
np; b) Partícula núcleo – coraza, de diámetro de núcleo Xl e índice de refracción np,X, y diámetro de partícula Yi e 

índice de refracción de coraza np,Y.  

Para un sistema como el descrito, la distribución bivariable, ),( il YXF , permite calcular 
la distribución de tamaños de núcleo (NSD), )( lX Xf , y la PSD, )( iY Yf , mediante: 
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Además, considerando el espesor de coraza, Zi,l = (Yi - Xl)/2, puede definirse a la distribución 
de espesores de coraza (TSD), )( ,liZ Zf , la cual se relaciona con ),( il YXF  y )( lX Xf  
mediante: 

 ]2/)[()()()(),( , liZlXliZlXil XYfXfZfXfYXF −==  (5) 

La teoría de Aden y Kerker (Bohren y Huffman, 1983) permite relacionar la distribución 
bivariable ),( il YXF  con las mediciones de ELS, )( rI θ , mediante: 
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donde los coeficientes ),,( ilrI YXC θ  se calculan mediante la teoría de Aden y Kerker 
(Bohren y Huffman, 1983). Los ),,( ilrI YXC θ  representan la fracción de luz dispersada por 
una partícula de diámetro de núcleo lX  y diámetro total iY , a un ángulo de rθ , y dependen 
del tipo de polarización de la luz, y de los índices de refracción del núcleo (np,X), de la coraza 
(np,Y), y del medio (nm) a la longitud de onda 0λ . La estimación de la distribución bivariable 
de tamaños, ),( il YXF , sobre la base de la Ec. (6) también conduce al planteo de un PIMC.  

El problema de estimación de la distribución bivariable ),( il YXF  no ha sido reportado 
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en la literatura. Por otro lado, el problema de estimación de la NSD y la PSD, )( lX Xf  y 
)( iY Yf , ha sido escasamente abordado en la literatura. Quirantes y col. (1997), y Lagasse y 

Richards (2003) estimaron PSDs en sistemas coloidales de partículas con morfología  núcleo-
coraza a partir de mediciones de ELS. Quirantes y col. (1997), estimaron la PSD en sistemas 
de partículas con núcleos de Hematita (Fe2O3) y corazas de carbonato de Itrio [Y(OH)CO3] 
dispersas en agua, aproximando la distribución )( iY Yf  mediante una expresión normal-
logarítmica (de diámetro medio Y  y desvío estándar Yσ ) para obtener por mínimos 
cuadrados los parámetros de la PSD. En su trabajo, utilizaron una de dos posibles hipótesis 
simplificatorias: i) consideraron a )( lX Xf  como monodispersa, reduciendo el número de 
incógnitas en el problema inverso a sólo tres: el diámetro de núcleo X , y los parámetros Y y 

Yσ ); o ii) consideraron constante la relación RX,Y = Xl / Yi, reduciendo las incógnitas también 
a tres: RX,Y  , Y y Yσ . El método propuesto por Quirantes y col. (1997), si bien obtuvo buenas 
aproximaciones de los diámetros medios de las distribuciones de núcleo y de partícula [en 
comparación con estimaciones obtenidas mediante microscopia electrónica de transmisión 
(TEM)], obtuvo distribuciones con anchos alejados de los esperados. Por otro lado, Lagasse y 
Richards (2003), trabajando con sistemas de partículas huecas de vidrio y suponiendo una 
relación RX,Y  constante, aproximaron la distribución )( iY Yf  mediante una combinación 
lineal de funciones B-Splines y propusieron resolver el problema inverso involucrado 
mediante un método de regularización. Sin embargo, la evaluación del método propuesto fue 
llevada a cabo sólo con partículas de tamaños superiores a los 6 μm. 

En este trabajo se propone un método para la estimación de la NSD y la PSD en sistemas 
de partículas con morfología núcleo – coraza, de mayor generalidad en el sentido que permite 
estimar la distribución bivariable ),( il YXF , sin asumir ninguna forma predeterminada. Se 
evalúa el método sobre la base de dos ejemplos simulados numéricamente correspondientes a 
látex poliméricos de partículas con núcleos de poliestireno (PS) y corazas de polimetacrilato 
de metilo (PMMA). Además, se analiza un caso experimental correspondiente a un sistema de 
partículas con núcleos de Hematita y corazas de carbonato de Itrio, caracterizado previamente 
mediante TEM. 

2 DESCRIPCION DEL METODO PROPUESTO 

En este trabajo se estiman la NSD y la PSD a partir de la estimación de la distribución 
bivariable ),( il YXF  y la posterior aplicación de las Ecs. (3) y (4). Para estimar ),( il YXF  
se propone utilizar el método de regularización de Tikhonov de segundo orden (Tikhonov y 
Arsenin, 1977). A tal fin, se generaliza la Ec. (2) reescribiéndola como: 
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donde ]/)(/)([ 22222 YX ∂⋅∂+∂⋅∂=∇  es el operador Laplaciano bidimensional 
implementado numéricamente; y α  es el parámetro de regularización, el cual se obtiene 
mediante el método de la curva-L (Hansen y O’Leary, 1993). 

Debido al mal-condicionamiento del problema inverso y a la presencia de ruido aleatorio 
en las mediciones )( rI θ , es esperable que el problema de optimización descrito por la Ec. 
(7) posea múltiples mínimos locales. Por lo tanto, la herramienta de optimización a utilizar 
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para resolver el PIMC debe ser capaz de obtener la solución correspondiente al óptimo global 
de la Ec. (7) evitando los óptimos locales. Se utilizó en este trabajo un algoritmo basado en 
optimización por enjambres de partículas (PSO) (Rocca y col., 2009). 

2.1 Resolución del PIMC mediante PSO 

En un PSO, la búsqueda del óptimo de la Ec. (7) se lleva a cabo mediante un conjunto o 
“enjambre” de “partículas” (para evitar confusiones, el término “partícula” correspondiente al 
PSO se indica entre comillas). En el contexto de PSO, una “partícula” representa una posible 
solución a la Ec. (7). Durante la ejecución de un PSO, cada “partícula” en el enjambre se 
mueve continuamente por el espacio de solución hasta que se alcanza un estado estable 
(Rocca y col., 2009). 

La p-ésima “partícula” en el enjambre representa un punto en un espacio de L×N, o sea: 
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La mejor posición obtenida por la p-ésima “partícula” [o sea, la posición que produjo el 
menor valor αJ  de la Ec. (7)], pB , y la mejor posición obtenida históricamente por el PSO, 
G , están representadas mediante: 
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Además, la p-ésima “partícula” se mueve sobre el espacio de solución con una velocidad dada 
por: 
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En cada iteración, k, la posición de las partículas y su velocidad son manipuladas de 
acuerdo con (Shi y Eberhart, 1998; Rocca y col., 2009): 

 ]}[{]}[{][]1[ 2211 kRckRckwk pppp
k

p FGFBVV −+−+=+  (8a) 

 ]1[][]1[ ++=+ kkk ppp VFF  (8b) 

donde wk es la llamada función de inercia; c1 y c2 son las aceleraciones cognitiva y social 
respectivamente; y R1 y R2 son dos valores aleatorios escogidos en cada iteración a partir de 
una distribución uniformemente distribuida en el intervalo (0,1). Existen infinitas 
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combinaciones posibles para los parámetros operativos wk, c1, y c2 en una PSO. Se utilizan 
aquí los parámetros propuestos por Trelea (2003): c1 = c2 = 1.7 y wk = 0.6.  

El enjambre se inicializa aleatoriamente en la primer iteración (k = 1) a partir de una 
distribución de probabilidades homogénea. En cada iteración, se utilizan las Ecs. (8a) y (8b) 
para actualizar la velocidad y posición de cada partícula en el enjambre. El número total de 
iteraciones en el PSO, K, se escoge de modo de asegurar la convergencia del algoritmo, y se 
adopta a G como la solución obtenida por la PSO. Mayores detalles sobre la implementación 
de PSOs pueden encontrarse en Shi y Eberhart (1998), y Rocca y col. (2009). 

3 ANALISIS DE EJEMPLOS SIMULADOS 

Para evaluar la validez del método propuesto, se analizan dos ejemplos simulados 
numéricamente de distribuciones bivariables, F1 y F2, correspondientes a látex de partículas 
con núcleos de poliestireno (PS) y corazas de polimetacrilato de metilo (PMMA) dispersas en 
agua. Para implementar las simulaciones, se discretizó el eje X en el rango [300 - 600] nm, y 
el eje Y en el rango [300 - 800] nm, ambos en intervalos de 5nm. La distribución bivariable 
F1 se genero a partir de la Ec. (5) asumiendo: i) una NSD fX,1 de tipo normal-logarítmica, 
obtenida a partir de la Ec. (9), de media X1g,D  = 400 nm, y desvío X1L,σ  = 0.04; y ii) una TSD 

fZ,1 normal-logarítmica [Ec. (9)] de media Z1g,D  = 15 nm y desvío Z1L,σ  = 0.30. De forma 
similar, la distribución F2 se obtuvo asumiendo: i) una NSD fX,2 normal-logarítmica [Ec. (9)] 
de media X2g,D  = 450 nm, y desvío X2L,σ  = 0.035; y ii) una TSD fZ,2 normal-logarítmica de 

media Z2g,D  = 25 nm y desvío L.Z2σ  = 0.35. 
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F1 y F2 exhiben diferentes distribuciones de núcleo y espesores de coraza y fueron 
escogidas para evaluar la performance del método de estimación ante distribuciones de 
diferente ancho y tamaño medio. F1 exhibe una TSD muy angosta y de bajo espesor medio, 
mientras que la TSD para F2 resulta más ancha y de mayor espesor medio. 

Las distribuciones F1 y F2 se utilizaron para simular las mediciones de ELS, I1 e I2 
respectivamente, mediante la Ec. (6), a los ángulos comprendidos en el intervalo [20º - 150º] 
en incrementos de 5º. Se asumió un láser de He-Ne ( 0λ =632.8 nm). A la longitud de onda 0λ  
se tiene nm = 1.3316 (Kerker, 1969); np,X = 1.5728 (Inagaki y col., 1977), y np,Y = 1.489 
(Kasarova y col., 2007). Para simular ejemplos cercanos a la experimentación, se perturbaron 
las mediciones con ruido aleatorio de distribución Gaussiana, media nula y desvío estándar 
igual al 0.25% del máximo de las mediciones. Se presentan en las Figs. 2) y 3) las 
distribuciones de núcleo (a), de coraza (b), la distribución bivariable (c), y las mediciones de 
ELS simuladas (d). 
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Figura 2: Ejemplo simulado 1. a) Distribución de tamaños de núcleos, fX,1; b) Distribución de espesores de 

coraza fZ,1; c) Distribución bivariable, F1; y d) Medición ELS. 

 

 
Figura 3: Ejemplo simulado 2 (Leyendas como en la Fig. 2) 
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Para resolver el problema inverso descrito por la Ec. (7), se seleccionó el rango de 
diámetros [300 - 600] nm para el eje X y el rango [300 - 800] nm para el eje Y, ambos en 
intervalos de 20 nm. El problema inverso se resolvió mediante la PSO descrita en la Sección 
2.1 utilizando 50 partículas en el enjambre y 25.000 iteraciones. Las distribuciones 
bivariables obtenidas, 1F̂  y 2F̂ , se utilizan para estimar las distribuciones de núcleo, Xf̂ , y 

de partícula, Yf̂ , a partir de las Ecs. (3) y (4) respectivamente. Se muestran en las Figs. 4) y 

5) las distribuciones Xf̂  y Yf̂  estimadas. Se observa de las Figs. 4a) y 5a) que aunque las 

estimaciones para las distribuciones de tamaños de núcleo Xf̂ , resultan algo más anchas que 
las simuladas, constituyen estimaciones aceptables. Por otro lado, las Figs. 4b) y 5b) muestran 
que las PSD estimadas Yf̂  resultan muy cercanas a las obtenidas mediante la Ec. (4) aplicada 
sobre las distribuciones bivariables simuladas, F1 y F2. 

 
Figura 4: Ejemplo simulado 1. a) Distribución de tamaños de núcleos simulada, 1,Xf , y estimada 1,

ˆ
Xf ; b) 

Distribuciones de tamaños de partícula simulada 1,Yf  y estimada 1,
ˆ
Yf . 

 
Figura 5: Ejemplo simulado 2. (Leyendas como en la Fig. 4). 

4 VALIDACION EXPERIMENTAL 

Se realizó la validación experimental del método propuesto, sobre una muestra constituida 
por partículas con núcleos de hematita y corazas de carbonato de Itrio, dispersas en agua. La 
medición, )(3 rI θ , [Figs. 6a)], fue obtenida en un espectrómetro Malvern 4700, con un láser 
de Argon (λ0 = 488) polarizado perpendicularmente, a los ángulos comprendidos entre [20º - 
150º] en incrementos de 5º. A la longitud de onda λ0 los índices de refracción resultan: 
nm = 1.3370, np,X = 3.0860+0.4910 i, y np,Y = 1.6500 (Quirantes y col., 1997).  
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La muestra también se caracterizó por TEM. La distribución de tamaños de núcleo fX se 
aproximó mediante una distribución normal-logarítmica de orden cero (ZOLD) (Quirantes y 
col., 1997) de media X  = 54 nm y desvío Xσ  = 0.17. De igual forma, la PSD fY se aproximó 
mediante una ZOLD de media Y  = 130 nm y desvío Yσ  = 0.29. Se muestran en las Figs. 6b) 
y 6c) las distribuciones fX y fY respectivamente obtenidas por TEM, las cuales se utilizaron 
como referencia para comparar las estimaciones obtenidas a partir del método de estimación 
propuesto. 

 
Figura 6: Ejemplo experimental F3. Medición de ELS (a), y distribuciones de tamaños de núcleos (b) y de 

partícula (c) obtenidas por TEM y estimadas mediante el método propuesto. 

Para caracterizar la muestra mediante ELS, el problema inverso de la Ec. (7) se resolvió 
mediante la PSO descrita en la Sección 2.1. Se discretizó el eje X en el rango [20 - 300] nm, y 
el eje Y en el rango [20 - 500] nm, ambos en incrementos de 20 nm. La distribución bi-
variable obtenida, 3F̂ , se utilizó para obtener las estimaciones 3,

ˆ
Xf  y 3,

ˆ
Yf  a partir de las 

Ecs. (3) y (4) respectivamente, las cuales se muestran en las Figs. 6b) y 6c) respectivamente. 
Puede verse que el método propuesto logra obtener estimaciones aceptables de la distribución 
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de tamaños de núcleo, 3,Xf , y de las distribuciones de tamaños de partícula, 3,Yf , respecto 
de las distribuciones obtenidas mediante TEM. Los resultados concuerdan cualitativamente 
con los obtenidos en los ejemplos simulados correspondientes a F1 y F2. En el caso particular 
de la estimación 3,

ˆ
Xf , se observa una distribución de un ancho algo mayor a la obtenida por 

TEM, aunque el diámetro medio resulta muy bien recuperado. Por otro lado, la estimación de 
la PSD, 3,

ˆ
Yf , resulta muy cercana a la obtenida por TEM. 

5 CONCLUSIONES 

Se presentó un método novedoso para estimar distribuciones de tamaños de partículas 
núcleo - coraza. El método utiliza mediciones ELS para estimar las distribuciones de tamaños 
de núcleo y de partícula, mediante la estimación de la distribución bivariable de tamaños, sin 
la necesidad de asumir una forma predeterminada para las distribuciones involucradas. El 
método propuesto conduce a la resolución de un problema inverso mal-condicionado el cual 
se aborda utilizando la técnica de regularización de Tikhonov de segundo orden, con 
resolución mediante un algoritmo de optimización por enjambre de partículas. Se evaluó el 
método sobre la base de ejemplos simulados correspondientes a látex poliméricos de 
partículas con núcleo de poliestireno y coraza de polimetracrilato de metilo, y mediante un 
caso experimental que involucra partículas con núcleos de Hematita y corazas de Carbonato 
de Itrio previamente caracterizado mediante microscopia electrónica de transmisión. Tanto en 
los ejemplos simulados como en el caso experimental las distribuciones de tamaños de núcleo 
obtenidas resultaron mas anchas que las esperadas, sin embargo, dada la complejidad del 
problema inverso involucrado, constituyen estimaciones aceptables. Por otro lado, las 
estimaciones de las distribuciones de tamaños de partícula resultaron muy cercanas a las 
esperadas. Los resultados obtenidos lograron mejorar notablemente los reportados en la 
literatura (Quirantes y col., 1997) sin la necesidad de asumir formas predeterminadas para las 
distribuciones de tamaños involucradas. 
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