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Resumen. En este trabajo se muestran unos primeros resultados sobre la construcción de un elemento
finito basado en la técnica de la malla compuesta. Esta técnica consiste en colocar en el mismo dominio
dos mallas de elementos finitos de distintos tamaños y afectar a cada una de ellas con factores de partici-
pación complementarios. De esta forma, con una adecuada elección de los factores de participación, se
consigue reducir los errores discretos de la solución a nivel nodal. Basado en esta metodología se cons-
truye un elemento finito compuesto, mediante una condensación de sus incógnitas internas. Se muestran
algunos resultados de evaluación del mismo en comparación con elementos finitos estándar y resultados
del test de parcela.

Mecánica Computacional Vol XXX, págs. 2777-2783 (artículo completo)
Oscar Möller, Javier W. Signorelli, Mario A. Storti (Eds.)

Rosario, Argentina, 1-4 Noviembre 2011

Copyright © 2011 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar

http://www.cimec.org.ar


1. INTRODUCCIÓN

El método de malla compuesta se basa en colocar en el mismo dominio dos mallas de ele-
mentos finitos de distintos tamaños y afectar a cada una de ellas con factores de participación
complementarios. De esta forma, con una adecuada elección de los factores de participación,
se consigue reducir los errores discretos de la solución a nivel nodal (Sonzogni et al., 1996;
Bergallo et al., 2000).

Basado en ésto se propone aquí la construcción de un elemento finito en el cual dos grupo de
elementos, de distintos tamaños ocupan el mismo dominio. Cada componente es afectada con
un factor de participación. Las incógnitas sobre los nodos internos son condensadas en función
de los nodos sobre la periferia.

A continuación se explica brevemente el concepto de la malla compuesta. Luego se muestra
como se arman los elementos compuestos y se verifica su aptitud para pasar el test de la par-
cela. Finalmente se muestran algunos resultados de evaluación del mismo en comparación con
elementos finitos estándar.

2. MALLA COMPUESTA

La idea central de este trabajo es utilizar una malla compuesta, de elementos finitos, de
manera similar a los modelos de mezclas para materiales de varias fases. En este método se
utilizan dos mallas, denominadas Th y TH con tamaños de elementos h y H respectivamente,
con nodos comunes. En la práctica basta tomar Th como refinamiento uniforme de TH , con lo
que h = H/2, por ejemplo. En la extrapolación de Richardson se usan también dos mallas
y se combinan los resultados de cada una de ellas. En lugar de eso, en el método de malla
compuestas se interpreta que el dominio está formado por la yuxtaposición de dos mallas con
factores de participación α y (1− α), correspondiendo el primero a la malla fina (paso h ) y el
segundo a la gruesa (paso H ). Cuando α = 1 se tiene el problema original en la malla fina y
cuando α = 0 el correspondiente en la gruesa (Bergallo et al., 2000), (Sarraf et al., 2010).

Sea Ahuh = fh el sistema de ecuaciones que debe resolverse una vez aplicado el método de
elementos finitos para la malla fina Th y AHuH = fH el sistema correspondiente a la malla TH .
Se define el operador discreto AHh como la matriz AHh = PTAHP, donde P es un operador
de prolongación adecuado:

P : RnH → Rnh (1)

siendo nh > nH las dimensiones de los espacios de dimensión finita asociados a ambas mallas.
Una manera sencilla es completar con ceros la matriz AH en las posiciones de los nodos

no comunes, de manera de igualar su dimensión con la de la malla fina. En forma análoga, se
define el vector fHh. La solución aproximada uc mediante el método de la malla compuesta se
obtiene del sistema (Sonzogni et al., 1996)

(αAh + (1− α) AHh) uc = αfh + (1− α)fHh (2)

El error asintótico de la aproximación por el método de elementos finitos tiene la forma (Son-
zogni et al., 1996)

‖u− uh‖ = Chp +O(hq) (3)
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donde C es una constante que no depende de h pero si de u y su regularidad y también q > p.
Luego, un análisis de extrapolación del error permite obtener la siguiente estimación (Bergallo
et al., 2000; Sonzogni et al., 1996; Toro et al., 2005).

α =
(H/h)p

(H/h)p − 1
(4)

La mejora obtenida por el método de la malla compuesta con respecto a la solución mediante
el método de elementos finitos estándar se presenta en los valores nodales de la solución. Se ha
usado las normas l∞ (‖a‖∞ = máxi |ai|) y euclídea (‖a‖2 = (

∑
i a

2
i )

1/2) para vectores para
medir los errores.

3. ELEMENTO COMPUESTO

Basado en las ideas de la malla compuesta, se ha construido un elemento formado por un
componente grueso y varios componentes de una malla fina que resulta de subdividir el ele-
mento grueso.

La figura 1 muestra un elemento compuesto basado en un elemento cuadrangular de 4 nodos
de la malla TH , y 4 elementos cuadrangulares de Th. En la figura se indican con círculos los
nodos de la componente fina y con cuadrados los de la componente gruesa. Todos ellos pasan
a ser nodos del elemento compuesto, con la salvedad de que el nodo interior es condensado
estáticamente en función de los nodos de frontera.

Figura 1: Elemento compuesto basado en cuadrángulos lineales de 4 nodos

Si se particiona la matriz del elemento en nodos de frontera y nodos interiores, el sistema se
puede escribir: [

Aff Afi

Aif Aii

] [
uf

ui

]
=

]
ff
fi

]
Aceptando el hecho de que no hay cargas sobre el nodo interno, del segundo subsistema de

ecuaciones puede escribirse:

ui = −A−1ii Aifuf

y

(Aff −AfiA
−1
ii Aif )uf = ff

donde la expresión entre paréntesis corresponde a la matriz condensada sobre los nodos de
frontera solamente.

El elemento compuesto posee así 8 nodos: 4 de esquina y 4 a mitad de cada lado, siendo que
el nodo interior ha sido condensado, como ya se ha indicado.
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En forma similar, se puede construir un elemento triangular compuesto basado en un trián-
gulo lineal de 3 nodos y 4 triángulos de una partición uniforme del primero (figura 2. En este
caso no es preciso condensar nodos ya que todos ellos están en la frontera elemental. También
aquí se indica con circulitos los nodos de la malla fina y con cuadrados los de la gruesa. El
elemento posee 6 nodos: 3 de vértices y 3 a mitad de cada lado.

Figura 2: Elemento compuesto basado en triángulos lineales de 3 nodos

4. TEST DE LA PARCELA

Lo primero que se hizo es ver si estos elementos pasaban el test de la parcela (patch test)
Hughes (1987).

Para ello se armó una parcela como se indica en la figura 3 sometiendo todos los nodos de
borde a un estado definido de deformación. En este caso se trata de un alargamiento uniforme.
Como comprobación el nodo interior debe reproducir el valor esperado del desplazamiento. Se
realizaron todos los test incluyendo movimientos rígidos (desplazamiento uniforme) en ambas
direcciones y deformaciones de alargamiento uniforme y de distorsión, en ambos sentidos. Otro
de los resultados se observa en la figura 4.

Figura 3: Patch test en el que se impone una distor-
sión uniforme

Figura 4: Patch test en el que se impone un alarga-
miento

5. EJEMPLOS

A continuación se muestran algunos ejemplos de uso del elemento.
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5.1. Voladizo con carga en la punta

Este ejemplo fue tomado de Brebbia y Ferrante (1975), se trata de una viga en voladizo con
carga en la punta. En la figura 5 se muestra una de las mallas utilizadas, tanto de cuadrángulos
como de triángulo, y las condiciones de borde.

Figura 5: Viga en voladizo con carga en la punta. Malla

Figura 6: Viga en voladizo con carga en la punta. Desplazamiento del extremo

En la figura 6 se presentan algunos de los resultados obtenidos. Se observa allí el desempeño
de una malla con elementos triangulares lineales, otra con elementos rectangulares lineales, y
otras dos curvas correspondientes a elementos compuestos basados en triángulos y en rectán-
gulos, respectivamente. Como es sabido los elementos triangulares lineales son los que poseen
peor desempeño en este caso. Una mejora se tiene con los rectángulos lineales. Los elemen-
tos compuestos, tanto en base a triángulos ocmo a rectángulos demuestran un desempeño muy
bueno.
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Vale destacar que en ese gráfico las ordenadas corresponden al desplazamiento máximo en
el extremo. En tal sentido son una medida en norma l∞.

5.2. Membrana de Cook

Figura 7: Membrana de Cook. Malla

El siguiente ejemplo corresponde a la denominada membrana de Cook. En la figura 7 se
muestra la geometría y condiciones de contorno del problema, así como una de las mallas uti-
lizadas. Este problema se usa para evaluar elementos frente a la posibilidad de bloqueo cuando
son de materiales incompresibles, pero se esta usando aquí para un material estándar.

Figura 8: Membrana de Cook. Desplazamiento del extremo

En la figura 8 se puede ver el desplazamiento en el extremo de la membrana graficado (en
norma l∞) en función de la cantidad de grados de libertad del modelo (en escala logarítmica).
Se pueden ver los resultados correspondientes a una malla de elementos triangulares lineales, a
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otra de elementos rectangulares lineales, y finalmente para un elemento compuesto basado en
rectángulos. Nuevamente se observa la mejora radical con el elemento compuesto.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se muestran algunos resultados preliminares de evaluación de un elemento
compuesto basado en la técnica de Malla Compuesta. Se han construido elementos basados
en triángulos lineales y en rectángulos lineales. En ambos casos el comportamiento ha sido
similar. Los resultados obtenidos son coherentes con los que resultan de aplicar la técnica de
Malla Compuesta.

Se ha verificado que los elementos cumplen los elementales test de la parcela (patch test).
Los resultados para problema de elasticidad lineal muestran una sensible reducción del error
comparado con los elementos lineales de base. En todos estos ejemplos se tomó como factor
de participación de la componente fina α = 4/3. Este coeficiente es el valor óptimo para
problemas exentos de singularidades, pero conducen a una mejora de los resultados aún para
problemas que presentan singularidades.
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