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Resumen. En este trabajo se propone una resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso
de fluidos Newtonianos incompresibles utilizando la arquitectura CUDA! provista por NVIDIAZ. Se
utiliza para la discretizacion espacial un esquema de diferencias finitas en grillas sfraggered (para evitar
el desacople en la presion), y el método de Pasos Fraccionados (Fractional-Step) para la integracion
temporal. El paso predictor (problema de adveccién para las ecuaciones de cantidad de movimiento)
se resuelve utilizando el esquema de Adams-Bashforth de segundo orden estabilizando los términos
convectivos con el método QUICK. Ademads, el paso de Poisson (para imponer la incompresibilidad)
es resuelto iterativamente mediante el método de Gradientes Conjugados precondicionando al sistema
utilizando transformadas rdpidas de Fourier.

En el presente desarrollo se utilizan librerias estindar de CUDA para el manejo de matrices y vectores,
como ser Thrust® y CUSP*, ademés de CUFFT? para las transformadas rdpidas de Fourier. De esta
forma, mediante las herramientas aportadas por las anteriores se confeccionan los kernels necesarios
enfatizando la utilizacién de memoria shared, accesos fusionados a la memoria global, reduciendo al
minimo la cantidad de registros por thread, entre otros.

A continuacién se presenta una serie de casos de estudio con el objetivo de validar el desarrollo y
de, posteriormente, comparar las performances obtenidas con implementaciones en otras arquitecturas
(CPU, unicore y multicore).

Thttp://developer.nvidia.com/cuda-downloads
Zhttp://arg.nvidia.com/page/home.html
3http://code.google.com/p/thrust/
“http://code.google.com/p/cusp-library/
>http://developer.nvidia.com/cufft
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1. CONCEPTOS
1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles

Las ecuaciones que gobiernan a los fluidos incompresibles pueden ser escritas en forma
conservativa como
ou 1
— +V-(u®u)=—=Vp+rvAu+ pf,
5 ( ) VP p n
V-u=0

teniendo en cuenta que u es el campo velocidad (en 3D presenta 3 componentes), p es la densi-
dad, p es la presion, v es la viscosidad cinemadtica y f. representa a las fuerzas ejercidas por el
exterior sobre el fluido. Se tiene entonces que los campos incégnita son dos, a saber: presion y
velocidad.

1.2. Pasos fraccionados

El método de Pasos Fraccionados (o Fractional Step, de ahora en adelante F-S) es en esencia
un esquema de integracion temporal que propone una resolucién del sistema (1). Si bien existen
varios métodos para tratarlo el principal aporte del método en cuestion es la utilizacién de
transformadas rdpidas de Fourier (FFT) como paso intermedio, que como es bien conocido,
presenta implementaciones en GPGPU con alto grado de rendimiento.

Procediendo con el método en primer instancia se resuelven las ecuaciones de cantidad de
movimiento considerando sé6lo los términos de tensiones y convectivos, asi se obtienen un cam-
po de velocidad intermedio (en el llamado paso predictor) que no cumple con la condicién de
incompresibilidad, por lo que debe ser corregido. A continuacién se resuelve una ecuacién de
Poisson para la presion teniendo en cuenta que el campo de velocidad final debe de cumplir
con la ecuacion de continuidad (o la incompresibilidad). Finalmente con el campo presion re-
sultante se corrige el campo velocidad obtenido anteriormente (paso corrector) y asi se impone
la condicién de incompresibilidad.

Sin considerar las fuerzas externas y considerando un esquema de integracién temporal del
tipo Forward Euler se define la primer etapa de F-S como

—u

Tz—V-(u@u) + vAu", (2)

donde se observa que s6lo se resuelven los términos de conveccién y de tensiones. No estd
demds decir que se ha escogido Forward Euler como integracion temporal s6lo en aras de sim-
plicidad, recordando el problema de estabilidad inherente de los métodos explicitos (Costarelli
et al., 2011). En la practica métodos semi-implicitos o implicitos son utilizados, en especial en
este trabajo se ha utilizado Adams-Bashforth de segundo orden. Se tiene ademas que debe apli-
carse algun criterio para la primer iteracion, puesto que no se tiene informacién de una iteracion
previa. Es asi que se propone aplicar Forward Euler para la primer iteracion y posteriormente
Adams-Bashforth.
Una vez resueltas las ecuaciones de cantidad de movimiento obteniendo el campo de veloci-
dades intermedio, se tiene una ecuacién que incorpora los términos de presion, esta es
*

utl —u 1
— = —=Vp" 3)
At p
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donde se observa que para obtener el valor del campo de velocidades en el paso de tiempo n + 1
debe de tenerse el campo de presiones en ese mismo paso. Es asi que aplicando divergencia a
ambos miembros de la ecuacién (3) e imponiendo la condicién de incompresibilidad en el paso
n + 1 se obtiene

At

un—l—l —u* = _vpn—l—l7
At
V-u''™ =v.u — 7v (Vp'th) | (4)

=0 por incomp

Aptt = L (V-u),
es decir, una ecuacion de Poisson para la presion. Una vez resuelta la ecuacion (4), se procede
con la ecuacioén (3) para obtener el campo de velocidad buscado.
Finalmente se presenta la ecuacién para los pasos de tiempo [1; N] que se ha seguido en
este trabajo, es decir, la ecuacidn de cantidad de movimiento con la integracion temporal de
Adams-Bashforth de segundo orden

u =u"+ % [3R(u") — R(u" )], 5)

en donde R(u") estd definido como
R(u")=-V:(u®@u)" +rAu", (6)

y lo mismo para R (u"~!). Finalmente se requiere de historia del campo de velocidades en un
paso anterior.

1.3. Grillas staggered

Se tiene que la falta del término de derivada de densidad (como en el caso compresible) y
la discretizacion centrada (es decir, de segundo orden espacial) en las ecuaciones de cantidad
de movimiento genera un desacople entre presion y velocidad en los métodos de correccion de
presion que derivan en errores para la presién con componentes oscilatorios de alta frecuencia
(Hirsch, 2007).

Una solucién al problema del desacople consiste en utilizar distintas grillas para presion y
velocidades. De esta forma una posible eleccion son grillas cuyos nodos de velocidad estdn
desplazadas en §/2, donde § simboliza a Az, Ay y Az segln direcciones X, y y z para el caso
3D, con respecto a algun grilla de presion. Luego la conservacion se realiza sobre celdas cuyo
centro se encuentra ubicado en el nodo donde se estdn calculando y su tamafio esta definido por
el A de cada dimension. Asi se elimina completamente el desacople de nodos pares e impares
para la presion y los campos de velocidad y presion estan totalmente acoplados (balances sobre
el centro y caras de la celda).

En la Figura (1) se muestra un caso 2D de grillas staggered introducidas en este Capitulo,
las lineas continuas pertenecen a la grilla estructurada homogénea del campo presion, mientras
que las lineas discontinuas pertenecen a aquellas pertenecientes al campo velocidad.

1.4. Estabilizacion del término convectivo - QUICK

Las componentes del campo de velocidad estdn desplazadas en media unidad de longitud de
acuerdo a la direccion que le corresponda. Como serd visto mds adelante serd necesario obtener
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Figura 1: Ejemplo de grilla staggered 2D.

valores de presiones y velocidades descentradas, es decir, en otros valores nodales que no sean
donde estin definidos. Esta descentralizacion se realiza justo sobre media unidad de longitud,
por ende es necesario un esquema de interpolacion sobre esa posicion que garantice un término
de error de, al menos, el error de truncamiento del esquema de integracion temporal. Existen
varias formas de interpolar un valor entre nodos, considerando un dominio de interpolacién de
tres nodos uno puede definir un polinomio de segundo orden definido por sus coordenadas.

Considerando la topologia de los nodos presentados en la Figura (2), y haciendo combina-
ciones lineales de diversas expansiones de Taylor sobre el nodo e en funcion a los restantes, se
obtiene

3 6 1
Ue = gUE + gUP — guw — O(AJJS), (7

una interpolacién de nodos desplazados en media unidad por direccién cuyo error de trunca-
miento es proporcional a O(Az?). Un proceso similar se utiliza para encontrar la expresion
cuando se tiene u, < 0, que resulta ser

U = §uP + Qu}; — luEE — O(Az?), (8)
8 8 8
y similarmente en las direcciones y y z.

Lo que no se ha introducido al momento es que este esquema de interpolacién en realidad
actiia como estabilizacion para el término convectivo en las ecuaciones de cantidad de movi-
miento. Su asimetria con respecto al nodo central y su forma cuadratica le brindan conservacion
de masa y otras caracteristicas de estabilidad que, si bien no van a ser introducidas en este texto,
pueden ser vistan en (Leonard, 1979).

1.5. Discretizacion

Desagregando la ecuacién (1) en sus respectivas direcciones se obtiene para el caso 3D el
sistema
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Figura 2: Nodos necesarios para el cdlculo en 1D del esquema de interpolacion QUICK cuando wu, > 0.
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Considerando la definicion del residuo del campo de velocidades u dada por la ecuacion (6),
es que se tiene que el residuo aplicado a la componente u del campo de velocidades (esto es,
velocidad segun la direccion x) como

(R* (u")) -

z+2,]k -

z+1 s k (UUQ) 6,5,k }

Q Q\n
{Uu gtk — (vu )z+2’] 27k}

Ay
Q Q\n
wu z+1 k—f—* (wu )z—i-% s k—%
Az
(10)
n
+ v 1+27] k 2uz+§7 7 + ul_%u]uk
Ax?
n pE—
+ ui—i—%,j—i—l,k 2u +2, +uz+2,] 1,k
Ay?
n —
uz‘+%,j,k+1 2u; i35,k +uz+2,yk 1
+ Az? ’

donde se observa que el residuo se toma en la iteracién n-ésima, nodo (i + %, J, k) de la compo-
nente u del campo de velocidades u (claramente realizando el balance sobre la celda de cantidad
de movimiento segiin x), y el superindice Q haciendo referencia QUICK.

Se tiene ademds que algunos nodos que aparecen en la ecuacién (10) no se encuentran en la
grilla de velocidades de u, por lo cual requieren de aproximaciones que definan a los mismos.
Un esquema simple para solucionar lo anterior consiste en promediar el valor mediante los dos
nodos mds proximos, segun la direccidn que se requiera. Entonces considerando esto se obtiene
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n 1
Uiy1jk = 5 Z+2,],k + ul+2,j k
1
n _ - n
uivjvk - 2 ( 74“1’2’]’ + U/ 27.] k)
,Un o 1 ,Un n
i+ k T i+1,j+2 ,k Vijaln) o
22T 3 2 p) 2 (11)
n 1
V. . = — 'U . U
7‘+27‘7_§7k 2 7‘ 7 k+ 7.7 %k )
n 1
Wirlik+i = 5 wz+lak+1 +wy g+
w' = 1 w L+ w!
it3ak—3 9 i+1,5,k—1 ijk—%

Mientras que aquellos nodos que requieren de la aproximacion QUICK se definen como

cou, 5 ., Foaul L+ cul St ulyy k2> 0

(uQ)n = +2’ ) +27 ; — 5.k’
i+1,5,k U 7
i+1,7, cou? i+ ik + clu+37 ikt CoU, 5 5 0 St Uitk <0
( Q)n Cott;. i+3.5.k T Clu — 3.0k * CQU — 3.0k i u”k >0
uv). ., = ;
.5,k J 7
Cou;_ Lik T cl“+2,, T o z+27y7k’ st uijp <V
o >
(u9)" B Couz+2,]+1k tow Tl e STV, 20
itgitsk ) cou” cul? cou” st vl 7
3J+3 0U;y 1 LT a ,j+1k+ 2Ui L ok i+%,j+%7k<0 12
o >
(uQ)” B Cout; +2, ® OV 1. g T 02U +2,J 2k 5 Vil i1k = 0
Z+l7]717k B . i 7
2 2 Cou +§7 +01u+27 a +C2 Z+27]+1k’ 5t Ui—’_%’j_%’k < 0
. >
(uQ)n _ COUHQ, ka1 T Cluz+ p T O2U Lik—1 5 wi+§vj k3 = 0
i+53.0kts ' |
2 2 Cou2+§7 7 + 1 l+27 7k3+1 + 62u1+27]7k+2’ 5t Z+2’ 7k+1 < O
) >
(UQ)” B Couz+ ik +Cluz+ 1gk—1 +62uz+ 3:J.k—2 5t w”%vﬂ?’f*% 20
i“rlv.jvk*l B . i .
2 2 Cou2+27] k—1 + Clul“r 7 7 + 62u1+27]7k+1’ 5t w7’+%7j7k_% < O

De la misma forma se calculan el resto de las ecuaciones de cantidad de movimiento.
La ecuacion de continuidad se define mediante una simple discretizacidn centrada realizando
el balance sobre la celda centrada en el nodo de presion (i,j,k) obteniendo de esta manera

wttl ottt g
l+§7]7k Z_§7J7k Z7J+§7k 17]_§7k Z7J7k+§ Zvjvk_f
+ + — 0. (13)
Ax Ay Az

Con respecto a la segunda etapa del desarrollo, se debe calcular una ecuacién de Poisson para
la presion que presenta la forma

At

n+1
(Ap+),jk P

(v u ) 1,5,k ? (14)

notar que el balance se realiza en la celda de presidn, es decir, centrada en el nodo (i,j,k).
Entonces como primer paso se calcula la divergencia y luego se aplica el factor de escala. La
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divergencia se calcula como

i+ Lk~ Yol gk N Vgt Y Wjhet ~ Wikt
Az Ay Az ’
donde se observa que el balance también se hace en la celda centrada en el nodo de presion
(i,j,k) y el truncamiento resulta O(Az? ), donde Ax,,,, hace referencia al mdximo ¢ de la
grilla.

Ademads en la tercer etapa se necesitan los gradientes de presion para la correccion del campo
de velocidad u*, luego se calculan como

u u

(V- u*)i,j,k = (15)

( n+1 \
dp ¢ on+l ndl)
Iz Piv1k — Pijk
i35,k Az
xr
n+1 n+1 n+1
vyl — op _J Pij+ik ~ Pijk 16
=913 = LTt BhE S (16)
Y7 ij+1k Ay
1 n+1 ol
<0p>n+ Pijk+1 — Pijk
L \92/ ks ) ) Az

donde se observa el balance de los gradientes de presion sobre las celdas de velocidad y también
presentan un error de truncamiento O(Az?, ). Finalmente se obtiene el campo de velocidades
u"™! mediante

(. At (8]))"“ )
U, 1 — [ =
un+11 | i+ 5,4,k p ox i+%,j7k
3.0k n+1
ntl _ ) ,ntl _ * _ ﬁ @ 17
WGk ijtik (=Y Yig+ik 0 ’ (17
P NOY )itk
wn—i—l
w;i ‘7k l o (_>
{ Jk+35 P (92 i,j,k-i—% )
1.6. Resolvedor rapido de Poisson
Considerando que
P !'Ax =P 'b, (18)
——

*

en donde P hace referencia a la matriz de precondicionamiento, lo ideal seria que el término
sobre la etiqueta (*) resultara en la identidad, o bien diagonal, con el objetivo de tener una
inversa trivial. El problema de Poisson para la presion es requerido por la segunda etapa de F-S,
en donde la discretizacion sobre grillas homogéneas del operador lineal Laplaciano (forzando
la propiedad de positivo definido mediante el signo introducido) considerando sin pérdida de
generalidad condiciones de borde periddicas, determina una matriz simétrica A de la forma

2 -1 0 ... 0 0 =1
-1 2 -1 ... 0 0 0
0 -1 2 ... 0 0 0
A = 0O 0 -1 0 0 0 (19)
o 0 0 .. -1 2 -1
-1 0 0 ... 0 -1 2

Copyright © 2011 Asociacién Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2986 S. COSTARELLI, R. PAZ, L. DALCIN, M. STORTI

Se tiene entonces que es deseable encontrar una matriz de precondicionamiento que, actuan-
do sobre la matriz Laplaciana, reproduzca una matriz diagonal tal y como se ha introducido
anteriormente. Considere la transformada discreta de Fourier unidimensional definida como

N
Xp= ;e (20)
j=1

donde X, es la componente frecuencial k-ésima, x; es el valor del nodo j, y la exponencial
es la base de la transformada discreta de Fourier (periddica, de periodo V). Sea la matriz F el
resultado de evaluar dicha base exponencial, se puede demostrar que sus columnas representan
los autovectores de la matriz A. De esta forma (Loan, 1992, Seccién 4.5.3), se tiene

D =F 'AF, 21)

donde D es una matriz diagonal cuyas componentes resultan los /N autovalores de A. Conside-
rando que A = FDF ! luego se obtiene finalmente

P!=A'=FD'F! (22)

con lo cual
x = FD 'F~ b, (23)

de esta forma el algoritmo de Gradientes Conjungados (CG) converge en una iteracion apli-
cando so6lo tres calculos, dos transformadas de Fourier (una hacia delante y otra inversa) con
O(Nlogy(N)) operaciones para cada transformacion, y una multiplicacién de N elementos con
O(N) operaciones. Esta precondicion puede extender a otras condiciones de borde, como ser,
las fijas, o bien en grillas no homogéneas. La extension 2D y 3D sigue el mismo camino.
Cuando se tienen cuerpos embebidos en el dominio la solucién del precondicionador es tan
buena que el CG converge en pocas iteraciones. Si bien en este trabajo no se tratan casos de
estudio en esta temdtica, un andlisis profundo puede ser encontrado en (Storti et al., 2010).

2. CUDA
2.1. Introduccion

En esencia la arquitectura CUDA fue introducida al mercado a inicios de 2007 por la empresa
NVIDIA y béasicamente se ided con el objeto de facilitar la programacién de componentes
GPU (graphics processing units). Dado que la GPU fue concebida para un calculo intensivo
(principalmente dado a que libera al CPU de la tarea de la renderizacién de los objetos en la
pantalla) es que al ver la creciente curva de rendimiento obtenida a lo largo de estos ultimos
afios, se comenz6 a utilizar la misma para cdlculos de propésito general.

En la jerga GPU una GPU/GPGPU (general purpose graphics processing units) se identifica
como un device, mientras que el hardware que la soporta como un host. Un host puede soportar
varios devices (en principio tantos como puertos PCI-Express se tengan). Cada GPU imple-
menta basicamente 4 tipos de componentes: los streaming multiprocesors (SM), las unidades
especiales (SFU), las de doble precision y el caché. Sin entrar en detalles (para tecnologias Tes-
la® -arquitectura GPU utilizada en este trabajo- y anteriores) los SM presentan un conjunto de 8
procesadores escalares denominados SP (scalar processors) capaces de procesar evaluandos de

®http://www.nvidia.com/object/tesla_computing_solutions.html
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precision simple. Las unidades SFU implementan esquemas de evaluacion optimizados (a veces
por hardware, otras por software) para funciones trascendentales y reciprocos (entre otros). Las
unidades de doble precision realizan operaciones con evaluandos de doble precision (siguiendo
los estdndares del IEEE 754). Finalmente el caché realiza operaciones andlogas a aquel presente
en un CPU.

Una funcion que se ejecuta en un device se denomina kernel. Para su procesamiento CUDA
conforma lo que se denomina grilla (o grid). La grilla presenta en cada nodo un bloque de
threads (o threadblock). Un thread se define como la minima unidad de ejecucién posible. Un
threadblock entonces es un conjunto de threads.

El fundamento por detrds de estas subdivisiones se encuentra de la mano de como la ar-
quitectura distribuye estos threadblocks sobre los SM para que sean procesados. El orden de
reparto es desconocido y es efectuado por el driver de CUDA.

Existe una (al menos en Tesla y anteriores) unidad que se encarga de la organizacién de los
threadblocks dentro de cada SM, denominada unidad SIMT. Ella es la encargada de mantener,
siempre que se pueda, a los SP activos. Para ello cada threadblock es subdividido en warps, un
conjunto de 32 threads.

Asi la unidad SIMT desglosa estos threadblocks y distribuye warps sobre los SP. La cantidad
de warps activos por SM es dependiente del Compute Capability del dispositivo, para la Tes-
la (con Compute Capability 1.3) se tiene que se puede mantener 32 warps activos por SM. El
objetivo de tener dicha cantidad de warps activos es que cuando los threads de un determinado
halfwarp (conjunto de 16 threads, divisién de un warp, es la unidad de ejecucién por SP en
arquitecturas TESLA y anteriores) realizan operaciones de alta latencia (como ser la lectura/es-
critura sobre memoria local) luego dicho warp es enviado a la cola de espera y un nuevo warp
toma el hardware para ser procesado. De esta forma el hardware evita la desocupacion de sus
SM. Lo anterior se conoce como zero overheading schedule.

Si bien el intercambio de procesos en CPU es una tarea costosa, dado a que requiere alma-
cenar el estado del programa para que en el proximo quantum de tiempo de procesador que le
sea asignado pueda conocer el punto desde donde debe continuar (pila de instrucciones) y los
datos que tenia disponible (asi también los recursos a los que poseia acceso); contrariamente
en una GPU los recursos son asignados por thread, por lo cual no hay intercambio de estados
entre ellos. Asi el intercambio de threads se hace sin una carga adicional de rendimiento. El
resultado entonces es una unidad que mediante el intercambio masivo de threads puede reducir
notablemente la latencia de operaciones, en comparacion a otras arquitecturas (p.e. la PC).

El modelo de ejecucion de la arquitectura CUDA se basa en lo que se conoce como SIMT
(single instruction multiple thread), es decir, el objetivo es que todos los threads dentro de un
mismo halfwarp (vdlido en Tesla y anteriores) ejecuten la misma instruccion cada uno a sus
respectivos datos, y de esta forma se amortiza la busqueda de la instruccion en memoria.

Como se ha presentado anteriormente la arquitectura CUDA se basa en el esquema SIMT,
y como punto critico se tiene que, en el mejor de los casos, todos los threads de un halfwarp
deberian ejecutar la misma instruccion para el conjunto de datos que tienen cargados. Esto en
la practica no resulta generalmente asi puesto que los threads de un mismo halfwarp pueden
seguir caminos distintos en condicionales (p.e. IF-THEN), el resultado son varias cargas de
instrucciones (tantas como caminos condicionales se tengan) y la serializacion de los caminos
de ejecucion.

La arquitectura CUDA presenta actualmente 5 tipos distintos de memorias, en lo que sigue
se introduciran los conceptos bdsicos que rigen el funcionamiento de cada una.
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2.1.1. Memoria global y accesos fusionados

La memoria global (global memory) es una vasta drea de memoria que permite tanto lectura
como escritura, con una latencia media de 400-600 ciclos de reloj. Si bien no presenta accesos
via caché (al menos no en la tecnologia Tesla), su gran capacidad la hace fundamental cuando se
requiere de gran cantidad de datos en la GPU. La unidad Tesla C1060 que se dispone presenta
un total de 4 Gbytes de memoria global.

Para reducir su gran latencia, se implementan lecturas/escrituras optimizadas en caso de cum-
plir ciertos requisitos, denominadas coalesce readings/writings o lecturas/escrituras fusionadas.

Suponiendo que se tiene un determinado warp en ejecucion asociado a una operacion de
lectura o escritura, entonces se tienen diferentes escenarios donde el acceso fusionado puede
ocurrir dependiendo del valor de Compute Capability que se disponga. El acceso fusionado es
fundamental en cualquier desarrollo en CUDA, puesto que de utilizarse se aprovecha la méxima
eficiencia efectiva otorgada por este tipo de memoria. Una discusion mds extensa se accesos
fusionados puede encontrarse en (Kirk y mei W. Hwu, 2010; Sanders y Kandrot, 2010).

2.1.2. Memoria constante

La memoria constante (constant memory) es una memoria (de 64 Kbytes para la Tesla) que
presenta caché (de 8 Kbytes para la Tesla) y tiene la particularidad que sélo permite lecturas.
Presenta accesos optimizados de acuerdo a como se efectien las lecturas sobre esta.

En particular si todos los threads dentro de un mismo halfwarp acceden a la misma posicién
de memoria, luego sélo una lectura es realizada (con lo cual en principio se evitarian 15 lecturas
extra) y es replicada via broadcast a todos los threads de ese halfwarp. Ademads, en caso de que
en el proximo halfwarp se requiera de la misma posicion de memoria, el acceso se realizaria
sobre el caché. Como resultado, estos accesos resultan (en general) casi tan rdpidos como el
acceso a un registro.

Sin embargo si los threads dentro de un halfwarp accesan a distintas porciones de memoria,
los accesos reducirian notablemente su rendimiento, puesto que el broadcast ya no se realizaria
a nivel de los 16 threads, sino al nimero de threads que accedan a la misma posicion. El peor
caso es cuando todos los threads acceden a posiciones distintas con lo cual el rendimiento se
verd seriamente afectado, pudiendo resultar en un acceso con menor rendimiento que uno sobre
memoria global (recordando que sobre este tltimo se tiene la capacidad del acceso fusionado).

2.1.3. Memoria compartida

Puede ser considerada como la memoria de mayor importancia dentro de la arquitectura CU-
DA. Su profundo entendimiento y posterior utilizacidon puede resultar en enormes incrementos
de rendimiento en comparacion al uso de la memoria global. En esencia la memoria compartida
(shared memory) es una memoria de alto rendimiento tanto para lecturas como para escrituras,
con visibilidad para todos los threads de un mismo threadblock. La latencia que tienen opera-
ciones sobre ellas resultan 100-200 veces menores a las mismas realizadas sobre la memoria
global. En las Tesla se disponen de 16 Kbytes de memoria disponible por SM.

Se utiliza generalmente cuando cada thread dentro de un mismo threadblock requiere de
valores que pueden ser cargados por otro thread, asi cada uno carga su propio conjunto de datos
y lo almacena en memoria compartida, para que luego no haya accesos redundantes a memoria
global por cada thread.
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La organizacion de la memoria compartida se desprende del hecho de que estd conformada
por palabras de 4 bytes. Se tiene ademds una subdivision de 16 bancos de memoria, donde
palabras sucesivas pertenecen a bancos sucesivos. Es importante notar que la cantidad de bancos
coincide con la cantidad de threads en un halfwarp, puesto que estdn intimamente ligados.

2.1.4. Memoria local

La memoria local (local memory) es una memoria dedicada por thread y se utiliza para
almacenar datos privados. Los datos que alli residen presentan visibilidad sélo al thread que
pertenecen. En esencia en una porcion de memoria global que actiia como soporte a la memoria
de registros. Cuando uno define variables en un kernel de CUDA estas serdn depositadas en
memoria local cuando: sean arreglos, existan demasiados registros utilizados o bien la estructura
completa pueda utilizar demasiada cantidad de espacio de registros.

2.1.5. Memoria de texturas

La memoria de texturas (texture memory) es una memoria con visibilidad para todos los th-
reads sin importar a que threadblock pertenezcan. Es de sélo lectura y cacheada. La disposicion
de los datos dentro del hardware es 1D o 2D, con lo cual si la naturaleza del problema presenta
cierta localidad en la utilizacién de los datos (p.e. un stencil de diferencias finitas en mallas
estructuradas) luego el acceso a esos datos se realiza con lecturas muy eficientes.

2.1.6. Registros

Memoria dedicada por thread de répido acceso. La GPGPU Tesla C1060 dispone de 16384
registros por SM, lo cual permite concluir que en promedio cada thread dispone de 16384 /(32 x
32) = 16 registros, considerando que la GPGPU en cuestion puede disponer de 32 warps activos
por SM, cada uno con 32 threads.

3. IMPLEMENTACION

Como bien fue argumentado anteriormente los objetivos principales a tener en cuenta para un
desarrollo eficiente de un kernel en CUDA, y teniendo en cuenta las caracteristicas del problema
planteado, son:

1- Accesos fusionados,
2- utilizacién de memoria compartida y
3- minimizacién de la cantidad de registros por thread.

Si bien existen muchas otras ventajas de la arquitectura CUDA, estas resultan ser las que se
pueden utilizar en el planteo propuesto.

3.1. Las estructuras de datos y las condiciones de borde

Es sabido que los campos incdgnitas en el problema estudiado son dos: un escalar presion,
y un vector velocidad. Una vez introducido el concepto de grillas staggered y el problema de
desacople para nodos de presion, es directo notar que los cdlculos en 3D tendran que efectuarse
sobre 4 grillas independientes (en principio). Luego una formulacién sencilla de estructura de
datos consistiria en disponer de dos grillas, una para presion y otra velocidad.
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Si se consideraraa M, N y P como las dimensiones del dominio computacional segin direc-
ciones X, y y z, una estructura de datos para la presion consistird en una arreglo unidimensional
con M x N x P valores, cada uno haciendo referencia a un valor de presioén en una deter-
minada coordenada (i,j,k). La segunda estructura consistird en otro arreglo unidimensional con
con M x N x P valores donde cada valor es una subestructura con componentes u, v y w, 0
componentes del campo velocidad segun direcciones X, y y z.

A su vez los valores de las grillas se almacenardn segtn z, y y X, es decir, las primeras
P posiciones de ambas estructuras de datos contienen los valores de los nodos (0,0, k) con

k=0,1,---,P — 1, los siguientes P valores son aquellos con coordenadas (0,1, %) con k =
0,1,---, P —1,y asi sucesivamente hasta los primeros N x P valores. Luego se tiene (1,0, k)
conk =0,1,---, P—1, posteriormente (1,1, k) con k = 0,1,--- , P—1, hasta que se carguen

los respectivos M x N x P valores.

En la prictica el disponer de 4 grillas por separado no ha rendido como se esperaba, mientras
que multiplicaba el cdigo innecesariamente. Finalmente se opté disponer de s6lo dos grillas,
una de presion y otras para las velocidades.

La utilizacion de grillas staggered requiere, por definicién, de una reduccién de un nodo por
direccion sobre uno de los campos (presion o velocidad) dado a que sus nodos estardn centrados
en la celda conformada por 4 nodos en 2D, o por 8 en 3D (velocidad o presion). El disponer de la
misma cantidad de nodos para ambos campos evita bifurcaciones de predicados (condicionales
IF-THEN-ELSE) pero, sin los recaudos necesarios, s6lo funciona para condiciones de borde
periddicas. De otra forma, es necesario determinar cual de los campos serd el que tenga una
capa de nodos menos, puesto que las condiciones de borde depende de ello. El cdlculo de los
flujos es independiente de como se tomen los datos, aunque cada condicién de borde deberd de
cargar los mismos de manera consistente. El caso de estudio (y por tanto, la carga de datos) que
se propone en este trabajo utiliza condiciones de borde periddicas, de esta forma y sin falta de
generalidad, lo que sigue del texto trata con este tipo de condiciones.

Considerando que se dispone de todo aquello anterior y posterior al lazo temporal, se pre-
senta en el pseudocddigo (1) la metodologia propuesta segin Pasos Fraccionados.

I for(int n=0;n<nsteps;n++){

2 \1— Resolucién de las ecuaciones de cantidad de movimiento. u™ — R(u™)
3 W2 — Integracién temporal.

4 WIteracién 0, FE. u™ + AtR(u"™) — u*

5 \\Iteracién 1 a nsteps —1, AB. u"—i—%[i&R(u”)—R(u”‘l)} — u*

6 W3 — Cédlculo de divergencia de velocidad. V-u*

7 \4— CG+FFT. —Ap"t!=—-LV.u*

8 \5 — Cémputo de gradientes de presién y correccién de velocidad.

9 u* — %Vpn+1 N un+1

10 }

Las etapas 1 y 4 son las que mds tiempo de computo requieren y seran descriptas en seccio-
nes subsecuentes. La etapa 2 es realizada mediante operaciones algebraicas de nivel 1 (vector-
vector) provistas por la API Thrust. La etapa 3, el cdlculo de la ecuaciéon Laplaciana en la 4
y el computo de gradientes en la 5 se realizan de manera similar y seguirdn un esquema sim-
plificado de la etapa 1. Mientras que la correccion de velocidad de la etapa 5 serd realizada en
un kernel actuando conjuntamente por los gradientes de presion para aprovechar las lecturas
sobre la memoria global que ya se han realizado, aunque puede haberse optado por utilizar una
actualizacion vectorial via Thrust como ha sido utilizado en la etapa 2.

Copyright © 2011 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXX, pags. 2979-3008 (2011) 2991

Volumen de
resolucion vy

dimz

y
X

Figura 3: Rodaja nimero gx del dominio de resolucién, se observa un stencil con sus 3 nodos tanto en
la direccién y como en la z, y luego los 3 nodos en la direccion x. Ademads se presenta la subdivision del
plano YZ que es procesada por un SM en particular, o en otras palabras, la subdivisién en theadblocks
de tamaiios (BY, BZ).

Con los recursos de la GPGPU Tesla C1060 en mente, se decidié proceder con una resolu-
cién sobre el dominio computacional considerando sucesivos planos del mismo. Esto es, si se
supone el esquema de almacenado de campos como ha sido introducido en la seccidn anterior,
es decir, segin direcciones z, y y X, luego resulta natural la divisién en sucesivos planos YZ,
confeccionando stencils con informacién de planos contiguos, y una vez finalizados los célcu-
los, tomar el siguiente plano YZ hasta que finalmente se hayan procesados todos. Entonces se
tendran tantos “planos de avance” como nodos en la direccion X.

En la Figura (3) se presenta la forma de procesar el plano completo mediante la subdivision
del mismo, y los nodos requeridos para la conformacion de stencils. Cada nodo esta asociado
con un thread, y cada uno de ellos lee al menos informacién de 3 nodos, el valor actual del cam-
po de velocidad en la posicion (gx, gy, gz) y los nodos pertenecientes a los planos en direccién
X contiguos, es decir, con gx + 1.

Considerando las ecuaciones discretas derivadas anteriormente y la Figura (5), se tiene que
son necesarios tres planos en direccién x para el computo de las ecuaciones de cantidad de
movimiento, luego en base al esquema de indexacion utilizado dichos planos presentan distintas
dimensiones, a saber, (1+BY + 1,1+ BZ+ 1) para el plano del medio, (BY + 1, BZ + 1) para
el plano de atrds y (1 + BY, 1 4+ BZ) para el plano de adelante. La posicién de los 1s dentro
de las dimensiones hace referencia para donde se expande esa fila o columna considerando un
bloque genérico cuyas dimensiones serian (BY, BZ). Asi el plano de atrds por ejemplo tendra
una fila arriba y una columna a la derecha del bloque genérico, mientras que el plano de adelante
tendrd un fila abajo y una columna a la izquierda del bloque genérico. El plano central por su
parte, tendrd 2 filas (una arriba y otra abajo) y 2 columnas (una a izquierda y otra a derecha)
considerando el bloque genérico. Esta situacion se observa en la Figura (5).
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Figura 4: Nodos requeridos para el calculo del residuo en u. La expresion TILE hace referencia al
threadblock (o division del plano YZ), mientras que LINE a los nodos segtn la direccién de avance (x).

En el Cddigo (2) se exponen tanto las variables requeridas como finalmente las etapas invo-

lucradas en el computo de las ecuaciones de cantidad de movimiento, a saber, la etapa de carga
de datos, la conveccion y la difusion (recordando que no se tienen en cuenta términos de fuerzas
externas).

o - Y I NI SR

23

25
26

// Planos en memoria compartida.

__shared__ velocity <scalar> tileb [BY+1][BZ+1]; //ty+1,

__shared__ velocity <scalar> tilep [1+BY+1][1+BZ+1];
__shared__
// Indices globales

const int gy = blockIdx.y % blockDim.y + threadldx.y;
const int gz = blockldx.x * blockDim.x + threadldx.x;

// Indices del bloque (BY,BZ) actual
const int bty threadldx .y;
const int btz threadIdx .x;

//Macro para indexacién
#define grid(i,j.k) (dimyxdimz=*(i) + dimzx*(j) + Ix(k))

// Auxiliares .
velocity <scalar> rpdaux = {0,0,0}, qvel = {0,0,0};
scalar velprom;

//Lazo en direccidén x.

for(int gx=0;gx<dimx;gx++){
//1 —Carga de datos.
//2 —Conveccién + QUICK.
//3—Difusidn.

}

tz+1

velocity <scalar> tilef [1+BY][1+BZ]; //ty—1, tz—1

Observar que parece resultar que en cada iteracidn existe cierta informacién que vuelve a ser
cargada de memoria, es decir, suponiendo que en la iteracion actual se tienen cargado tres pla-
nos, luego tanto el plano intermedio con el delantero serdn reutilizados en la proxima iteracion.
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Figura 5: Arreglos bidimensionales necesarios para la confeccién de los stencils. Se observa que tilep,
el plano del medio, tiene como dimensiones (1+BY+1,1+BZ+1), mientras que tileb, el plano de atrés,
(BY+1,BZ+1) y tilef, el de adelante, (1+BY,1+BZ).

Sin embargo, pruebas que han sido efectuadas haciendo explicito el reuso de dicha informacion,
no mejora los resultados (en performance) obtenidos, por lo que se concluye que de alguna ma-
nera el mismo driver de CUDA realiza estas optimizaciones.

Continuando con el analisis del Codigo (2) las variables globales gx, gy y gz se utilizan
para acceder a cualquier elemento del dominio computacional. Las variables locales ty y tz s6lo
sirven para acceder a posiciones dentro de un threadblock en particular, observar que existen
s6lo dos registros para acceder a los 3 planos en memoria compartida, luego el centrado y el
de adelante aplican un incremento sobre ese registro cuando efectian indexaciones, es decir, se
utilizan como tx+ 1y ty + 1 respectivamente. Esto es asi puesto que se considera la coordenada
(0,0) como el nodo ubicado en (0, 0) para el plano de atras y (1, 1) para el plano del medio y el
de adelante.

Luego se tiene una macro, y varias variables auxiliares. La utilizacién de CUDA-GDB para
conocer la ubicacion fisica en memoria indica que en presencia de vectores o estructuras (como
es el caso de rpdaux y qvel) el almacenamiento se produce en memoria local y no en registros,
esto es realizado por el compilador como ha sido introducido anteriormente. Sin embargo parece
ser que realiza algin tipo de optimizacion y opera como si se trataran de registros (puede ser
considerado como que conoce que se utilizardn en reiteradas oportunidades), ya que si uno
creara variables que no sean arreglos (como por ejemplo los indices, que segin CUDA-GDB
si residen en memoria de registros), operara sobre ellas y luego finalmente confeccionara las
estructuras con estas variables ninguna ventaja resultard de este proceso.

3.2. Carga de datos

La carga de datos tendrd lugar en bdsicamente dos secciones del kernel, en la primera se
leeran los datos de la memoria global y se asignardn a los planos segun corresponda. En esta
etapa no se leeran valores nodales en las fronteras requeridos para el computo de QUICK, estos
serdn cargados en la segunda etapa y a medida que se vayan utilizando. De esta forma solo es
necesario un registro que guarde la lectura, y no memoria compartida o lecturas adicionales.

Inicialmente cada thread debe leer los valores del nodo (gx, gy, gz) segun corresponda, y
ademds los nodos pertenecientes a planos anteriores y posteriores gx F 1, situacién que se
observa en el Cédigo (3).
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Cédigo 3: Lectura de los planos sin considerar valores en frontera.

1 tileb[bty J[btz] = (gx==0) ? udev[grid(dimx—1,gy,gz)]
2 : udev[grid(gx—1,gy,gz)];
3 tilep [(bty+1)][(btz+1)] udev[grid(gx,gy,gz) ];

4 tilef [(bty+1)][(btz+1)] (gx==dimx—1) ? udev[grid(0,gy,gz)]

5 : udev|grid (gx+1,gy,g2)1;

Donde se observa que dado a la condiciones periddicas que fueron asumidas, como el plano
de atrds consiste en el plano YZ en posicioén gx — 1, si el plano del medio actual es gx = 0 luego
el plano de atrds consistird en el plano YZ con gx = dimx — 1, y eso es lo que se observa en la
primer linea de codigo. Una situacion similar sucede con el plano hacia adelante.

Los términos de las fronteras son cargados por aquellos threads mas externos del threadblock,
el Codigo (4) refleja este hecho.

Codigo 4: Lectura de nodos frontera.

if (gy==0){
tilep [(bty+1) —1][(btz+1)]
tilef [(bty+1) —1][(btz+1)]

udev [ grid(gx,dimy—1,gz)];
(gx==dimx—1) ? udev[grid (0,dimy—1,gz)]
: udev|[grid (gx+1,dimy—1,gz)];

1
2
3
4
5}
6 else if(gy==dimy—1){

7 tileb[bty+1][btz] = (gx==0) ? udev[grid(dimx—1,0,gz)]

8 : udev[grid(gx—1,0,gz)1;

9 tilep [(bty+1)+1][(btz+1)] = udev[grid(gx,0,gz)];

10 }

1 else if ((bty+1)==1){

12 tilep [(bty+1) —1][(btz+1)] udev [ grid(gx,gy—1,gz)1;

13 tilef [(bty+1) —1][(btz+1)] (gx==dimx—1) ? udev[grid(0,gy—1,gz)]

14 : udev[grid(gx+1,gy—1,gz)1];
15}

16 else if ((bty+1)==BY){

17 tileb[bty+1][btz] = (gx==0) ? udev[grid(dimx—1,gy+1,gz)]

18 : udev[grid(gx—1,gy+1,gz)1];
19 tilep [(bty+1)+1][(btz+1)] = udev[grid(gx,gy+1,gz)];
20 }

22 if (gz==0){

23 tilep [(bty+1)][(btz+1)—1] udev [ grid(gx,gy,dimz—1)];

24 tilef [(bty+1)][(btz+1)—1] (gx==dimx—1) ? udev[grid (0,gy,dimz—1)]
25 : udev[grid(gx+1,gy,dimz—1)];
26 }

27 else if(gz==dimz—1){

28 tileb [bty ][ btz+1] = (gx==0) ? udev[grid (dimx—1,gy,0)]

29 : udev[grid(gx—1,gy.0) 1;

30 tilep [(bty+1)][(btz+1)+1] = udev[grid(gx,gy,0)];

31}

32 else if ((btz+1)==1){

33 tilep [(bty+1)][(btz+1)—1] udev [ grid(gx,gy,gz—11;

34 tilef [(bty+1)][(btz+1)—1] (gx==dimx—1) ? udev[grid(0,gy,gz—1)]

35 : udev[grid(gx+1,gy,gz—1)1];
36 }

37 else if ((btz+1)==BZ){

38 tileb [bty ][ btz+1] = (gx==0) ? udev[grid(dimx—1,gy,gz+1)]

39 : udev[grid(gx—1,gy,gz+1)];

40 tilep [(bty+1)][(btz+1)+1] = udev[grid(gx,gy,gz+1)];

41 }

Se puede observar entonces como primero se realiza la consulta de si un nodo pertenece a
la frontera del dominio computacional, pues si asi resultara deberia leer los datos de la frontera
contraria. De otra forma, conoce que no estd en ninguna frontera por ende estd necesariamente
en el interior, es mds, el rango de los indices globales resulta gy € [BY — 1;dimy — (BY — 1)]
y gz € [BZ — 1;dimz — (BZ — 1)].

Al momento se han cargado totalmente aquellos elementos a compartir, pero necesita de
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alguna forma asegurar que todos los threads que estdn colaborando terminaron de cargar los
datos, pues de otra forma cuando se calculen los flujos se podrian estar leyendo datos que no
sean los correctos (pues no habian sido cargados). Esto se realiza mediante barreras de sincro-
nizacién que establecen una marca en dicha linea de cédigo y devuelve el control de ejecucién
a la aplicacién sélo si todos los threads de un mismo threadblock llegaron hasta alli.

Cadigo 5: Sincronizacion.

1 __syncthreads (); //Sincronizando carga de memoria local.

Finalmente para terminar de cargar los datos necesarios para la confeccion de stencils se
realizan dos lecturas mas, fuera de la barrera de sincronizacién porque son utilizados por el
thread actual. Ademds se tiene que los nodos en los vértices del plano central no han sido
cargados, y s6lo dos de ellos se utilizan. Si uno revisara las ecuaciones, notaria que estos nodos
corresponden a los nodos cuyas coordenadas son (0, BZ — 1) y (BY — 1,0). De esta forma las
cargas resultante se muestran en el Cédigo (6).

Cédigo 6: Carga de datos en vértices.

1 if ((bty+1)==1 && (btz+1)==BZ){

2 if (gy==0 && gz==dimz—1){

3 tilep [(bty+1) —1][(btz+1)+1] = udev[grid (gx,dimy—1,0)];
4}

5 else if (gy==0 && gz!=dimz—1){

6 tilep [(bty+1) —1][(btz+1)+1] = udev[grid(gx,dimy—1,gz+1)];
7}

8 else if(gy!=0 && gz==dimz—1){

9 tilep [(bty+1) —1][(btz+1)+1] = udev[grid(gx,gy—1,0)];

10 }

11 else {

12 tilep [(bty+1) —1][(btz+1)+1] = udev[grid(gx,gy—1,gz+1)];
13 }

}
15 else if ((bty+1)==BY && (btz+1)==1){
16 if (gy==dimy—1 && gz==0){
17 tilep [(bty+1)+1][(btz+1)—1]
18 }
19 else if (gy==dimy—1 && gz!=0){

udev [ grid(gx,0,dimz—1)];

20 tilep [(bty+1)+1][(btz+1)—1] = udev[grid(gx,0,gz—-1)];

21 }

22 else if (gy!=dimy—1 && gz==0){

23 tilep [(bty+1)+1][(btz+1)—1] = udev[grid(gx,gy+1,dimz—1)];
24 }

25 else {

26 tilep [(bty+1)+1][(btz+1)—1] = udev[grid(gx,gy+1l,gz—1)];
27 }

28 }

3.3. Términos convectivos y la estabilizacion via QUICK

Con los datos requeridos por los stencils de cada nodo cargados en memoria compartida
tenemos garantizado un acceso con ancho de banda superior al acceso al de la memoria global
de entre 150-200 veces més eficiente. Ademads, el problema de lecturas fusionadas ya no tiene
sentido y s6lo ha sido tenido en cuenta en el proceso de carga, donde en general los nodos de
borde realizaban accesos sin fusion.

No es la intencién del presente documento explicar todas las expresiones presentes en el
kernel de cantidad de movimiento, mds si la mecanica de indexacién que se tiene para llevar el
término de la ecuacion discreta a un valor de un plano en particular.
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Considerando el cédlculo de conveccion segun x y s6lo un término en direccion X, y ademads
recordando la ecuacion que lo gobierna como

(UUQ)?H,J',k - (UUQ)

i,k (24)
Az ’
donde
1 25
’H—LJ k— 5 'H'QJ k + uz+2’-7’k ( )
y
(UQ)n _ Cou1+2:] k - Cluz+2’.7’ T C2U j’k7 SZ ul-i—]. gk Z 0 (26)
i+14k U 7
i+1,j COUH gk + Cluer Jok + eu i+3,5,k’ 5t u”'l’J’k <0

entonces se tiene que de acuerdo al signo de la velocidad (uQ) i1k podria como no ser nece-
sario un nodo desplazado en dos posiciones en direccion x. De esta “forma existen dos formas de
cargar dicho valor: en la primera se carga sin mds, como desventaja podria tenerse una lectura
inutil, que considerando la latencia de las operaciones sobre la memoria global, en principio la
situacion deberia de ser evitada; en la segunda la lectura es realizada sélo si fuera necesario,
que como principal problema introducird divergencia de threads y segtn las pruebas que se han
realizado presenta un rendimiento peor al primer caso. Finalmente se optd por realizar la lec-
tura, independientemente de su utilizaciéon. De esta forma la seccién del kernel que realiza la
operacion descripta por las ecuaciones (24-26) se presenta en el Codigo (7),

Cédigo 7: Computo de un término de la ecuacion de cantidad de movimiento - conveccion.

qvel = ((gx==dimx—1) Il (gx==dimx—2)) ? udev[grid(gx—(dimx—2),gy,gz)]

1

2 udev [ grid (gx+2,gy,g2z) 1;
3

4 velprom = 0.5x(tilef [(bty+1)][(btz+1)].u+tilep [(bty+1)][(btz+1)].u);
5

6 if (velprom >= 0.){

7 rpdaux.u = —velprom*(cOxtilef [(bty+1)][(btz+1)].u+

8 clxtilep [(bty+1)][(btz+1)].u+

9 c2xtileb[bty ][ btz].u)/deltax;

10 }

11 else{

12 rpdaux .u = —velprom*(cOxtilep [(bty+1)][(btz+1)].u+

13 clxtilef [(bty+1)][(btz+1)].u+

14 c2xqvel.u)/deltax;

en donde se observa como en la primer linea se carga en un auxiliar el valor del nodo desplazado
en dos planos segun direccion x, posteriormente se realiza el promedio de velocidades como es
propuesto en la ecuacién (25) y finalmente se hace el cdlculo de QUICK segtin ecuacién (26).
Los coeficientes c0, c1 y c¢2 son los coeficientes de QUICK y se encuentran almacenados en la
memoria constante con el objetivo de (1) reducir la cantidad de registros y (2) utilizar el caché
que dispone; de esta forma s6lo una lectura sobre la memoria constante es requerida y luego se
tienen replicaciones via broadcast de lecturas al caché. Esto se observa en el Cddigo (8).

Codigo 8: Coeficientes de QUICK en memoria constante.

1 // Coeficientes de QUICK.
2 __device__ __constant__ float ¢c0O = 0.375, ¢l = 0.75, ¢c2 = —0.125;

Copyright © 2011 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXX, pags. 2979-3008 (2011) 2997

Se analizard entonces la indexaci6n utilizada. Los nodos (i + %, gy k), (4,7 + %, k)e (i,j,k+
1) son accedidos bajo la misma secuencia tilep[(bty + 1)][(btz + 1)], slo diferenciando la
disposicion de las grillas por los campos u, v 'y w de la estructura adoptada para el campo de
velocidades. De otra forma podria decirse que la grillas staggered son accedidas como si fueran
una misma grilla, centradas en los nodos de presion.

El acceso a la posicion u, 3k 5€ realiza como tilef[(bty + 1)][(btz + 1)].u, tilef pues estd
leyendo un nodo desplazado en una unidad del actual desplazamiento de 1/2 en direccién x.

Una situacion similar ocurriria si se deseara acceder a los datos del nodo ' , e solamen-
27 K

te que el plano de lectura resultaria tileb, dado a que se alinea con el campo de presion en
Di—1,j,k- Finalmente los nodos en otras direcciones, o bien cruzados, siguen una légica similar
incrementando o decrementando alguna de las dimensiones de los bloques.

3.4. Términos difusivos

Con respecto a los términos difusivos, siguen el esquema de discretizacion del operador
Laplaciano en 3D que se muestra en el Codigo (9).

Cédigo 9: Computo de un término de la ecuacion de cantidad de movimiento - difusion.

1 rpdaux.u 4= nu * ((tilef [(bty+1)]J[(btz+1)].u

2 —2.xtilep [(bty+1)][(btz+1)].u

3 +tileb [bty ][ btz ].u)/(deltaxxdeltax)

4 +

5 (tilep [(bty+1)+1][(btz+1)].u

6 —2.xtilep [(bty+1)][(btz+1)].u

7 +tilep [(bty+1) —1][(btz+1)].u)/(deltayxdeltay)
8 +

9 (tilep [(bty+1)][(btz+1)+1].u

10 —2.xtilep [(bty+1)][(btz+1)].u

11 +tilep [(bty+1)][(btz+1)—1].u)/(deltazxdeltaz));

3.5. El problema de Poisson para la presion

Para la resolucion del problema de Poisson para la presion se implement6 un gradiente con-
jugado, y se utiliz6 la FFT (transformada rdpida de Fourier) provista por la API CUFFT. El
concepto es sencillo, resolver el sistema considerando cuerpos inmersos en el fluido utilizando
la FFT (Storti et al., 2010) y con su solucién precondicionar al Laplaciano que serd introducido
en el CG. En general la solucion obtenida con la FFT es tan buena, que el CG alcanza a conver-
ger en pocas iteraciones (si s6lo se tiene fluido, en una sola iteracién). Cuando existen cuerpos,
estos dltimos introducen errores que luego el CG deberd amortiguar.

Como se sabe el RHS de la ecuacién de Poisson es una divergencia. Esta se calcula como
un esquema simplificado de la resolucidn presentada para las ecuaciones de cantidad de movi-
miento.

Con el objeto de resolver todas las etapas de Pasos fraccionado en GPU se opté por una
implementacion sencilla de cdlculo de divergencias. Recordando, se tiene que la divergencia se
calcula como un balance sobre la celda de presion, es decir, centrada en el nodo (i,j,k)

*

*
(O .
7'7]7]6_%

* *
. w
l]—%,k

L1 L1 L1 .. 1
i+35.0,k i—5.0:k i,j+35.k i,3,k+5
+ _I_

Az Ay Az ’

asi considerando sélo un plano con dimensiones (1 + BY, 1 4+ BZ) se tiene

Cédigo 10: Calculo de la divergencia del campo velocidad.
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lineu = (gx==0) ? udev[grid(dimx—1,gy,gz)]
: udev[grid(gx—1,gy,gz)1;

(tileu[ty][tz].v—tileu [ty —1][tz].v)/(deltay)+

1

2

3

4 udivdev[index] = (tileu[ty][tz].u—lineu.u)/(deltax )+

5

6 (tileu[ty][tz].w—tileu[ty ][tz —1].w)/(deltaz);

Finalmente se aplica el factor de escala —p/At via Thrust, el signo negado surge pues se re-
suelve el negado del Laplaciano de la presion, dado a que el Laplaciano es un operador definido
negativo y el CG necesita que la matriz LHS sea definida positiva y simétrica (requisito no sélo
del CG, sino para garantizar la no singularidad de A).

Los detalles de la implementacion del CG y la precondicion via FFT no seran introducidos
en este documento. Pero en esencia lo que se hace es aplicar tanto al inicio del CG como por
cada iteracion sobre el sistema, el operador de precondicién obtenido via FFT.

3.6. Correccion del campo de velocidades

Recordando las ecuaciones para el célculo de gradientes de presiéon como

/ n+1 3\
dp ¢ on+l n4l)
O Piv1jk — Pijk
i+3.5.k Ax
+1 1 1
ap " pn'." —pﬂ—."
vt = (a— b = ¢ Pk ZPigk 4 (28)
Y7 ij+1k Ay
1 n+1 _ . ntl
(3p)n+ Pijk+1 — Pijk
. \ Az )
\ az 7/7]7k+% /
y la posterior actualizacién como
1
(. At (3p>n+ )
u _— — —_—
Lk
un+1 ’L+27.77 p a«r lJr%,],k
i+5.5k 1
+1 At (Op
wilt={ v’ Y= v . ——|= (29)
Z7]7k 7’7.7+§7k Z7.7+§7k p 8y T ’
wn+1 . Z’]tE’k
wh = — | =
7'7]7k+7
\ 2 p az Zvjyk+% /

luego un esquema de resolucién constaria de un plano con dimensiones (BY + 1,BZ + 1),
cuya carga de datos seria similar (pero reducido) al presentado en la resolucién de las ecuacio-
nes de cantidad de movimiento. Finalmente el cédigo que procesa los gradientes y aplica las
correcciones se presenta en el Codigo (11).

Cadigo 11: Calculo de gradientes de presion y correccion de velocidad.

pu = (gx==dimx—1) ? pdev[grid(0,gy,gz)] : pdev[grid(gx+1,gy,gz)];
//Se actualiza la velocidad con los gradientes de presidn.

aux

udev[grid(gx,gy,gz)];

aux.u += —dT/rhox((pu—tile [ty ][tz])/deltax);
aux.v += —dT/rhox*((tile[ty+1][tz]—tile[ty][tz])/deltay);
aux .w += —dT/rhox((tile [ty J[tz+1]—tile[ty][tz])/deltaz);

O 0 N AW N =
<

- o

udev[grid(gx,gy,gz)] = aux;
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4. RESULTADOS
4.1. La inestabilidad de Kelvin-Helmholtz

El caso de estudio propuesto se conoce como la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz. Consi-
dere el caso particular de dos fluidos inmiscibles dentro de un recinto ubicados espacialmente
segin z > 0y z < 0, con densidades y presiones p;,p; y p2, p2 y finalmente con velocidades
Ulfy Ugfrespectivamente. Considerando la gravedad este problema se denomina la inestabi-
lidad de Kelvin-Helmholtz, pero en aras de simplicidad, no se tendrd en cuenta la misma. Con
el objetivo de estudiar la inestabilidad, se introducird una perturbacion ((x,t) que actda como
término de desestabilizacion por accién de gravedad.

Los resultados obtenidos en las simulaciones se presentan en las Figuras (4).

4.2. Calculos de ancho de banda

Considerando que un kernel en general presenta 4 etapas, esto es, (1) la inicializacién de
variables, (2) la carga de datos, (3) el computo y (4) la escritura, entonces el cdlculo de ancho
de banda tendrd en cuenta las etapas 1, 2 y 4, sin tener en cuenta la escritura de los datos leidos
sobre los registros (en otras palabras, no se tienen en cuenta las asignaciones en memoria com-
partida). De esta forma se mide el rendimiento en la carga de memoria global, y posteriormente
la escritura sobre la misma. Eso es lo que se quiere comparar, en que medida el kernel actual
estd aprovechando el maximo rendimiento efectivo otorgado por la memoria global.

De las especificaciones de la Tesla C'1060 se tiene que su reloj trabaja a 1600 [MHz] y su
interfaz es de 512 [bits], por ende el rendimiento tedrico maximo resulta 102.4 GBps. Utili-
zando las herramientas otorgadas por el SDK de CUDA se obtiene que el rendimiento efectivo
de la memoria global resulta de 74 [GBps], y este es el nimero contra el cual se hardn las
comparaciones.

Doble Simple
8x8 8x8 16x16
[GBps] [GBps] [GBps]

32x32x32 31.45(42.50%) 21.29 (28.77 %) 16.45 (22.29 %)
64x64x64 45.39 (60.53 %) 37.08 (50.37 %) 40.38 (54.56 %)
128x128x128 50.12 (67.72 %) 43.14 (58.29 %) 47.59 (64.31 %)

Tabla 1: Cuadro comparativo presentando los rendimientos del kernel de cantidad de movimiento.
Los valores en rojo representan los GBps obtenidos, mientras que los valores entre paréntesis son los
porcentajes de utilizacion del ancho de banda efectivo.

Continuando se tiene entonces una férmula para el célculo del ancho de banda de un deter-
minado kernel como

[(Br + Bw) - 10247°] /t10ta1, (30)

donde t;.:4; €s el tiempo calculado como la resta del tiempo tomado inmediatamente tanto antes
de la primer como después de la cuarta etapa y el factor 1/10243 es un factor de escala a GBps.

Con respecto al kernel de cantidad de movimiento se necesitan N lecturas sobre la memoria
global, cada una accediendo a un campo de velocidad. En 3D se tienen 3 componentes de
velocidad que bien podrian ser flotantes de simple o doble precision, de esta forma se tienen
3N? - B lecturas, donde B hace referencia al alineamiento en Bytes requerido por ambos tipos
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Time (secs): 0

3000 S. COSTARELLI, R. PAZ, L. DALCIN, M. STORTI
Step: 0.
Grid size: 256x256x256

(a) Condiciones iniciales.

Time (secs): 0.3
Step: 200.
Grid size: 256256256

(b) Comienzan a notarse las inestabilidades.
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Time (secs): 0.405
Step: 270.
Grid size: 256x256x256

(c) La capa vorticosa va tomando forma.

Time (secs): 0.465
Step: 310.
Grid size: 256x256x256
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(d) Ya se tienen vortices bien definidos.
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Time (secs): 0.555
Step: 370.
Grid size: 256x256x256

sy
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(e) La conveccién empieza a desprender los vortices de la capa central.

Time (secs): 0.87
Step: 580.
Grid size: 256x256x256

(f) Los vértices empiezan a desparramarse por el resto del dominio.

Figura 4: Los parametros que se han utilizado fueron: dimensiones 2563, v = 1.004 - 1076, At =
3.1-1073. En la simulacién se utilizo una tangente hiperbdlica para simular una capa de corte continua
sobre una de las componentes del campo de velocidad, y ademds se introdujeron perturbaciones en todos
los campos del orden de 1 - 103 que recreaban la inestabilidad.
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de datos, 4 para simple y 8 para doble. Asimismo la cantidad de escrituras es necesariamente la
misma que la de lecturas, con lo cual Bg + By = 6 N3- B. El Cuadro (1) muestra los resultados
obtenidos.

El hecho de no disponer del 100 % de eficiencia reduce el rendimiento general del kernel,
aunque como serd visto a continuacion, no resulta el punto critico a optimizar. Esta caida de
rendimiento se debe principalmente a las condiciones de borde y la forma en que los nodos del
dominio de resolucion se mapean a un arreglo 1D.

4.3. Comparaciones GPU vs CPU

Con el objetivo de tener una referencia del rendimiento obtenido en el desarrollo propuesto,
se procederd a comparar los rendimientos contra una versiéon en CPU del mismo, considerando
versiones unicore y multicore utilizando para ello OpenMP, un estdndar de programacién mul-
tithread en memoria compartida. La CPU utilizada en las pruebas es un intel 17 950 que presenta
4 nucleos y 12 MB de caché, mientras que la GPU fue una Tesla C1060 con 240 SP.

Es de interés mencionar que en las pruebas

= ]a optimizacion con OpenMP soélo es aplicada a la resolucion de las ecuaciones de canti-
dad de movimiento, y

= para el cilculo de las FFT se utilizaron dos versiones, la FFT provista por FFTW (sin
threads), y CUFFT (NVIDIA).

4.3.1. Resultados en simple precision

Los resultados obtenidos al efectuar los calculos en simple precision son presentados a con-
tinuacion. El Cuadro (2) presenta los rendimientos en [segs/MCels] obtenidos para un paso de
tiempo completo con datos en simple precision.

CPU OpenMP CPU OpenMP CPU OpenMP CPU OpenMP GPU

(1 thread) (1 thread) (4 threads) (4 threads)
+FFT(GPU) +FFT(GPU)
[segs/MCels]  [segs/MCels] [segs/MCels] [segs/MCels] [segs/MCels]
32x32x32 0.6391 0.5627 0.5085 0.4329 0.1173
64x64x64 0.7242 0.5852 0.5887 0.4477 0.0294
128x128x128 1.2815 0.5712 1.2107 0.4389 0.0184

Tabla 2: Rendimiento obtenido por paso de tiempo. Tipo de dato simple precision.

Donde se observa que a medida que las dimensiones del problema crecen la opcién de CUDA
resulta favorable. Los resultados de speedups se observan en el Cuadro (3), teniendo como
referencia la version en GPU, es decir, un factor 2z hace referencia a una version de GPU dos
veces mas rapida que aquella en CPU.

Es necesario introducir el hecho de que el calcular 1a FFT en GPU y el resto en CPU requiere
de traspasos de datos por el bus PCI-Express lo que, dado a su escaso ancho de banda (de
alrededor de 8 GBps para la version 2.0), limita el rendimiento general del desarrollo.

Con respecto a la toma de tiempos en las ecuaciones de cantidad de movimiento se con-
sideraron dos etapas, la resolucion y la integracion temporal. Finalmente los resultados son
presentados en el Cuadro (4).
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CPU OpenMP CPU OpenMP CPU OpenMP CPU OpenMP

(1 thread) (1 thread) (4 threads) (4 threads)

+FFT(GPU) +FFT(GPU)
32x32x32 5.44x 4.79x 4.33x 3.69x
64x64x64 24.63x 19.90x 20.02x 15.22x
128x128x128 69.64x 31.04x 64.79x 23.85x

Tabla 3: Speedups obtenidos en la resolucién de un paso de tiempo completo, GPU vs los distintos
desarrollos en CPU. Tipo de dato simple precision.

CPU OpenMP CPU OpenMP GPU

(1 thread) (4 threads)
[segs/MCels]  [segs/MCels] [segs/MCels]
32x32x32 0.1769 0.0592 0.0341
64x64x64 0.1905 0.0541 0.0104
128x128x128 0.1917 0.0603 0.0093

Tabla 4: Rendimiento obtenido en la resolucién de las ecuaciones de cantidad de movimiento. Tipo de
dato simple precision.

El Cuadro (5) recoge los resultados en speedup, considerando como referencia los resultados
obtenidos en GPU.

CPU OpenMP CPU OpenMP

(1 thread) (4 threads)
32x32x32 5.18x 1.73x
64x64x64 18.31x 5.20x
128x128x128 20.61x 6.48x

Tabla 5: Speedups obtenidos en la resolucién de las ecuaciones de cantidad de movimiento, GPU vs los
distintos desarrollos en CPU. Tipo de dato simple precision.

Para obtener el porqué de los resultados obtenidos se utiliza una herramienta provista por
NVIDIA denominada computeprof, ella otorga un perfil completo del cédigo CUDA que se es-
te testeando incluyendo tiempos de ejecucion, utilizacién de memoria compartida, registros por
threads, informacién de accesos y escrituras fusionados (y aquellos que no logran la fusion),
divergencia de threads, entre otros. De esta forma se obtiene una cantidad de 41 registros reque-
ridos por thread y considerando que el tamafio de bloque escogido para el kernel de cantidad
de movimiento fue de 16 x 16 (superior en rendimiento a bloques con dimensiones menores),
se tiene que un solo bloque activo puede residir por SM. En términos de warps resultan 8 con
lo cual se obtiene una ocupacion (cociente entre warps activos y warps disponibles, 32 para la
Tesla C1060) de 0.25.

Cabe aclarar que con las dimensiones tratadas s6lo un pequefia cantidad de los 30 SMs de
los que se disponen son utilizados, entonces si se consideraran problemas con mayores dimen-
siones se podrian distribuir los threadblocks a mayor cantidad de SM con lo cual una mejora de
rendimiento resulta evidente.

La principal mejora entonces consistiria en reducir la cantidad de registros por thread, una
mejora en la eficiencia de las operaciones en memoria resultarian en menor performance relati-
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va.

4.3.2. Resultados en doble precision

Los resultados utilizando el tipo de dato doble precision se muestran en los Cuadros (6 'y 7),
en donde los tiempos se toman teniendo en cuenta todas la operaciones requeridas por un paso
de tiempo completo.

CPU OpenMP CPU OpenMP CPU OpenMP CPU OpenMP GPU

(1 thread) (1 thread) (4 threads) (4 threads)
+FFT(GPU) +FFT(GPU)
[segs/MCels]  [segs/MCels] [segs/MCels] [segs/MCels] [segs/MCels]
32x32x32 0.6464 0.5939 0.5252 0.4645 0.2310
64x64x64 0.7894 0.6411 0.6594 0.5109 0.0901
128x128x128 1.5012 0.6384 1.3437 0.5086 0.0602

Tabla 6: Rendimiento obtenido por paso de tiempo. Tipo de dato, doble precision.

CPU OpenMP CPU OpenMP CPU OpenMP CPU OpenMP

(1 thread) (1 thread) (4 threads) (4 threads)

+FFT(GPU) +FFT(GPU)
32x32x32 2.79x 2.57x 2.27x 2.01x
64x64x64 8.76x 7.11x 7.31x 5.67x
128x128x128 24.93x 10.60x 22.32x 8.44x

Tabla 7: Speedups obtenidos en la resolucion de un paso de tiempo completo, GPU vs los distintos
desarrollos en CPU. Tipo de dato doble precision.

Los Cuadros (8) y (9) muestran los resultados obtenidos en la resolucién de las ecuaciones
de cantidad de movimiento.

CPU OpenMP CPU OpenMP GPU

(1 thread) (4 threads)
[segs/MCels]  [segs/MCels] [segs/MCels]
32x32x32 0.1854 0.0598 0.1071
64x64x64 0.1921 0.0673 0.0602
128x128x128 0.1930 0.0739 0.0435

Tabla 8: Rendimiento obtenido en la resolucién de las ecuaciones de cantidad de movimiento. Tipo de
dato, doble precision.

El porqué de los resultados similares para la resolucién de las ecuaciones de cantidad de
movimiento en las implementaciones GPU y CPU multithread esta en que, la GPU como dispo-
sitivo de calculo masivo de propdsito general, no tiene resultados satisfactorios cuando opera en
doble precision (en Fermi se tiene una notable mejora en performance para datos estos tipos de
datos). Esto es pues la arquitectura (al menos la Tesla y anteriores) estd ideada para computos
en simple precision, luego tiene mds unidades de simple precisiéon que de doble. La CPU en
cambio, que tiene un grado de evolucidn para los cdlculos de propdsito general superior a la
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CPU OpenMP CPU OpenMP

(1 thread) (4 threads)
32x32x32 1.73x 0.55x
64x64x64 3.19x 1.11x
128x128x128 4.43x 1.69x

Tabla 9: Speedups obtenidos en la resolucién de las ecuaciones de cantidad de movimiento, GPU vs los
distintos desarrollos en CPU. Tipo de dato, doble precision.

GPU, presenta mas cantidad de registros de 64 bits, es por ello que la utilizacion de datos en
simple o doble precisién en general no tienen gran diferencia de rendimiento.

El principal problema del kernel en GPU para este caso particular no resulta ni la utiliza-
cién de memoria compartida, ni su eficiencia de acceso, sino la cantidad de registros por thread
requeridos. Utilizando computeprof se tiene que cada thread requiere de 88 registros. Conside-
rando threadblocks de 8 x 8 (cuyo rendimiento resulté superior a threadblocks con dimensiones
de 2 x 2y 4 x 4, y ademds que los bloques de 16 x 16 no son validos pues exceden los recursos
disponibles) luego necesita 5632 registros, con lo cual s6lo dos bloques por SM pueden ser des-
glosados por la unidad SIMT (pues con 3 bloques se supera la cantidad de registros asociados a
SM que son 16384). Luego en términos de warps activos como se tienen threadblocks de 8 x 8,
solo se disponen de dos warps, considerando entonces que se tienen dos bloques por SM, la
cantidad de warps activos por SM resultan 4, de esta forma la ocupacion es de 0.125. Un factor
bajo, que tnicamente podria ser incrementado con la adicién de més registros asociados a un
SM.

El problema de disponer de pocos warps activos ya fue introducido anteriormente, pero
basicamente se puede decir que la unidad SIMT no tiene los recursos suficientes como para
mantener a los SPs activos cuando operaciones de gran latencia (como ser la gran cantidad de
operaciones de lecturas requeridas para la confeccion de stencils) se llevan a cabo.

Se puede decir entonces que una mejor utilizacién del ancho de banda efectivo no resultaria
en un incremento notable puesto que el kernel de cantidad de movimiento se estaria ejecutando
sobre la misma cantidad de SPs. Una verdadera mejora consistiria en reducir la cantidad de
registros por thread (del lado del programador, o desde el planteo matematico), o bien mediante
la introduccion de mas registros en las GPUs (del lado del proveedor).

4.4. Consideraciones de los esquemas temporales

Como bien es introducido en (Molemaker et al., 2008) los esquemas de integracion temporal
adoptados para el primer paso de F-S resultan incondicionalmente inestable para FE mientras
que condicionalmente estable para AB2 (Chen y Falconer, 1992; Costarelli et al., 2011), siem-
pre teniendo en cuenta el esquema de estabilizacién QUICK para el término convectivo de las
ecuaciones de cantidad de movimiento.

S. CONCLUSIONES

Se puede concluir, en base a los resultados obtenidos, que la tecnologia CUDA
= para problemas con dimensiones relativamente pequeias y utilizando datos en doble pre-
cision, no otorga mejora alguna con respecto a un desarrollo en CPU utilizando multiples

threads. Cuando las dimensiones comienzan a crecer la opcién en CUDA resulta favora-
ble dado por su escalabilidad natural;
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= con respecto a los desarrollos en simple precision, presenta mejoras mas pronunciadas
superando en general a aquellos resultados obtenidos por una version con multiples th-
reads;

= presenta el problema fundamental de tener que adaptar el problema a la arquitectura (esto
es con el objetivo de utilizar eficientemente la bondades de la misma), luego requiere de
un gran esfuerzo para el logro de tareas similares en CPU (a excepcion de operaciones
triviales);

» dada por la escasez de registros por thread, posee una baja ocupacion (en términos de war-
ps activos por SM) que estd directamente relacionado con operaciones de gran latencia,
limitando asi su capacidad de dispositivo de cdlculo masivo. Es por ello que la confeccion
de stencils resulta mds costosa que la posterior etapa de célculos.

Finalmente

= considerando propuestas de esquemas sencillos como ser diferencias finitas en grillas
estructuradas, cuya formulacién dada por la localidad de los datos y el trivial acceso entre
vecinos contiguos (al contrario que con esquemas no estructurados, clasicos de elementos
finitos) debiera tener la posibilidad de explotar al mdximo el procesamiento masivo de una
GPU, se ha visto sin embargo que la escasez de registros impide ese resultado y pone en
duda la utilizacién de esta arquitectura para la mecdnica de fluidos computacional;

= extrapolando a esquemas mas complejos (como podria ser la utilizacion de elementos fini-
tos con datos en doble precision), no se esperan resultados satisfactorios (en comparacion
a los obtenidos por un CPU), al menos con la arquitectura Tesla, aunque se espera que en
un futuro esta tecnologia madure y pueda sobrepasar aquellas dificultades expuestas a lo
largo de este trabajo.
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