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Abstract. En este trabajo se presenta un método simple para calcuaefitiente de transmision de
ondas mecanicas, electromagnéticas y cuanticas a traud@s medio estratificado o con una sucesion
de barreras de potencial de extension finita. Este métoddasado en el concepto de impedancia de la
onda andloga a la teoria de las lineas de transmision e&diara implementarlo se debe generalizar el
concepto de impedancia de las lineas de transmision ekstidiferentes sistemas clasicos y cuanticos.
En la propagacion de ondas mecanicas y acusticas a travisteseas periodicos de dimension finita se
observa la existencia de bandas de frecuencias (bandg&as gme no hay transmision. En los sistemas
cuanticos estas bandas en las que no hay transmisién elstéinmadas con las autofrecuencias de un
sistema finito que tiene la misma periodicidad. Haciendo amalogia apropiada con estos sistemas
cuanticos es posible encontrar esta misma relacion emsistaecanicos y acusticos. En sistemas acus-
ticos y mecanicos periédicos de dimension finita es rela@rete simple hacer una comparacion directa
con la experiencia. Tanto a través del calculo numérico caitravés de los resultados experimentales se
pueden contestar estas preguntas: ¢Coémo debe ser lawgatparta producir un “bandgap” mas grande?
¢, Como se pueden determinar el valor minimo y el maximo dehalo de frecuencia en la que no hay
transmision? ¢ Cuantas celdas debe tener la estructurprpdigir una determinada atenuacion?
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1 INTRODUCCION

En los ultimos afios ha tomado mucha importancia el estudia geopagacion de ondas
en un medio periddico, en donde se encuentra que las fraasgermitidas caen en “bandas”
continuas separadas por “gaps” prohibidos. La estructibeddas es practicamente la firma de
la fisica del estado solido, pero el mismo fendmeno tienar|wem principio, para ondas mecani-
cas, acusticas, electromagnéticas y hasta en ondas eraelagaristal macroscépico ordinario
donde se tiene del orden d&" capas atdmicas puede considerarse para todos los praposito
como verdaderamente periédico, sin embargo, en una cuamgiada o en un tubo corrugado se
tendra un numerd/ relativamente pequefo de elementos que se repiten. SilguaPowling
(1992 llamaremos a estos sistemas “localmente periodicos”. SEaseestructuras se encuen-
tran, sin embargo, aun para valores/deelativamente pequefios indicios de la estructura de
bandas caracteristica de un sistema totalmente periddigesolucion analitica de los sistemas
localmente periddicos es mas dificil porque el teorema detBho es aplicable en estos casos.
Sin embargo, el caso localmente periddico puede resolaaediicamente para us arbitrario.
Esto fue descubierto en el caso Optico por Abeles (1950) sefdescubierto en el contexto de la
mecanica cuantica por Cvetic y Picman (1812dwling (1992 ha desarrollado un tratamiento
unificado y accesible de la teoria de ondas localmente pesa®@n varias ramas de la fisica
utilizando la matriz de transferencia. En este trabajo \s@anatilizar el método desarrollado en
la teoria de lineas de transmision eléctrica (LTE) paradéstia propagacion de ondas acusti-
cas, mecanicas y cuanticas, en situaciones en las que fasgades del medio o las barreras de
potencial varian de a saltos. Este método es utilizado dessemucho tiempo en acustica para
analizar la propagacion de ondas en tubtsshwaha et al.1993 Ye and Hoskinsorn2000 y
mMAs recientemente en mecanica cuantica para calcularieaedis de transmision a través de
una o varias barreras de potencidhfndker et al. 1988 Chang and Kou1999. A pesar de
ser equivalente al método de la matriz de transferenciaadid porDowling (1992 tiene la
ventaja de que la LTE es mas simple para calcular numéridaneticoeficiente de reflexion
a través de una estructura cuasi-periodica abierta o laseneias naturales de una estructura
cuasi-periodica cerrada. En la secc®bmostramos la utilizacién del método de las impedan-
cias para el calculo de transmision a través de un tubo deésanodulada. Se aprovecha este
ejemplo para introducir la filosofia del método de las impetss. En la secciéB vamos a
dar ejemplo sobre el calculo de las frecuencias de los moglosallacion en una cuerda car-
gada con masas puntuales, de longitud finita fija en sus daswos. En la secciohvamos a
mostrar como este método puede extenderse a problemagosant

2 EL COEFICIENTE DE TRANSMISION DE UN TUBO DE SECCION MODULAD A

En una guia de onda acustica de longitud “infinita”, de seccitcular de radia: con una
impedancia acusticd, se inserta, como se muestra en la Flg.un tubo de longitud finita,
también de seccion circular, pero cuyo diametro varia ponds. A este tubo finito lo llamare-
mos en adelante “filtro”. La impedancia acustica por defimas”Z = pc/S, dondep es la
densidad del aire; la velocidad del sonido ¥ la seccién del tubo. Cada uno de los tramos que
componen el filtro esta caracterizado por su sec6jgnlongitud/;.

Se puede mostrar que la impedancia de entégale la seccién i-ésima puede expresarse
en funcién de las impedancia$. ! de losi — 1 tramos anteriores como:

Zi _ ZZ Zé;l —i—jZZtan(kllZ)
en Zz + Zéfljtan(kllﬁ

n

(1)
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Figure 2: Filtro modulado periédicamente donde se altetreanos de secciéf, y longitud/, con tramos de
seccionsS, y longitudls.

dondeZ; es la impedancia acustica del trames la impedancia de entrada del trafhe- 1)-
€simo, k; es el numero de onda del tramq [; es su longitud. En el tramo 0 la funcion
impedancia coincide con la impedancia acustica del tuba endl se inserta el filtro. Por lo
tanto, la impedancia de entrada del tramo @gs= 7, .

La onda armonica incidente, de frecuencig de amplitudA que se propaga de izquierda a
derecha, en el tubo de impedangig se encuentra en = —L con la impedancia equivalente
gue se calcula mediante la ecuacith)) (londe se refleja con una amplitidy se transmite con
una amplitud”’ en el tubo semiinfinito que se extiende a partinde 0. Si [;, I, e I, son las
intensidades de las ondas incidente, reflejada y tranamitdpectivamente, se puede mostrar
que French 1982:

I, ||B|* (Z,- 2z
R = — = —_— =,
Lo AL (Zo+ 250y

2 (n)\2 (2)

T =——=1—-R

(Za+ 2502

donde R y T son los coeficientes de reflexion y transmision, respectvaen El célculo
numérico de la impedancia de entrada en funcion de la frecuencia, ain cuando el nimero
de tramos sea grande se calcula sin dificultad medianteitaeaidin repetida de la ecuaciah)

En lo que sigue, analizamos el caso particular de un sistem@westo por una sucesion
alternadas de tubos de seccigin(igual a la de los tubos principales) y longitiydy tubos de
seccionsS, y longitud/, que denominaremos de aqui en adelante “contraccione® siss¢éma
se muestraen laFi@ frecuencia poe/2l,. En las figurag(a) y4(b) se muestra el coeficiente
de transmisiory’ en funcion de la frecuencia en unidadesc@d®,,, la frecuencia fundamental
de un tubo abierto de longitug, para los casos de 6 y 26 contracciones, respectivamente. Se

5

I;
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Figure 3: El coeficiente de transmisi@hpara un sistema cuyas dimensiones spn= 0.1m, [, = 0.01m, S, =
7.8821073m?, S, = 0.31421073m?, en funcion def /(¢/2l,). (a) Panel superior: Sistema con 6 contracciones.
(b) Panel inferior: Sistema con 26 contracciones.
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puede mostrar que el sistema con 6 contracciones presentzatones de hasta 26 dB en la
banda de frecuencias normalizadas que se extiende deéde D&00 Hz a 1700 Hz), y hasta

48 dB en el sistema de 26 contracciones, en la misma bandealefrcias. En la banda que va
de 2500H =z hasta 4000 = se puede mostrar una atenuacion similar.

3 CUERDA CON MASAS CONCENTRADAS CONECTADAS A OSCILADORES

La propagacion de ondas a lo largo de una cuerda con mashulddrsobre la cual se dis-
tribuyen masas concentradas igualmente espaciadas hawwydestudiada tanto analitica como
numéricamente en los Ultimos afios. En esta seccidn vamostaamoomo se puede analizar
a estas cuerdas cargadas acopladas a osciladores utlieantetodo de las impedancias, y
contrastaremos los resultados numeéricos obtenidos caltaggs analiticos o numéricos que
se obtienen con otros métodos. Vamos a analizar la trarmisi ondas longitudinales a lo
largo de una cuerda de longitud infinita que en un cierto traeme N cuentas fijas de masa
M espaciadas por una distandiacomo se muestra en la figuda Vamos a suponer ademas
que cada una de las cuentas esta conectada con un oscilagoneos en este trabajo que el
oscilador es un péndulo, pero los resultados son valid@squeiquier otro tipo de oscilador.

m 0 m

Figure 4: Cuerda con masas concentradas acopladas a osedad

Si designamos cof; y @, a las funciones de ondas a la izquierda y a la derecha del punto
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x; respectivamente, las condiciones de borde en este punto son

e Continuidad del desplazamiento de la cuerda:

(I)i—i—l(xia t) = (I)i (l‘i, t) (3)

e La ecuacion de Newton para la masa concentiddgue se encuentra en:

8(I)Z'+1(.Ti,t> 8@ (.I‘Z, ) d2(I) (SCZ, )
T 0, = M——1 4
ox ox +mgoi dt? “)
La ecuacion de movimiento para el péndulo es:
milf; = —mgh; — m®;(z;, 1) (5)
De donde ) Do)
w (T, T
9@ — 7 (2 6
) ©
conwy = 1/g/l. Reemplazando eh
OPi1(zi,t) 8(13 (w5,t) mw?w?
8 ox or  \(—w?+wd) +Mu? ) (1) O
Recordemos que la impedancia de la cuerda por definicide dada poFrench(1982
fe
7 =-T9% (8)
v
donde 50
= jwd 9
v= o= ©)

Luego, a partir de la ecuaciom)( se encuentra que en el puntoa impedancia pega un salto
cuando pasamos de la derecha a la izquierda a través delapunig, que viene dado por:

2

i mwo

3.1 Cuerda con una masa concentrada acoplada con un oscilado

Aplicamos el método de las impedancias descripto anteeiotenal problema que se ilustra
en la Fig. 5. La cuerda esta fija en los extremos= 0y x = —L, en su punto medio esta
insertada una masa concentrddade la cual se suspende un péndulo de longitudhasam.
Mediante la ecuacioh podemos calcular la impedancia de entrada en el pupto-L /2 + €:

Z(w=—L/2+4¢) =7 Z(x =0)+ jZ tan(kL/2)

“Z.+jZ(x =0)tan(kL/2) (11)

En nuestro caso la cuerda esta fijarer 0, por lo tantoZ(x = 0) — oo y la ecuacion11) se
reduce a _
_ch

Z(x=—-L/2+¢€) = m

(12)
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Figure 5: Celda unitaria del caso anterior.

Debido a la presencia de la masa concentrada y el péndule-en L /2, la funcion impedancia
presenta una discontinuidad en ese punto dadalinr (

Z(x:—L/2—e)—Z(x=—L/2+€)ZJ%W+MW (13)

Finalmente en: = — L tenemos,

Z(x=—L/2—¢€)+ jZ tan(kL/2)

‘Ze+jZ(x =—LJ/2 +¢)tan(kL/2) (14)

Como el puntar = —L esta fijo la condicion de borde impone qdér = —L) — oco: las
frecuencias para las cuales se satisface esta condicidassantofrecuencias del problema. A
continuacion se presentan los resultados de dos casasupsgs, uno para la condiciéon en que
M = 0y elotro en el quen = 0.

3.1.1 Sin masa concentrada)/ = 0)

En la figura6 se muestra la grafica de la funcidnen funcion de la frecuencia. De acuerdo
al método de las impedancias, las autofrecuencias delgmabson aquellas que hacen que el
modulo de la impedancia de entrada sea infinito o muy grande.

Frecuencia [Hz]

Figure 6: Funcion impedancia de entrada en funcion de laémada. Linea continua: cuerda de longifuflja en
sus dos extremos. Linea discontinua: cuerda y oscilad@@do. La frecuencia del oscilador es la misma que la
frecuencia fundamental de la cuerda.

En linea continua (color azul) se representa la impedamcenttada?,.,,(r = —L) corre-
spondiente a una cuerda de longifufija en sus dos extremos. En linea de trazos (color rojo) se

Copyright © 2011 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXX, pags. 3145-3155 (2011) 3151

muestra la impedancia de entrada para la misma cuerda pma@in un péndulo suspendido
en su punto medio. La frecuencia del péndulo coincide corelauéncia del primer modo de
la cuerda. Se observa que la presencia del oscilador elmhijpgmer modo pero en su lugar
aparecen dos modos adicionales cuyas frecuencias estanyaotno lado de la frecuencia del
modo eliminado. Este mismo fendmeno tiene lugar si la freciaedel péndulo coincide con la
frecuencia de cualquier otro modo. Por otro lado, el efeetgpdndulo es nulo si se lo coloca
en el nodo del modo que se quiere eliminar. La diferenciaesuéncia entre los dos nuevos
modos con la frecuencia del modo eliminado depende del mloride se inserta el péndulo y
de los parametros del sistema. Por otro lado, la amplituctsieuesta depende de la pérdida
del péndulo: a mayor pérdida menor la amplitud. Existe umdige 6ptima para la reduccion
de la amplitud; superado este valor las amplitudes vuehaaaer porque las oscilaciones del
péndulo se acercan al régimen sobreamortiguado. En estelosfecto del péndulo se anula.

3.1.2 Cuerda con una masa concentrada en su punto media (= 0)

En la Figura {) se muestra la funcién impedancia de entradgxz = —L) en funcion de
la frecuencia (linea de trazos), para el caso particulaaa@eiérda de longitud y una masa
concentradd/ en su punto medio. Se incluye también en linea continuadasawe la relacion
de dispersion que se obtiene resolviendo analiticametggesblemaGomez et a].2007).

Las posiciones de los maximos o picos de esta funcion sepomen con las autofrecuen-
cias del sistema debido a que la relacion de dispersion e para estos valores. De la figura
es posible observar un buen acuerdo entre los métodos.

100

50

Log 10(zen)

1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Frecuencia [Hz]

Figure 7: Calculo numérico de las autofrecuencias: en @zorel que se obtiene con la relacién de dispersion, y
en rojo con el método de las impedancias.

3.2 Cadenalineal deV masas concentradas

s mgg/\/\rMI
1 2 N

Figure 8: Esquema de la cadena linealNdenasas.
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El método de las impedancias puede aplicarse para caladdrdcuencias normales de
oscilaciéon (longitudinal o transversal) de una caden&/deasas unidas por un resorte o una
cuerdaB. Sabemos que silos resortes o sila cuerda no tienen masaistetna es utilizado para
modelizar la relacion de dispersion (fonones) de la redatis de una cadena monoatomica.
Analiticamente, lagV autofrecuencias de esta cadenad@&omos vienen dadas por la siguiente
expresion:

. nm
fn = 2f S11 {m} , N = 1,2, ,N (15)
donde
1 /2k
f=oo (16)
™ m

es la frecuencia natural del sistema mas simple de una maa aigos resortes (sin masa).
Estas autofrecuencias pueden medirse en el laboratoriménte, resultando una experiencia
importante para los estudiantes de grado puesto que pegntitatrar una relacion de disper-
sion que no es la tipica relacion lineal entrg k. Sin embargo, no es simple encontrar el efecto
de la masa del resorte en la relacion de dispersion. Preergamel método de las impedan-
cias nos permite encontrar con relativa facilidad la incaie de la masa de los resortes en los
valores de las frecuencias.

Frecuencia

Numero del modo n

Figure 9: Frecuencia de resonancia vs. el nimero del modoupar cadena lineal de 10 masas.

En la Fig. 9 se muestran las frecuencias de resonancia vs el nUmero del paoa el caso
de una cadena lineal de 10 masas. Los resultados represeitadcirculos corresponden al
caso de resortes sin masa dados fa6). (Con cuadrados y triangulos se indican los valores de
frecuencias para los casos de resortes cuyas densidagsdinle masa toman los valores de
5-1073y 5 - 1072 Kg/m, respectivamente. En estos Ultimos casos, el sistegsamta infinitos
grados de libertad, y por lo tanto ademas de los 10 modos déajg@s$recuencia mostrados
en fig. 9, aparecen infinitas autofrecuencias. Lo notable es que &stauencias se agrupan
alrededor de las frecuencias/2L, conn=1,2,3,..k que coinciden con las frecuencias de la
cuerda sin las masas concentradas. En estos casos las ma&sasisntran en los nodos de
estos modos y, por lo tanto, siguen siendo modos de la cuardada con lag/ masas. En la
fig. 10 se muestra el caso particular en el cual la densidad linemlada es dé - 10~3 Kg/m.
Puede apreciarse que el sistema tiene intervalos de freéasetonde no hay modos (bandgap)
mientras que los modos permitidos se distribuyen en in@s\we frecuencia que son cada vez
mas pequefios.

Copyright © 2011 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXX, pags. 3145-3155 (2011) 3153

LOglO(Zen)

—2H N

-3 I I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Frecuencia [Hz]

Figure 10: Estructura de bandas para una cadena lineal daddsntonsiderando un valor no nulo de la masa de
los resortes que las unen.

4 IMPEDANCIA CUANTICA

En esta seccidn resolvemos la ecuacion de Schrédingerglavdes la probabilidad cuantica
de transmision a través de un potencial periddico que puerdessrito como:

N
vxwzzijvw@w-@) (17)

Este tipo de potencial podria ser utilizado para simularaatkena de atomos.
En (17), V; es la magnitud del potencialay es la localizacion de l&ésima funcion delta 'y
N es el numero de funciones de delta de Dirac. La ecuacion dé@ober en una dimensién
puede escribirse de la forma
h? d*®
2m* dx?
En (18), V() es el potencial periédico que viene dado @br)(y m* es la masa efectiva del
electréon que se puede considerar constante sobre el rangieidecion.
La funcion de ond@& debe cumplir ciertas condiciones de borde. En primerano&ad se
debe mantener constante a uno y otro lado de la barrera . £sto e

+V(2)® = Ed (18)

La otra condicidon de borde se encuentra integrat8pdntrex; — 0y x; + 0:

h2 z;+0 d2q> z;+0
~5 - %d:c =V /xi—O Sz — x;)P(z)dx = V;®(x;) (20)
Esto es, p p
) ) 2m*
% 2;4+0 — % z;—0 = ?Vz@(ﬂfi) (21)
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Las ecuacionesl) y (21) son las condiciones de borde en las discontinuidades. ¥amo
definir a la funcién impedancia cuantica como

Z(x) = j—— (22)
Entonces la condicion de bord2lj se escribe

Z(xi +0) = Z(x; = 0) = j—=5-Vi (23)

h2
La solucion de la ecuacién de Schrodinger en la regidén enddegiuinciéon potencial es cero
es:

®(z) = Ae I 4 Belk® (24)
En esta ecuacion
vVo2m*E
k= % (25)

Para una onda que viaja de izquierda a derecha
Ot (z) = Ael™” (26)

La impedancia caracteristica “cuantica” es

Zp=j———=k (27)

En la fig. 11 se muestra el coeficiente de transmisién de un electron éstyuna serie d¥
potenciales delta (que simulan una red lineaNd®nes), utilizando el método presentado en la
seccion 2, en funcién del nimero de oriddado por 25). Se observa la existencia de bandas
prohibidas debido a la interferencia destructiva de lassmiectronicas.

Coeficiente de transmision

Figure 11: Coeficiente de transmision de la funcién de ondandelectrén a través de una cadena lineal de 11
iones.

Enlafig.12se muestra el cambio que sufre el coeficiente de transmisliidala la ausencia
de uno de los iones en la red (en nuestra simulacion el saxto lié sexta delta esta ausente).
Estos resultados son de interés para el estudio de la camdiecelectronica a través de nano-
hilos.
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Figure 12: Coeficiente de transmision del electron a traeda dadena lineal anterior, donde esta ausente uno de
los iones.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se presentan distintos ejemplos de aglicdeiun método de resolucion de
problemas fisicos basados en la generalizacion del candepimpedancia, en analogia a la
teoria de las lineas de transmision eléctrica.

Focalizamos nuestro estudio en la propagacion de ondas medio localmente periédico,
en donde se encuentran que las frecuencias permitidas wdbaredas” continuas separadas
por “gaps” prohibidos. Adoptando adecuadas definiciones @ste concepto, segun el sistema
estudiado, es entonces posible resolver un gran niumerootidepras fisicos de ramas muy
dispares, estableciendo adecuadas analogias.

Este método puede ser aplicado igualmente en sistemasiadipes y aun con variaciones
aleatorias.

Es importante destacar que el método es muy sencillo de in@pi&ar y a su vez es posi-
ble obtener informacién de sistemas, en principio muy caragbs, de manera muy simple y
natural.
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