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Abstract. Se desarrollé un método para obtener los modos de vibracién de un haz de tubos sumergido
en un fluido levemente compresible. Se propone una formulacién variacional del problema de Helmholtz,
la cual fue implementada numéricamente con un algoritmo adaptivo hp de elementos finitos. También
se desarroll6 un estimador de error confiable y eficiente que permitié obtener un orden de convergencia
exponencial. Para validar el cédigo se utilizaron los resultados de un problema con solucién analitica.
La robustez fue evaluada al hacer tender la velocidad c de propagacién del sonido en el fluido a infinito,
lo que, ademds, permitié verificar que el modelo contempla al caso con fluido incompresible. Luego
se analiz6 el refinamiento que se produce alrededor de vértices reentrantes que generan soluciones con
singularidades. La dependencia de las primeras autofrecuencias con c fue evaluada para varios valores
de este pardmetro. Por otra parte, se obtuvieron las soluciones de un problema con pardmetros fisicos
diferentes para cada tubo.

Por dltimo se estudié un problema con una geometria realista que se presenta en ciertos componentes
de centrales nucleares. Se hizo un anélisis de los modos de vibracion y de sus frecuencias naturales, asi
como también de la aproximacion a un fluido incompresible.
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1 INTRODUCCION

El problema de vibraciones de s6lidos inmersos en un fluido ha sido de interés para muchos
investigadores durante los dltimos afios. Este problema tiene considerable importancia en in-
genieria ya que ocurre naturalmente en el disefio y simulacién de intercambiadores de calor,
condensadores, elementos combustibles y nicleos de reactores nucleares Conca et al. (1995).

Concentramos nuestra atencién en las vibraciones de un haz de tubos sumergidos en un
fluido contenido dentro de una cavidad. Cuando un haz de tubos eldsticamente montados se
ecuentran inmersos en un flujo, ambos, fluido y tubos, vibran. Esto puede modelarse a través de
una ecuacién diferencial en derivadas parciales no-estacionaria (E.D.P.) en la regién del fluido
acoplada con un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (E.D.O.) que representa a las
oscilaciones de los tubos. La solucién en la region del fluido mide la amplitud de las vibraciones
del fluido. Las interacciones fluido-sélido son tenidas en cuenta a través del acoplamiento entre
la E.D.P. y el sistema de E.D.O.

Dependiendo del tipo de fluido en el cual el objeto sélido esté inmerso, estos modelos involu-
craran diferentes tipos de E.D.P. Por ejemplo, tratarifamos con la ecuacién de Laplace en el caso
de un fluido perfecto incompresible, con la ecuacién de onda si el fluido se asume perfecto y
compresible, y con un sistema de ecuaciones de Stokes en el caso de un fluido viscoso. Por otro
lado, las ecuaciones que modelan las vibraciones de los tubos dependen del tipo de suposiciones
que se hacen sobre ellos. Aqui serdn considerados como masas sélidas rigidas que vibran con
amplitudes pequefias. Sin embargo, también seria posible considerarlos como cuerpos elasticos
sometidos a deformaciones.

Como se observa en la figura 1, un fluido homogéneo estd contenido dentro de una cavidad
tridimensional cilindrica de seccidn transversal constante ), C R2. Dentro de la cavidad se
encuentra una estructura sélida inmersa en el fluido cuya proyeccién en ), es también una
region constante, la cual asumimos que es multiplemente conexa con componentes {O; }fil
Es posible considerarlo como un conjunto de K tubos cilindricos de la misma longitud, no
necesariamente de seccion circular, cuyas lineas generatrices son paralelas entre si y a la vez
perpendiculares a 2.

Qo

T

Figura 1: Regiones de 2 y {2.

La intereaccidn entre el fluido y dicha estructura sélida serd estudiada en base a las siguientes
consideraciones: (i) Los extremos de cada tubo se vinculan a dos superficies opuestas de la
cavidad de manera tal de que cada uno puede asemejarse a una barra sélida a la cual se le permite
mover transversalmente pero que no se le permite movimiento perpendicular a su seccion, y (ii)
Los tubos son suficientemente largos. Lo anterior nos permite ignorar efectos tridimensionales
y entonces el problema puede ser estudiado sobre cualquier seccion transversal perpendicular a
los tubos.
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Denotaremos a la parte de €2, ocupada por el fluido como (2, i.e.,

Q=9\{]JO;.

Suponemos que €2y, 2 y O, son todos subconjuntos acotados, conexos y abiertos de R? con
fronteras localmente Lipschitz. Denotamos las fronteras de €2y y de O; como I'y y I'; respecti-
vamente.

2 MODELOS MATEMATICOS DE VIBRACIONES DE FLUIDO-ESTRUCTURAS SOL-
IDAS

2.1 Interaccion s6lido-fluido perfecto levemente compresible

2.1.1 Hipotesis

1. Se considerard un fluido levemente compresible, es decir que su densidad puede tener sélo
pequeias variaciones alrededor de un valor medio, de tal modo que:

pf=1+p% con |pfl<1 (1)

en donde se adimesionalizaron las densidades de acuerdo a p* = p% y = ;’—0.

2. Se consideran pequeas oscilaciones alrededor de los puntos de equilibrio. Supondremos
ademads que tanto v como Vv son pequefios.

3. La presion es una funcidn creciente con la densidad, cuya dependencia viene dada por:

dp
po=mto PO @)
P lp=po
~ po+ctep
en donde ¢ = g—i es la velocidad de propagacién del sonido en el fluido.
p=p0

4. El campo de velocidades v proviene de una funcién potencial ¢, tal que

v=Vo. (3)
5. La viscosidad es nula: p = 0.

2.1.2 Ecuacion del fluido

A partir de la ecuacion de conservacion de la masa para fluidos compresibles, y empleando
la hipétesis enumeradas anteriormente, se obtiene la siguiente expresion

1 0p

EE‘FPOAfﬁ = 0, 4)
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A partir de la ecuacién de la conservacion de momento, en donde se desprecia el término de
segundo orden, se obtiene la siguiente relacion entre el campo de presiones y el campo escalar

o:

99 p
5= (5)
Po
Derivando (5) respecto de ¢, llevando a (4), y simplificando los py, podemos arribar a la
siguiente ecuacion diferencial que describe el comportamiento del fluido

& _
ot?
la cual es la ecuacién de onda en ¢.

Ap =0 (6)

2.1.3 Ecuacion de los solidos

Se asume que el movimiento del tubo 7 es el de un oscilador arménico simple con un término
de fuerza modelado por su interaccion con el fluido. M4s atn, se supone que los desplazamien-
tos de los tubos son lo suficientemente pequefios para que las variaciones de €2 inducidas por
el movimiento de los tubos sean despreciadas. Como se asume que el fluido es no viscoso,
este término depende sélo de la presion p del fluido, y por lo tanto del campo escalar ¢. Mds
precisamente, si s; es la velocidad transversal al instante ¢ del i-ésimo tubo, medido desde la
posicion de reposo, entonces se satisface la siguiente ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O.):

d’s; 0
mid_;+kisi = —po [ =2ndy i=1,... K (7
T

en donde 1 es el versor normal saliente de la frontera €2, m; es la masa por unidad de longitud
del i-ésimo tubo, k; es su constante de rigidez por unidad de longitud, y ¢ (x,t) es el campo
escalar asociado a la presion del fluido en el punto x € {2 al instante ¢.

2.1.4 Condiciones de borde

El fluido no puede escaparse de la cavidad, por lo que v - 7 = V¢ - n = 0 en la frontera
exterior de €2, y entonces ¢ satisface una condicién de borde homogénea tipo Neumann en ['y:

0
wid (8)
on To

Por su parte, en [';, © = 1,--- , K, la componente normal de la velocidad del fluido debe

coincidir con la componente normal de la velocidad del tubo, es decir que v - n = s; - n, y por
lo tanto

99

5| = s =LK 9)

r;
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2.1.5 Formulacién en el campo de las frecuencias

Como es usual en modelos de vibraciones, buscamos soluciones armoénicas de la forma:

o (x,t) = &(x)e™ (10)
S; (t) = Siei“’t

en donde la frecuencia angular de vibracion w del sistema acoplado es una de las incognitas del
problema.

Reemplazando (10) en la ecuacién del fluido (6), en la ecuacién del sélido (7), y emple-
ando las condiciones de borde, arribamos al siguiente conjunto de ecuaciones que describen el
problema fisico estudiado:

AP (x)+%®(x)=0 en ()

20 (x)=0 en 'y

20 (x) = w? [']';—0 (fm@(x)ﬁd7>+f—;si}~ﬁ enl;, i=1,....K an
\Si—uﬂ[g—?(fpiq)(x)ﬁd”y)—l—’g—;si] enl’;, i=1,...,K

A este problema se lo denomina modelo de Helmholtz. Observemos que el pardmetro de
frecuencia aparece en la ecuacién en €2 y en la condicion de borde no local en T';.

2.1.6 Formulacion variacional del problema

Sean ¥(x) € H' () una funcién de prueba y T € R*X un vector de prueba, ambos arbi-
trarios. El problema variacional asociado a (11) puede formularse como sigue:

e Encontrar w? y (®,S) € H' (Q) x R que satisfagan

a((®,S),(¥,T)) =w?b((®,9),(¥,T)) V(U,T) € H' (Q) x R, (12)
b((@, S) ) ((I)a S)) =1

en donde

a((®,8),(¥,T)) = /V\I%V(I)anLZ%Si-Ti, (13)

Q

K
1 i il
(@.8).0.1) = 5 [veicr SR [+ 1 )| [ i+ 2,

Q i=1 r; r;

(14)

De este modo, el problema queda planteado en forma simétrica, ya que las formas bilineales
a 'y b son simétricas, como se mostrard en la observacién 2.1.6. La solucién de (12) es una suce-
sion infinita de pares (wjz, (D5, Sj)), con autovalores WJQ- positivos, que suponemos ordenados
en forma creciente: 0 < wi < w3 ... . Asociado a cada w7 existe un autovector (®;,S;) € V,
que tiene dos componentes: una funcion ®; asociada al movimiento del fluido, y un vector S;
que describe el movimiento de los tubos.
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Observacion Las formas bilineales a y b son simétricas.

Prueba De las definiciones de a y b, surge inmediatamente que
a((®,8), (¥, T)) =a((¥,T),(P,8))

y que
b (((D? S) ) (\117 T)) = b((\I/, T) ) (q)v S)) .

Observacion La forma bilineal b es definida positiva.

Prueba En efecto, para todo (®,S) € H' () x R*X — {(0,0)} se cumple que

2

b((®,S),(D,8) = P2dx +Z”° / +p—s > 0.

’L

2.1.7 Discretizacion del problema

Sea V;P el espacio de elementos finitos de dimensién N. El problema discreto de autovalores
asociado con (12) es el siguiente:

e Hallar w} y (P4, S;) € VP x R?X que satisfagan

a ((q)fw Sh) ) (\Ijh7 Th)) = w}%b ((q)fw Sh) ) (\Ijh7 Th)) v (\Ijha Th) € Vhp X R2K7
b((Pr,Sh), (Pr,Sn)) =1
(15)
donde V;? es el espacio de elementos finitos de dimensién N.

Este problema se reduce a un problema matricial generalizado de autovalores, con N +
2K autovalores positivos, que suponemos ordenados en forma creciente: 0 < Wh1 <...<
Wi N 4ok Asociado a cada uno de ellos, existe un autovector (®, 5, Sy, ;) € Vi x R tal que
{(CDh,l, Shi1)s.-s (PrnNi2k, Shni2k)} €s un conjunto linealmente mdependlente

Si{wni, -, pnn} esunabase nodal de Vhp , la ecuacidn (15) puede representarse en forma

matricial como
K Onxor u o [ My My, u
— 16
<0mN K22)(S) W(Mm Mgg)(8> (16)

o K € RV*N tal que

en donde

[Kll /VQPhZ Vgph ]dX

es la matriz de rigidez usual del Laplaciano
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e M, = C%M . + Mpr es una matriz en RY*Y siendo M la matriz de masa usual del
Laplaciano, y M una matriz similar a la que surge en el modelo de Laplace para fluido
incompresible Scheble (2010), cuyos elementos son:

= /@h,isﬁh,jdx

Q
K
= S hd hd 17
i = T nndye on,jndyy (17)
=1
Y4 4
o My, = M}, € RV*2K eg una matriz de la forma
%11 fl"l LPlnzd'yl 7:711 fF] Splnyd'Yl % IFK gﬂlnzd’yK TILLII: fFK Solnyd'YK
M %11 frl P2nedyn %11 frl panydy % er panadyk 7;:;: er panydyk
12 . . . .
T o, ennady T [p ennydm TE fr e ennedye TE [L o onnydyk
o My, € R?*2K g5 yna matriz diagonal dada por
mi
k1
1
My, = — (13)
Po m?
kr
Mk
3%
t .z
o u=(uy, - ,uy) €RY esel vector de coordenadas de la solucién ®;, en la base nodal
’ ) h

de VP, es decir

N
by, = E UjPh,j -
Jj=1

e S € R?K es el vector formado por las componentes de los vectores de velocidad de los
tubos, segin se explico anteriormente.

Por provenir de una forma bilineal definida positiva, también debe serlo la matriz de masa
del problema de Helmholtz, que segtin vimos en (16) toma la forma

M,
M =
( Moy,

M12
M22 .
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2.2 Caso de un fluido perfecto incompresible

A continuacion obtendremos el modelo del problema con fluido incompresible a partir del
modelo con fluido levemente compresible descrito por el sistema (11). Como c aparece sélo en
la ecuacién diferencial en derivadas parciales, si tomamos el limite para ¢ — oo, arribamos
entonces al siguiente planteo de la ecuacion diferencial con sus condiciones de borde:

¢ (x)=0 en )
ch)(X):() en [y

d (x) = w? [@(fr@( )nm) r;;_s}n enl, i=1... K (19)
\S _“’2[ ( “d7)+?—fsz’] enl;, i=1,.. K

Esta es una formulacion alternativa al modelo de Laplace para fluido incompresible (Conca
et al. (1995)) en la cual las velocidades de los tubos aparecen como variables independientes.
Mientras que la discretizacion del modelo de Laplace (Scheble (2010)) conduce a un problema
matricial de dimensién N, en el presente caso arribamos a un problema ampliado de dimensién
N +2K.

Es importante notar que la forma bilineal b, definida ahora como:

b((@,9), ZPO /\I/ﬁd%—k%Ti : /@ﬁd%Jr %si (20)

W b

solamente es semi-definida positiva. En efecto, si ® es una funcién no nula tal que (I>|FZ_ = 0,
i=1,---,K,yS;=0,i=1,---, K, entonces (P, S) es un vector no nulo de H' () x R?¥
para el cual se verifica que

2

/(I)ﬁd%Jr Mig | =o0.
Po

b

?s"|b

b((®,8),( Z

En concordancia con este hecho, en la version discreta la matriz de masa de la ecuacion (16) se
reduce a

Mr M,
M = 21
(M21 Mo, ) ’ @D

que tiene rango 4K y por lo tanto no es estrictamente definida positiva.

3 METODO HP DE ELEMENTOS FINITOS
3.1 Estimador de error a posteriori

Para un uso eficiente del método Ap de elementos finitos, tipicamente es necesario adoptar
un esquema adaptivo. Este se basa en un estimador de error a posteriori y una estrategia para
decidir en cada paso si realizar un refinamiento / o un enriquecimiento de p.

Sean (w, ®,S) y (wp, Pn, Sy) las soluciones de los problemas (12) y (15), respectivamente.
Suponemos que w? es un autovalor simple del problema (12), que w? es el autovalor (también
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simple) del problema (15), que converge a w?

(®p, Sp) han sido elegidos normalizados en ||-||,.

Denotamos por eg := & — &), y eg := S — S, a los respectivos errores. Presentamos aqui el
estimador de error a posteriori del tipo residual que se usé en la implemetacién del modelo de
Helmholtz, medido en la norma ||-||,:

cuando maxyer;, Z—; — 0, y que (¢,S) y

1/2

K
2 my 2
I(caes)ll, = |IVE = Vu|[720) + > o |Si — Sh,il
i=1

La razén principal para esta eleccion es que es la norma de la energia, la norma natural de este
problema. Debemos remarcar que los tltimos términos son de orden superior al primero, de
modo tal que la medida mads relevante del error es [|Veo [ 12(q)-

Para cada T' € T, sea Er el conjunto de ladosde T'y £ := UTeTh Er. Descompenemos £
en conjuntos disjuntos &, == {{ € £: L C T;},con0<i < K,y & :=E\ UL, &n,.

Para cada ¢/ € &g elegimos un vector normal unitario n, y denotamos los dos tridngulos
que comparten este lado como 7;,, y 1,,:, con ny; apuntando en direccion saliente de 7;,. Para
¥ € V), establecemos:

ov
|:|:a_nh:|:|€ = V (\I[h‘Tout) Iy — V (\Ilh’Tm) 1y,

que corresponde al salto en la derivada normal de ¥, a lo largo del lado /. Nétese que este valor
es independiente de la direccion elegida para el vector normal n,.
Para cada ¢ € £, definimos el residuo del lado

0P
% B_nhg7 (e &g,
Jg:: _%’ EEEFO,
0%, o
— (%2 —Spin), ek, i=1-- K,

y, para cada T' € Ty, el residuo volumétrico
2

w
Ry = A (®yly) + ) Pl -

Definimos también, para cada elemento 7" € T, el estimador local del error 7 como

s h

2

2 1 72
= |Rrllfamy + Y g ez
T

p LeEr
siendo p, := max {pr : Er > (}, y el estimador global del error correspondiente 7, como
M= > np

TETh

3.2 Confiabilidad

El siguiente teorema provee una cota superior para el error, al cual prueba la confiabilidad
del estimador de error a menos de términos de orden superior.
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Teorema 3.1 Existe una constante positiva C' tal que

hT 2r
< -
lfeases)l, <€ [+ (max ) fealyngo

Debido a que el término <maxTeTh Z—;) . €041 () €s claramente despreciable en forma asin-
totica con respecto al término izquierdo de esta estimacion, concluimos que el error del método
||(es, €s)||, es acotado por arriba por el estimador global 77, a menos de términos de orden supe-
rior y una constante multiplicativa. En otras palabras, 7 es una estimador de error a posteriori
asintoticamente confiable.

3.3 Eficiencia

De manera de garantizar que el indicador de error es eficiente para dar lugar a un esquema
de refinamiento adaptivo, a continuacién mostraremos que 7y estd acotada por la norma H*! del
error en la vecindad de 7', a menos de términos de orden superior.

Teorema 3.2 Para todo § > 0, existe una constante positiva Cs tal que para todo T € Ty, si' T
tiene solo lados internos (i.e., lados { € Eq), entonces

hr
nr < Cspi™® | lel o + — “p @h
T | |H1( T) pr || ¢ 2 L)
y, si T tiene un lado sobre I';, 1 = 1,--- |, K, entonces
145 hr T
nr < Copit® | el oy + = <1> - —<1>h 2118 = Suil|
pbr L2(wr) PT

en donde wy =\ J{T": T y T' comparten un lado}.

3.4 Estrategia de refinamiento adaptivo

Existen varias estrategias para determinar qué elementos deben ser refinados. Uno de los
mads usuales es el siguiente: se marcan para refinar todos los tridngulos I’ para los cuales resulte

nr > 0y, donde
"
UiV Z U
T TeTh

y 8 > 0 es un pardmetro que puede elegirse arbitrariamente.

Nuestro algoritmo adaptivo hp usa esta estrategia para marcar los tridngulos a ser refinados,
con la consideracién adicional de que, en cada paso, para cada tridngulo marcado, tiene que
decidirse si realizar un refinamiento p o un refinamiento /. En el caso del refinamiento p, el
grado pr del elemento marcado se incrementa en uno y el tridngulo no se modifica. Por su
parte, en el caso del refinamiento A, el elemento marcado 7" se subdivide en cuatro tridngulos,
T = Ujle T7, y el grado es heredado por los nuevos elementos, es decir, prt = pr- Ademas,
la conformidad de la malla se preserva mediante la estrategia de biseccion por el lado mas
largo de los tridngulos vecinos no refinados (ver Verfiirth (1996)). Debido a esto, sucede que
algunos elementos no marcados para el refinamiento - de todos modos se subdividen en dos o
tres tridngulos. Asi, en general, tendremos que 17" = U§:1 TJ’ ,con k = 2,3, 04. Similarmente,
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cuando se realiza un refinamiento p de un elemento, debe modificarse el grado de algunos
tridngulos vecinos para mantener la conformidad del método hp de elementos finitos.

Con el objeto de decidir si un tridngulo particular debe refinarse p o h, adoptamos un criterio
propuesto en Melenk and Wohlmuth (2001), que se basa en la comparacion del error local
estimado actual con una prediccion de dicho error obtenida en el paso anterior. Si en el paso
previo se produjo un refinamiento h que dio origen a una particion 7' = U?:l T/, k=2,3,04,
entonces el indicador del error predicho se define como sigue:

pr+1

2 T!
(n?l?ed) =Y “TJ“ "

donde -y, es un pardmetro de control a ser determinado. Por otro lado, si en el paso precedente
se realiz6 un refinamiento p en el elemento 7', entonces el indicador de error predicho se define
como

pred 2 2
(TIT ) = Tl >

donde € (0,1) es un factor de reduccion que puede elegirse arbitrariamente. Finalmente,
Tp que p g
para los elementos que no sufrieron ninguno de los dos tipos de refinamiento en el paso anterior,

<77170“T€d) = Y (ngred> :

donde 7,, es un factor de reduccién o amplificacién, también arbitrario. En todos los casos,
efectuamos un refinamiento i de 7' cuando el indicador de error 7 es mayor que el indicador
de error predicho 727, y un refinamiento p en caso contrario.

El algoritmo al que arribamos mediante el procedimiento anteriormente descrito, se muestra
esquemdticamente a continuacion:

1 if 72 > 0n?, then

2. ifpi > (77‘” red) then
3: subdividir 7" en 4 tridngulos 77, 1 < j < 4
4: particion por el lado mds largo para mantener la conformidad de la malla
S pr; i=Dpr
- | ’ pr+1
o (i d) =T ( ] ) n
7:  else
8: pri=pr+1
9: conformaci(’)n P
10: (né’fed) = Wi
11:  endif
12: else )
13: (ngred) = <n§r6d>
14: end if

Hemos fijado n/; red .= () para todos los elementos T de la triangulacién inicial, de tal modo

que el primer paso sea excluswamente un refinamiento A de todos los elementos.
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4 EJEMPLOS NUMERICOS
4.1 Ejemplo con solucion analitica: Dos tubos cilindricos concéntricos

En primer lugar consideramos un ejemplo con solucién analitica, utilizado para validar el
cddigo de célculo. Mds adelante aprovechamos también este ejemplo para verificar la robustez
del método en el caso con fluido incompresible, al hacer tender ¢ — oo. Se trata de dos tubos
circulares concéntricos de radios r; y 7., tal como se muestra en la figura 2.

Y

Te

Figura 2: Tubos circulares concéntricos.

4.1.1 Solucién analitica general

Planteando el problema en coordenadas polares, y definiendo la normal saliente al dominio

en el borde del tubo central como 11 (r;,#) = — cos 0i — sin 6, el sistema a resolver es:
(Aq)jucj_jq):aaj? %aa_err%aaQT?Jri_j‘I):O, r,<r<re, 0<60<2m,
o (re,0) = 52 (re. 0) =0, 0<<om
G (11,0) =S fi= =52 (ri,0) =
= _k_gow22 < 0271' P (7”@'7'19) . ﬁrldﬁ) . ﬁ7 0<6<2r.
\ mw

(22)

en donde se hizo uso de la forma explicita de la velocidad S; de los tubos en la condicién de

borde sobre los mismos. Se propone un desarrollo de la solucién en serie de Fourier de senos y
COSenos,

O (r,0) =ap(r)+ 3 [an () cosnb + B, (r) sinnd] (23)
-1

n
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y se reemplaza en la variable ® del sistema (22). Operando, se llega a un conjunto de ecuaciones
ordinarias de Bessel. Luego de ser evaluadas las condiciones de borde, la solucién de los valores
de las autofrecuencias del problema se obtiene hallando los ceros de las siguientes funciones
trascendentes sobre la variable w, ya que todos los demds pardmetros son datos del problema:

(

Do (w) :=Jg (re2) Y'o (ri%) = Y's (Tec) Jo (ri2) =0, n=0,

Dl (W ( Z) [ (TZC) + k— mo.)2 TﬂrYl (Tz ) (24)
—Y’l( 2) [ 7 (%) + g2 (ri2)| =, n=1,

\Dn (w):=J! (r ( “—J) Y, (ri;) -Y', (rec) J (ri;) =0, n > 2.

4.1.2 Solucion de elementos finitos

Se hizo adaptividad sobre el modo 1 de vibracion, al cual le corresponde la menor de las frecuen-
cias no nulas. En la figura 3 se muestra la malla utilizada para comenzar el proceso adaptivo con
elementos cuadréaticos en todos los tridngulos. Aprovechando las simetrias del dominio, se anal-
1z6 la solucién en un cuarto de anillo circular y se la extendi6 a todo el dominio, considerando
las distintas combinaciones posibles de las condiciones de borde en los bordes I'.

Figura 3: Tubos cilindricos concéntricos. Dominio y malla inicial.

En las figuras 4 (a) y (b) se observan las curvas de nivel y el campo de velocidades del
fluido y del tubo para el modo 1 de vibracion. En la figura 5 presentamos las mallas extendidas
obtenidas con el algoritmo adaptivo hp correspondiente a los pasos 3, 6, 9 y 12 del proceso
de refinamiento para este modo. El color de cada tridngulo representa el valor de pr que le
corresponde, segtn el cédigo indicado por la paleta adjunta.

Se puede observar un marcado refinamiento h alrededor de los bordes circulares. El esti-
mador es grande en esa zona por existir singularidades en los vértices del poligono que aprox-
ima al tubo circular. Esto constituye un error de aproximacién del dominio, por lo que al refinar
h aumenta el nimero de lados del poligono. Por su parte se observa refinamiento p en las zonas
alejadas de los bordes circulares, que no han sido muy refinadas en h.

Las autofrecuencias obtenidas con el programa numérico se comparan con los resultados
obtenidos analiticamente en la tabla 1. Excepto la autofrecuencia 9, las demds son autofrecuen-
cias dobles. Se puede apreciar un caso en donde existe un valor negativo en la columna de error
absoluto. Esto se debe a que el dominio discretizado no coincide con el dominio del problema
original en los bordes circulares, constituyendo lo que se denomina un error en la aproximacion
del dominio.
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(a) Curvas de nivel

Figura 4: Modo 1: Curvas de nivel de la funcién ¢ y campo de velocidades.

(b) Campo de velocidades

| Modo n° | w2 iiico | Wiumerico | EXTOr Absoluto |
1 0.1357458 | 0.1357460 2.0E-07
3 0.6731973 | 0.6732010 3.7E-06
5 0.9554926 | 0.9554930 4.0E-07
7 1.9266273 | 1.9266489 2.2E-05
9 2.6752528 | 2.6752429 -1.0E-05
10 3.1301394 | 3.1301424 3.0E-06
12 4.3685180 | 4.3685292 1.1E-05

Tabla 1: Comparacién de los valores de autofrecuencia obtenidos analiticamente vs numéricamente.

4.2 Caso con fluido incompresible

A continuacién utilizaremos el programa para encontrar la solucién de un problema incom-
presible, modificando sélo el pardmetro de la velocidad del sonido ¢, llevandolo a este a un

valor suficientemente alto.
Primero veamos qué resultado deberiamos encontrar. Llevando las expresiones (24) al limite

de ¢ — o0, tenemos:

e Para la primera ecuacion,

2
i [1,(:2) Y4 () ¥ () )] -2
c—00 C C & C 3

que no depende de w, por lo tanto la tnica solucién para este sistema es ag = by = 0.

e Para la segunda,

2

lim {J’l <r6£> [Y’l <rif) T p(’—w2rﬂyl <7«Z.E>] _
c—00 & c k —mw c

2
v (r2) [Jg (n) + 24, (nz)] } _
c c k—mw c
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(a) Paso 3

(c) Paso 9

Figura 5: Tubos cilindricos concéntricos. Mallas refinadas.

por lo que al igualar esta expresion a cero, resulta

2 _
2@4+5mw” =8 g 2t 90206364193580543
91 (w2 —1) 44 5w

el cual es un autovalor doble ya que es solucidn de los sistemas que se desprenden de (23)
con ay y fi.

e En la tercera,

lim [J; (r%J) Y, (TZ%> -Y', <r6%> J (ng)} =00 Vn>2

c—00 [
por lo que a,, = b, = ¢, = d,, = O paran > 2.

Se recupera soélo el par de autofrecuencias provenientes de la condicién de borde en el tubo, y
los restantes no nulos tienden a infinito. Este tltimo hecho estd validado por el Teorema 3.13
inciso (iii) de la referencia (Conca et al. (1995)), en donde se demuestra este hecho por las
propiedades continuas en la homotopia entre los modelos de Laplace y de Helmholtz. Luego, el
Teorema 3.14 de la misma referencia muestra 2/ autovalores que convergen a los autovalores
del modelo de Laplace a medida que ¢ — oo.
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Para la simulacién numérica se tomo el pardmetro 1/c? = 107!, y se hicieron 12 pasos de
adaptividad sobre el modo 1. En la tabla 2 se pueden observar las dos frecuencias correspon-
dientes al primer y segundo modo, las cuales presentan su error absoluto en la columna de la
derecha. Las siguientes frecuencias resultaron muy elevadas, las primeras del orden de 2. El
autovalor 0 no se obtuvo ya que se utilizaron las condiciones de borde DN y ND en los bordes
que aparecen al dividir el dominio para aprovechar sus simetrias.

|N° | Wliaitico | Waumerico | Error Absoluto |
0 0 - -
1 | 0.2029636419 | 0.2029636425 6.0E-10
2 10.2029636419 | 0.2029636505 8.6E-09
3 00 0.3E10
4 00 0.6E10

Tabla 2: Autofrecuencias para el caso con fluido incompresible.

4.3 Tubo romboidal dentro de una cavidad rectangular

Presentamos un ejemplo con una geometria simple, que utilizaremos para investigar el orden
de convergencia del método hp-adaptivo. Consideramos un tubo romboidal centrado en una
cavidad rectangular, como se muestra en la figura 6 que representa a la malla inicial. Se hizo
adaptividad sobre los modos 1y 3 de vibracion.

Figura 6: Dominio y malla inicial.

En este ejemplo el dominio ocupado por el fluido tiene dngulos reentrantes en los vértices
del tubo. Debido a esto, los modos de vibracion involucran autofunciones que son singulares
en estos 4 puntos.

El comportamiento del sistema fluido-estructura para el modo 1 puede observarse en la figura
7 (a), y en la figura 7 (b) presentamos el campo de velocidades para el modo 3. Haciendo una
comparacion de ambas figuras, destacamos que, si bien en ambos casos el tubo se comporta
en forma similar vibrando horizontalmente alrededor de la posicién de equilibrio, el fluido se
comporta de manera muy distinta. En el modo 1, la frecuencia es baja, y las lineas de flujo cir-
culan desde el borde de ataque hacia el borde de fuga. Este comportamiento es cualitativamente
parecido al del caso con un fluido incompresible (Scheble (2010)). En cambio, en el modo 3 el
fluido acompaiia al tubo, comprimiéndose sobre la pared que tiene enfrente.

La figura 8 muestra las mallas obtenidas con el algoritmo adaptivo en el paso 24 para los mo-
dos 1y 3. Se aprecia cémo aument6 el orden p de los elementos alejados de las singularidades,
y cémo aumenta el orden h en los elementos cercanos a los mismos.

Copyright © 2011 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXX, pags. 3233-3257 (2011) 3249

Figura 7: Campo de velocidades para los modos 1y 3.
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(b) Modo 3

Figura 8: Dominio rectangular con tubo romboidal. Mallas refinadas en el paso 24.

En la figura 9 se ve una sucesiéon de ampliaciones de la malla del paso 24 alrededor de los
vértices superior y derecho del tubo romboidal, para el modo 1. Podemos ver que en el primer
caso los elementos mds proximos al vértice son cuatro 6rdenes de magnitud mas pequefios que
en el segundo. Esta diferencia de refinamiento h es un indicio experimental de que ambas
singularidades son de distinto orden. Podemos entonces afirmar que el movimiento del tubo
determina el tipo de singularidad en cada uno de sus vértices.

4.3.1 Orden de convergencia del estimador

Se hard un andlisis de la velocidad de convergencia de la aproximacion hp obtenido en este
ejemplo. La combinacién de refinamiento A con refinamiento p que implementamos, permite
obtener una velocidad exponencial de convergencia

|6|H1(Q) < Ce VN (25)
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Figura 9: Ordenes de ampliacién en los distintos vértices.

donde N es el nimero de grados de libertad.

En este caso no contamos con una solucién analitica para verificar si el error absoluto tam-
bién tiene el mismo tipo de convergencia exponencial. Para proveer evidencia numérica de
tal comportamiento, se estimd el error de las autofrecuencias obtenidas usando como valor de
referencia una aproximacion obtenida mediante un proceso de extrapolacion de los resultados
numéricos. Dado que el orden de convergencia de los autovalores deberia ser el doble del
de las autofunciones, para obtener un valor mds exacto podemos aplicar un procedimiento de
extrapolacion basado en el modelo

W = w? 4 ke 22N
en donde deben determinarse los pardametros w?, x y v mediante un ajuste de cuadrados minimos
pesados. Los pesos se eligieron de tal modo que los autovalores obtenidos w? mas precisos, que
corresponden a las mallas més refinadas, tengan un valor mds significativo en el ajuste. Como
los residuos en estas mallas son aproximadamente proporcionales a e_QQ\B/N, las soluciones
mejor calculadas serian justamente las que menos influirfan en un ajuste estandar. Para revertir

2
. ., . _ 3
esta situacion elegimos (e 2o ‘/N> como peso.
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El procedimiento es el siguiente: para un o dado, obtenemos w? y x de minimizar

Jo J2
g\ k) = Z <w,2m~ —w? — ke ™ VN_JY (eZa W) = Z [(wij — w?) 2 }/Ni Fa]z,
Jj=J1 Jj=J51

(26)
donde wi ; ¥ INj son las coordenadas de los puntos obtenidos en el paso j, y Ji y J» indican
respectivamente el primero y el dltimo punto del sector asint6tico de la curva en el cual real-
izamos el ajuste. Derivando (26) respecto de ambas variables e igualando a cero, obtenemos
el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, que permite obtener w? y &
como funciones de «

Z;']ijl 64a 3/N; Z;'b:]l e2a?\’/ﬁj ( w2 ) - Zji]l wi’jeélai/ﬁj (27)
3 . - 3 .
SV (=) [\ A S R eV
El valor éptimo de «, a su vez, surgird de minimizar
Jo , 9
f(a,w?(a), k() = Z <w,§7j —w? — /{6726“\/?1)
j=J

en donde w? (o) y & () son la solucién de (27). La minimizacién de f se efectda numérica-
mente, a través de un barrido en .

Ajustando los dltimos 16 puntos de los 25 que obtuvimos, que incluyen a la malla inicial,
calculamos el valor de extrapolacién w? = 0.438100529301668 con un pardmetro de conver-
gencia @ = 0.645795. En la figura 10 (a) se muestra el logaritmo del error In (w,zw- — wQ)

calculado tomando el valor extrapolado como exacto, versus {’/ﬁ] . La superposicion entre la
curva obtenida numéricamente y la recta de ajuste muestra que se alcanza un orden exponencial
de convergencia en la zona asintética de la curva.

En la figura 10 (b) se muestra un grafico de In 7, versus v/ N, en la cual se ha superpuesto el
ajuste lineal de los tltimos 8 puntos, en concordancia con la cantidad usada en el procedimiento
de extrapolacion. Se ve que el error estimado 7, alcanza en este problema el orden exponencial
de convergencia previsto en (25) para el error exacto. El valor « = 0.65247 obtenido es parecido
al que surge de la extrapolacion del autovalor, lo que muestra la consistencia de los ajustes.

4.3.2 Comparacion entre estrategias de refinamiento uniforme, h 'y hp

Aprovechamos este ejemplo para realizar una comparacion cualitativa entre las velocidades
de convergencia de los métodos de refinamiento uniforme, h a p fijo, y hp.

Primero, en la figura 11 se muestra el refinamiento de la malla que se logra con los distintos
métodos. Notese que el nimero de grados de libertad que tiene la malla es del mismo 6rden
en los tres casos, y sin embargo el niimero de pasos de refinamiento necesario para alcanzar tal
nimero es mayor en donde hay adaptividad.

En la tabla 3 se realiza la comparacién el nimero de grados de libertad necesarios para alcan-
zar aproximadamente el mismo orden en el error del autovalor. Se observa que con refinamiento
uniforme se requiere de un nimero muy grande. Por otro lado, para este nimero de pasos, el
método /p s6lo tomo la mitad de grados de libertad respecto al refinamiento 4.

En la tabla 4 puede apreciarse la ventaja de la adaptividad /hp sobre la adaptividad h. Para
lograr aproximadamente el mismo orden en el error, ambos en 20 pasos, el nimero de grados
de libertad que requiere el método Ap es de dos 6rdenes de magnitud menor.
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Figura 10: Curvas de convergencia del estimador y del error en el autovalor.

MW oo

Grados de libertad: 5744 Grados de libertad: 5865 Grados de libertad: 5917
Pasos de refinamiento: 3 Pasos de refinamiento: 9 Pasos de refinamiento: 18

Figura 11: Mallas refinadas con los distintos métodos.

En las figuras 12 (a) y (b) se observa en escala logaritmica el decrecimiento del error esti-
mado con cada uno de los pasos de adaptividad, y se distinguen las curvas correspondientes a
la estrategia de refinamiento A, variando el valor de p, y la que corresponde a la estrategia de
refinamiento Ap, en negro.

En la figura (a) se puede ver que la curva correspondiente a la estrategia Ap tiene una pendi-
ente que decrece més rapidamente que las que se obtuvieron al utilizar la estrategia h, para p =
1,2y3.

Observando la figura (b), notamos que si seguimos aumentando el orden de los polinomios
interpolantes aumenta también el nimero de grados de libertad del primer paso de adaptividad.
Esto demora mas la convergencia hacia a una recta de pendiente proporcional a p. En conse-
cuencia no se observa que para algun valor de p fijo, la estrategia de refinamiento 2 sea mas
eficiente que la estrategia hp, para algiin nimero determinado de pasos de adaptividad.
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\ Ref uniforme \ Adaptividad h \ Adaptividad hp ‘

Paso 6 6 6
DOF 361344 1420 665
Error abs 3.0E-05 3.3E-05 3.3E-05

Tabla 3: Comparacién entre los métodos de refinamiento de malla. Error ~3.0E-5

Ref uniforme \ Adaptividad h \ Adaptividad hp ‘

Paso - 20 20
DOF - 917589 7243
Error abs - 1.4E-10 7.7E-11

Tabla 4: Comparacion entre los métodos de refinamiento de malla. Error ~1.0E-10

4.4 Cavidad cilindrica con 28 tubos cilindricos

Presentaremos un ejemplo de mayor interés prictico, ya que ciertos problemas de vibra-
ciones que aparecen frecuentemente en la industria pueden ser estudiados utilizando la imple-
mentacién del modelo de Helmholtz desarrollada. En particular, en la industria de la energia
nuclear existen numerosos dispositivos sometidos a vibraciones que presentan geometrias que
son factibles de analizar. Un ejemplo son las barras combustibles de los reactores nucleares
de potencia, en donde algunos disefios consisten en un arreglo de barras cilindricas, los ele-
mentos combustibles, dispuestos en forma de coronas concéntricas, y que van alojados dentro
de un tubo cilindrico, llamado canal combustible. Disefios con estas caracteristicas geométri-
cas pueden encontrarse en las barras combustibles de los reactores de las centrales nucleares
Embalse, Atucha I y Atucha II, para citar algunos casos.

En la figura 13 mostramos la imagen que corresponde a la descripcion anterior. Se trata de
una barra combustible para reactores de tipo CANDU, de 28 elementos, de 52 cm de longitud
y sin separadores interiores. En este caso, la disposicion de los tubos es horizontal, por lo que
los elementos quedarian apoyados sobre el canal combustible, si no fuera por unos pequeos
separadores de aproximadamente 0.5 mm de espesor, que alcanzan a verse en la imagen en la
entrada del tubo. Sin embargo esta situacion no se tuvo en cuenta en el ejemplo propuesto.

Al analizar el problema, primero se identificaron las simetrias que contiene el dominio. Se
tomd un subdominio que corresponde a un cuarto del dominio original, como se puede ver en
la figura 14 que muestra la malla inicial.

Los pardmetros fisicos tomados para el presente ejemplo son los siguientes:

k
Ocavidad = [0-1034]m k = [27800]—%;
ms
kg
Drubo = [0.01524]m m = [0.22] ==
m
Espacio minimo entre elementos = [0.00127]m ¢ = [1200] m
s
Espacio minimo entre cavidad y elementos = [0.0005]m po = [1000] —gg
m

que corresponden a tubos soportados con la elasticidad del acero, sumergidos en agua. Los
pardmetros geométricos se obtuvieron de Page (2001), y los pardmetros fisicos fueron extraidos
de la referencia Planchard (1983).

En la tabla 5 se presentan los valores de frecuencia de los modos de vibracién 1, 2K = 56
y 2K + 1 = 57 en unidades de Hz. Se puede ver que las primeras 2K = 56 frecuencias
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Figura 12: Curvas de decrecimiento del error estimado y aumento del nimero de grados de libertad (DOF) con
cada paso de adaptividad.

Figura 13: Arreglo de elementos combustibles tipo CANDU modelos Pickering y Bruce.

son menores a la frecuencia del sistema masa-resorte en vacio, dado por f = %\/g =
[56.5758632407] Hz. Por otro lado, debemos notar que el autovalor correspondiente al modo
“0” no es un cero numérico tan pequeilo como en los ejemplos anteriores. Respecto a esta
situacion podemos inferir que el método de iteracidon de subespacios parece no ser tan robusto
para el tipo de distribucidn espectral de las frecuencias que se presenta en este ejemplo particu-
lar, debido a los “saltos” en los 6rdenes de magnitud de los autovalores.

En la figura 15 se presentan los campos de velocidades y curvas de nivel de ¢ de algunos mo-
dos obtenidos con las condiciones de borde homogéneas Dirichlet-Dirichlet, Dirichlet-Neumann
o Neumann-Neumann, que resultaron interesantes de observar. En los tres casos se tom¢ el ul-
timo modo que pueda ser reconstruido a partir de las respectivas condiciones de borde aplicadas
sobre el dominio reducido, inferior al modo 2/, lo que corresponde a los modos 48 para NN,
53 para DN y 56 para DD.
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Figura 14: Malla inicial.

| N° | Frecuencia Natural | CB |

0 | 0.00115664248642 | NN
1 | 23.2772284333117 | NN
56 | 50.6651088392104 | DD
57 | 10270.2318954485 | DN

Tabla 5: Frecuencias en Hz de los modos normales de vibracién. 5 pasos de adaptividad.

5 CONCLUSIONES
5.1 Sobre el modelo matematico

Hasta donde conocemos, la formulacion tedrica del problema de Helmholtz desarrollada en
este trabajo es original. Este modelo representa un método alternativo al presentado en Conca
et al. (1995), que resulta particularmente adecuado para ser utilizado en el calculo de aproxi-
maciones por elementos finitos. La inclusion de las velocidades de los tubos como incdgnitas
adicionales, permitié reducir el problema cuadratico original de autovalores a un problema gen-
eralizado estidndar, bien planteado, con matriz de masa simétrica y definida positiva, y con
matriz de rigidez simétrica y semi-definida positiva.

La implementacion del modelo de Helmholtz presentado en este trabajo contempla al prob-
lema de Laplace fijando c% = 0, y ademds permite la utilizacion de parametros fisicos distintos
desde la formulacién variacional, constituyendo una herramienta més versatil que la desarrol-
lada en Scheble (2010) para tratar el caso particular de fluido incompresible. Una ventaja adi-
cional de esta formulacion es que el dlgebra matricial es muy simple: no necesita proyecciones
ni rotaciones para obtener un problema resoluble.

El estimador de error implementado tiene las propiedades matematicas deseables: es confi-
able y eficiente. Su implementacion es imprescindible para obtener un algoritmo Ap-adaptivo.
El esquema de adaptividad es una extension del presentado en Melenk and Wohlmuth (2001).
Con estas herramientas se mantiene el orden exponencial de convergencia que se tenia para el
modelo de Laplace en Scheble (2010).
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Figura 15: Campos de velocidades en la malla extendida.

5.2 Sobre la implementacion

Se validé la implementacion estudiando un problema cuya solucién analitica no se encontrd
en la principal bibliografia referida al tema, pero que logramos resolver mediante la utilizacién
de funciones de Bessel y un programa de manipulacién simbdlica. En este caso hay un error
adicional proveniente de la aproximacion del dominio, y sin embargo los autovalores obtenidos
con el método hp-adaptivo pueden coincidir con gran precisién con los analiticos sin utilizar
una gran cantidad de recursos computacionales.

Verificamos experimentalmente que la implementaciéon computacional del modelo de Helmholtz
aqui presentada tiene un comportamiento robusto cuando ¢ — o0, ya que los primeros 2K au-
tovalores no nulos obtenidos tienden a los del modelo de Laplace, mientras que los restantes
tienden a oo.
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5.3 Sobre los ejemplos numéricos

En el ejemplo mds cercano a las aplicaciones realistas que resolvimos, notamos un salto
importante entre las frecuencias de los modos 2K y 2K + 1, producto de la pequefia compresi-
bilidad del agua. Las primeras 2/ se mantuvieron por debajo de k/m, lo cual era esperado en
concordancia con el teorema 3.14 de la referencia Conca et al. (1995).
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