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Resumen. En este trabajo se emplean los métodos de homogenizacién directo y asintético para de-
terminar las propiedades eldsticas homogéneas y anisétropas aparentes del hueso trabecular. Con este
objeto se emplean modelos de elementos finitos para efectuar un andlisis de tensiones en una muestra de
volumen representativo construida a partir de imdgenes de microtomografia computada. Las deforma-
ciones se postprocesan y con éstas se computa el tensor de localizacién que relaciona las deformaciones
a escala microestructural con las deformaciones aparentes de la muestra. Por dltimo se utiliza el tensor
de localizacién para estimar el tensor de elasticidad aparente de la muestra. Se introducen las hipétesis
fundamentales de ambos métodos y se discute su influencia sobre las propiedades eldsticas estimadas.
Los resultados obtenidos con cada método son comparados y se analiza la influencia del procedimiento
de construccion sobre las propiedades computadas.
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1. INTRODUCCION

El empleo de proétesis para el reemplazo de articulaciones se ha convertido en una préctica
habitual de la cirugia ortopédica aunque persisten algunos inconvenientes asociados a ésta. Un
aspecto de primordial importancia estd relacionado con la fijacién de implantes y prétesis al
hueso. Se ha reportado un nimero importante de fallas de prétesis de reemplazo de cadera
en un periodo de 9 afios posteriores a su implante en pacientes jovenes (Dorr et al., 1990).
En muchos casos, estas fallas son una consecuencia del llamado fenémeno de stress shielding
asociado al proceso de remodelado 6seo.

Una estrategia para mitigar este problema es incorporar, durante disefio, las llamadas teorias
de remodelado (Cowin, 1986; Mullender et al., 1994; Garcia Aznar, 1999; Hart, 2001) que
permitirian a los disefiadores considerar estimaciones del crecimiento dseo alrededor de los
implantes y dispositivos de fijacion.

Si bien existen varias teorias de remodelado, muchas emplean pardmetros de ajuste y méto-
dos empiricos para relacionar la respuesta mecanica de porciones de tejido dseo con su com-
portamiento mecdnico macroscopico. Es comin el empleo de correlaciones de resistencia o
elasticidad con la densidad, considerando al hueso como un material homogéneo e isétropo o,
en algunos casos, ortétropo (Cowin y Mehrabadi, 1989). De este modo se omite la influencia de
las caracteristicas microestructurales en la respuesta mecanica macroscépica de la pieza Osea.
Otro enfoque, consiste en utilizar las teorias de remodelado sin correlacién alguna, es decir,
incorporando informacidn relacionada con el arreglo microestructural 6seo y estimando el com-
portamiento mecdnico aparente del hueso. Esta tltima tarea no es trivial dada las caracteristicas
jerdrquicas y heterogéneas del hueso! (Keaveny et al., 2001).

Este trabajo se concentra en el estudio de dos escalas del hueso trabecular: la escala mi-
croscopica en la que se identifican los campos de tensioén y deformacién de las fases que lo
componen (tejido trabecular y espacio intertrabecular) y; la escala mesoscépica, que consiste
en una muestra representativa de hueso trabecular que contiene a dichas fases (Ibarra Pino y
Cisilino, 2010).

El tejido trabecular es la unica de las fases consideradas que puede tomar carga y puede
modelarse como un material lineal y eldstico (Kabel et al., 1999), por lo tanto, el material ho-
mogéneo aparente se comportard de forma lineal y eldstica también. Bajo estas condiciones el
comportamiento mecédnico aparente de una muestra de hueso queda completamente caracteri-
zado por el tensor de elasticidad C' de la Ley de Hooke generalizada. En el resto del trabajo,
se considera que el modulo de Young del tejido trabecular es igual a Ei.jiqo = 1000 MPa y el
coeficiente de Poisson igual a 14.iq, = 0,3 mientras que los parametros homologos para la fase
espacio intertrabecular o hueco son Ej,,e.o = 1075 MPa'y Vjyeco = 0,3.

En este trabajo se emplean los métodos de homogenizacién directo (Hashin, 1983) y asin-
totico (Sanchez-Palencia, 1986) para hallar el tensor de elasticidad del material homogéneo
equivalente C' que caracteriza el comportamiento macroscopico de una muestra de hueso trabe-
cular. El método se aplica a modelos reconstruidos de hueso trabecular a partir de imagenes de
microtomografia computarizada que se analizan mediante el método de los elementos finitos.
Los resultados obtenidos mediante ambos métodos se comparan y se estudia el efecto de la
discretizacion sobre las predicciones de los valores del tensor C'.

ISe dice jerdrquica porque las estructuras 6seas poseen distintas escalas y, heterogénea porque cada una de ellas
estd compuesta por mas de una fase.
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2. FUNDAMENTOS TEORICOS

A continuacion se introducen algunos conceptos fundamentales referidos a los métodos de
homogenizacion en el contexto de los materiales lineales y elasticos.

2.1. Elemento de volumen representativo

La estimacion del tensor de elasticidad del material homogéneo equivalente al hueso trabecu-
lar requiere del estudio de muestras que sean representativas del comportamiento macroscopico
del hueso. En ciencia de materiales y mecénica aplicada, dicha muestra se denomina elemento
de volumen representativo o RVE, por sus siglas en inglés.

La determinacion del tamafio adecuado del RVE esta asociado a la definicién de lo que se
entiende por muestra representativa, discusion que excede el alcance de este trabajo, una revi-
sién breve puede encontrarse en Kanit et al. (2003). A los efectos practicos bastard con indicar
que, de acuerdo a las definiciones convencionales de RVE, su respuesta mecdnica aparente debe
ser independiente de las condiciones de contorno empleadas.

Esta dltima condicidon es excesivamente estricta para tejidos bioldgicos al punto que mu-
chas veces requiere de muestras tan grandes que quizds no existan en la naturaleza. Esta es
una consecuencia de la heterogeneidad de los materiales biolgicos que no satisfacen la defini-
cion convencional de continuo. Por consiguiente, en materiales heterogéneos a lo sumo puede
hallarse un tamafio de muestra en la cual la fluctuacion de una propiedad respecto de su valor
medio es minima. Con esto en mente Harrigan et al. (1988) analiz6 la variacion de la desviacion
estdndar de la fraccién volumétrica 6sea de muestras de hueso trabecular y concluy6 que, para
minimizar el error en la determinacién de dicha propiedad, las aristas de la muestra de hueso
deben ser de al menos 5 longitudes intertrabeculares.

En vista de la discusion precedente, en el resto del trabajo utilizaremos un concepto de RVE
mas laxo que el convencional pero, que garantiza que las hipétesis de la teoria de medios con-
tinuos se satisfaga para el material equivalente al hueso trabecular. Por este motivo, salvo en
las excepciones especificamente indicadas, los volimenes de las muestras que empleamos en
el resto del trabajo satisfacen la condicién de tamafios de arista. Como consecuencia de este
concepto de RVE, las propiedades computadas resultan dependientes del tamafo del volumen y
condiciones de contorno empleadas, es decir, las propiedades computadas no son efectivas sino
propiedades aparentes del volumen bajo estudio.

2.2. Variables macroscopicas y microscopicas

Dada la naturaleza heterogénea y jerarquica del hueso trabecular se consideran las variables
macroscopicas del material homogéneo equivalente, cuyas propiedades se desean hallar por un
lado y; las variables microscopicas que existen dentro del elemento de volumen representativo
por otro. De este modo, se diferencian los tensores de tensioén y deformacién macroscépicos a?j
y €;; de sus homélogos microscépicos o;; y 0.

Las deformaciones y tensiones en la escala macroscopica son iguales al promedio en el
volumen del RVE de las respectivas cantidades en la escala microscépica

1 1

€ o e (x)dV y 0! o (x) dV (1)

T WVavel Jvas T Vavel Jvi s

donde Vzy g representa el volumen del RVE y las demds cantidades fueron definidas previa-
mente.
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2.3. Los métodos de homogenizacion y sus condiciones de contorno

Las condiciones de contorno deben producir campos homogéneos dentro de una muestra
homogénea (Hashin, 1983; Zohdi y Wriggers, 2005). En cuerpos elasticos, dos condiciones de
contorno que satisfacen este requisito son los desplazamientos lineales y las tracciones unifor-
mes, es decir

0 0
Up = €5 Xy y Ty = oy Ny, )

donde uy y T} corresponden a los desplazamientos y tracciones aplicados sobre el contorno
del RVE, x; y n; representan la posicion de los puntos sobre dicho contorno en coordenadas
de la escala microscépica® y su normal respectivamente, mientras que €y, y oy, representan
las deformaciones y tensiones constantes del material homogéneo aparente en la escala de la
muestra.

Cuando se emplea alguna de las condiciones de contorno anteriores se dice que el método de
homogenizacién empleado es el directo (Hashin, 1983) o estdndard (Hollister y Kikuchi, 1992).
Si las microestructuras son periddicas, los campos microscopicos de tension o}j y deformacion
eilj son periddicos. Sus valores dependen de las componentes macroscopicas y microscopicas
que las componen. Se puede demostrar que las condiciones de periodicidad sobre la muestra
representativa estdn garantizadas si se satisface que

up = €0y 1y + Uy, siendo y, periédico. (3)

A esta expresion se llega operando sobre una aproximacion asintética del campo de despla-
zamientos por cuanto el método de homogenizacién serd denominado de aqui en adelante como
asintético (Sanchez-Palencia, 1986). Los lectores interesados en la deduccién pueden consultar
Sanchez-Palencia (1986); Nemat-Nasser y Hori (1999) y Torquato (2002).

De la comparacion de la primera de las Ec. 2 y la Ec. 3, resulta evidente que la diferencia
principal entre ambos métodos de homogenizacién reside en la aproximacion del campo de
desplazamientos. En homogenizacion asintética se considera las componentes macroscopicas
y las componentes fluctuantes (periddicas) del desplazamiento en las escalas menores (Nemat-
Nasser y Hori, 1999; Torquato, 2002).

Si bien el método de homogenizacién asintética fue concebido para el estudio de micro-
estructuras periddicas, esto es, constituidas por celdas unitarias que se repiten en el dominio
de una pieza, se ha demostrado que las condiciones de contorno periddicas pueden aplicarse
a muestras de materiales heterogéneos no periddicos como el hueso trabecular. Los resultados
obtenidos mediante otras técnicas se aproximan a los hallados mediante el método asintético
cuando el tamafio de la muestra es suficientemente grande (Terada et al., 2003), es decir, igual
al tamafio de RVE dado por la definiciéon convencional.

Una vez seleccionada la muestra representativa se resuelven seis problemas de valor de con-
torno mediante el método de los elementos finitos imponiendo las condiciones indicadas por
las Ecs. 2 y 3 al RVE. Puesto que las componentes del tensor de elasticidad del material ho-
mogéneo aparente resultan excesivamente subestimadas cuando se emplea el método directo en
tracciones (Ibarra Pino y Cisilino, 2010), en este trabajo se consideraron tnicamente los des-
plazamientos sobre el contorno del RVE dados por la primera de las Ecs. 2 y las condiciones
impuestas por la Ec. 3 en el método asintético.

2En andlisis multiescala se consideran al menos dos sistemas coordenados: uno microscépico (posicién de un
punto dentro del RVE) y otro macroscépico (posicion del RVE en el seno de una pieza dsea).
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Posteriormente, los resultados se postprocesan a efectos de computar las deformaciones e}j

en el centroide de los elementos empleando la Ec. 1. Las deformaciones en ambos niveles
estructurales estan relacionadas por el llamado tensor de localizacion de deformaciones M,
mediante la relacion

614 = Mz’jkl 621. (4)

ij
La expresion anterior se emplea para computar las componentes del tensor de localizacion
que es el dnico pardmetro desconocido en la Ec. 4. Finalmente, el tensor de elasticidad del
material homogéneo aparente C?j 11 S€ determina considerando los tensores de localizacion M,
y las propiedades eldsticas de las » = 2 fases que componen la muestra de hueso trabecular
caracterizadas por sus respectivos tensores de elasticidad C’}n” ., mediante la expresion

1 1

0 _
Oljkl - Tijmn

ankl av. (5)

|VRVE| VrvE

3. ASPECTOS PRACTICOS

En la seccion anterior se describié como obtener el tensor de elasticidad aparente C?j 1 una
vez conocidos los tensores de M;;; en el dominio del RVE. A continuacion, se ilustrard el
procedimiento para el computo de éstos tltimos mediante el método de los elementos finitos.
En particular, se describird el procedimiento para implementar las condiciones de contorno
necesarias sobre el RVE en el programa de calculo Abaqus (Simulia, 2010).

3.1. Casos de carga

El tensor M;j;,; puede computarse utilizando la relacion dada por la Ec. 4. Puesto que los
modelos son tridimensionales, para su computo es necesario resolver seis problemas de valor
de contorno. Cada problema de valor de contorno esta asociado a un caso de carga linealmente
independiente, para ello se impone que la deformacién del material homogéneo aparente sea

O 0 o] 0 0 0% 00 01%
11 11 22 33
e =10 0 0f , Ej 0 €, 0| , p 00 0f ,
0 00 0 0 0 00 €
[0 €0, 0]" o0 01% 0 0 1" (©
12 31
=1, 0 of 0P =10 0 & ., &'=l0 0 0 ,
0 0 0 0 € 0 e, 0 0

donde los pares de supraindices representan cada uno de los seis pq casos de carga.

3.2. Condiciones de contorno para ambos métodos de homogenizaciéon

Las condiciones de contorno sobre el RVE difieren segin el método de homogenizacion
que se utilice. Para el método de homogenizacion directo, dichas condiciones se obtienen de la
primera de las Ecs. 3, es decir
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11
e 1y 0 0
1 _ 22 _ 0 22 33 _
U’k — 0 9 uk’ - 622 l’g 9 uk — Q 5
0 33
0 0 €33 T3
7)
o 12 0 o 31 (
12 _ ) o 12 23 _ ) 0 31 _
U = Y €12 T1 (> U = €3 T30, uy = 0
0 0 23 o 31
€o3 T2 €31 T1

Estas seis expresiones especifican las £ = 3 componentes de los desplazamientos que deben
aplicarse al contorno (caras, aristas y vértices) del RVE en cada uno de los seis pq casos de
carga.

En el método de homogenizacion asintético se utiliza la Ec. 3. Sin embargo, ésta no puede
aplicarse al contorno del RVE en esa forma ya que la componente ;. es desconocida. A efectos
de obtener expresiones adecuadas para su implementacién numérica considérese los desplaza-
mientos de un par de puntos ubicados sobre caras opuestas

(+) (+)

uf? = ¢ 2 ) -)

+u; Yy =€y T+, (8)

? J

donde x; es la posicion de los puntos sobre caras opuestas, los signos ‘+’ y ‘—’ identifican
las caras considerando el sentido positivo del eje cartesiano perpendicular a ambas (Figura 1)
y el resto de las cantidades ya fue definido previamente. Por lo tanto la diferencia entre ambas
ecuaciones es

3 (2

) — ) = €ij (a:(-+) + x<_)> . 9)

B
B+ ¢

_ (+)
< a( ) a
~ c(+) A

. (-) B

b 'L'O
C 2.a

Figura 1: Nomenclatura de las caras, identificacién de los nodos maestros y dimensiones del RVE.

Puede imponerse un estado de deformaciones arbitrario e?j aun RVE, utilizando condiciones
de contorno periddicas, asegurdndose que los puntos homoélogos de caras opuestas satisfagan la
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ecuacion precedente. Las condiciones de contorno que se deben imponer a las caras del RVE
son

Ve € [—D, b
. o _ 0 2 :
ui(a, x9, x3) — ui(—a, a2, x3) = (2a)€; Vrs € [—c.d] (10)
Vg € [—a,al
. (e _ 0 2 ;
wi(1,b, x3) — wi(x1, —b, x3) = (2b)€s Vas € [, ] (11)
ui(1, T2, ¢) — ui(21, T2, —¢) = (20)€3 Vo €[ma.a (12)

En las expresiones anteriores se reemplazé la notacién de caras (‘+’ y ‘—’) por las coorde-
nadas del plano. La notacién empleada resulta conveniente también para indicar los casos de
carga. Por ejemplo, para las caras ‘a()” y ‘a{~)’ (Ec. 10) solamente interesan tres casos de carga
ya que el segundo subindice del desplazamiento impuesto €}, estd fijo y el primero sélo puede
tomar los valores de 1 a 3.

Enfatizamos que estas ecuaciones imponen condiciones a los desplazamientos pero no im-
plican que el valor de los mismos sea conocido, de este modo, las ecuaciones presentadas esta-
blecen meras relaciones entre puntos ubicados en caras opuestas de un RVE de forma tal que la
deformacién de éste dltimo sea igual a un valor prescrito. Operando de un modo andlogo con
las Ecs. 11 y 12 se pueden obtener las ecuaciones homologas para las caras by c.

Notese que las aristas, al estar formadas por la interseccion de dos planos, responden a dos
de las ecuaciones 10-12. Por ejemplo, los desplazamientos de las aristas formadas por la inter-
seccion de las caras planas ‘a’ y ‘b’ (ver Fig. 1), estdn sujetos a las restricciones impuestas por
las ecuaciones 10 y 11 simultdneamente. Para hallar las restricciones que deben satisfacer los
desplazamientos en dichas aristas consideramos que estas son paralelas a los ejes del sistema de
coordenadas (cartesiano), por cuanto el lugar geométrico de las aristas puede representarse por
un segmento (1, T2, r3) donde dos de las x; son conocidas y la tercera puede variar entre +«
siendo « la longitud de la mitad de las aristas (a, b o ¢). Puesto que la interseccion de las caras a
y b genera cuatro segmentos o aristas, es necesario definir cudles son los pares de aristas con los
que se va a operar, esto se debe a que sélo pueden seleccionarse aristas diagonalmente opuestas
ya que éstas deben estar relacionadas por las expresiones 10y 11 a la vez. A modo de ejemplo,
considérese a las aristas representadas por los segmentos (a, b, x3) y (—a, —b, x3), usando las
expresiones 10y 11 especializadas en x5 = by x1 = —a respectivamente se obtiene

ui(a, b, x3) — u;(—a,b,xs) = (ZCL)G?M

13
Ui(—a, b, 1’3) - ui(_aa _b7 $3) = (26)6?2 ()

Particularizando para el caso de carga cuya deformacion impuesta es €); y sumando ambas
expresiones resulta

Uy (CL, b7 373) - ul(_a’7 _b7 x3) = (2&)6(1)1, (14)

donde queda explicitamente indicado la arista a la que corresponde cada desplazamiento ;. La
misma operacion debe efectuarse para las demds direcciones (us y u3). Las ecuaciones comple-
tas para este caso de carga, y para este par de aristas, son

Uy (aa b7 .Tg) - U’l(_a7 _ba 33'3)

(15)

(2@)6(1)1,
UQ((I, b7 1'3) - u2(_a7 _b7 Z‘g) Oa
0.

u3<a7 b7 .flfg) - Ug(—a, _b7 .’L'g)
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Operando de una forma similar para los cinco casos de carga restantes se obtienen las rela-
ciones vdlidas para cada uno de ellos. Posteriormente, el mismo procedimiento se emplea para
hallar las restricciones en las demads aristas.

Las expresiones anteriores no son vdlidas en las esquinas, donde se intersecan tres planos, es
decir tres aristas cuyas restricciones deben ser debidamente consideradas. A modo de ejemplo,
para las esquinas (a, b, ¢) y (—a, —b, —c) y, para el caso de carga cuya deformacién impuesta es
€Y, los desplazamientos deben satisfacer

Uy (Cl, b> C) - u1<_aa _ba _C) = —(2@)6[1)1,
UQ(CL, b7 C) - UQ(—CL, _ba _C) = 07 (16)
us(a, b, c) — uz(—a, —b, —c) = 0.

De un modo semejante se pueden hallar relaciones para los cinco casos de carga restantes en
éste y los demads vértices.

3.3. Implementacion de las condiciones de contorno

La implementacion de las condiciones de contorno requeridas por el método de homogeni-
zacion asintético es directa, basta con imponer los desplazamientos indicados en la Ec. 7 a los
nodos de la superficie del RVE. En Abaqus esto se realiza utilizando la herramienta de crea-
cion de campos analiticos (ANALYTICAL FIELDS). La forma en que se vinculan los campos
analiticos con el administrador de condiciones de contorno (en el entorno grafico) estd bien
documentada en los manuales del usuario (Simulia, 2010).

Para implementar las condiciones periddicas se emplearon mallas con nodos enfrentados
en caras opuestas. Considérese la Fig. 1, la Ec. 9 establece relaciones entre nodos sobre caras
opuestas, por lo tanto resulta licito escribir

(17)

Si se impide el desplazamiento del nodo O, el desplazamiento del nodo A queda impuesto
por la condicién expresada en la dltima ecuacioén ya que e?j es la deformacién impuesta y, la
diferencia entre las posiciones de A y O es igual al largo de la arista 2a. Considerando que los
términos de la derecha son idénticos en ambas ecuaciones y operando, se obtiene una expresion
que puede emplearse para imponer las condiciones de contorno periddicas a los nodos ubicados
en las caras a, considerando el desplazamiento del nodo maestro A
) _ 79 — ), (18)

ul 3

Notese que la Ec. 18 posee la informacién del caso de carga sélo en el término de la derecha
ya que, como se indicé mas arriba, el desplazamiento del nodo A resulta sencillo de computar

uZ(A) = e?j <:1:§-A) + x;@) donde xS-A) + ZL‘;O) = 2.a. (19)
Operando de forma andloga se pueden construir ecuaciones sencillas de implementar en
codigos de elementos finitos para los nodos de las demds caras, las aristas y esquinas del RVE.

Las restricciones indicadas precedentemente constituyen un tipo particular de condiciones
de contorno. Cuando se emplea el paquete comercial de calculo por elementos finitos Abaqus,
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éstas pueden implementarse utilizando el comando ‘EQUATION’. Para ello la expresion 18
debe escribirse como

(+a) (—a) (4)

Los nodos u{~) en la expresién anterior son esclavos en ABAQUS y por ello no pueden
usarse mas de una vez en una ecuacion de desplazamiento, de otro modo se impondrian des-
plazamientos inconsistentes a tales nodos. Los detalles del uso del comando EQUATION estan
bien documentados en los manuales de usuario, Simulia (2010). En la Fig. 2 se muestran los
desplazamientos que deben imponerse a los nodos maestros A, B y C' para cada caso de carga
a efectos de obtener las deformaciones prescritas e?j.

4. CONSTRUCCION DE LOS MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS

Los modelos tridimensionales de la microestructura del hueso trabecular se construyeron
procesando imdgenes obtenidas mediante microtomografia computarizada (microTC). En este
trabajo se emplearon dos estudios de microTC: el primero, Muestra 1, corresponde a una cabeza
femoral humana (Perilli y Baruffaldi, 2003) y, el segundo, Muestra 2, a una cabeza femoral
vacuna (Silva et al., 2009). Para la primera se procesaron 150 imédgenes con un tamafio de pixel
de 19,5 pm y 750 imégenes con pixeles de 6,52 pm para la segunda. A efectos de incluir s6lo
hueso trabecular y eliminar las regiones danadas durante la preparaciéon de las probetas, las
imagenes fueron recortadas digitalmente. Las dimensiones de los modelos resultantes fueron
4,91x4,91x2,81 mmy 4,96x4,96x4,96 mm respectivamente.

La técnica empleada para la discretizacion de la microestructura fue adaptada del trabajo de
Buroni et al. (2004). Esta comienza con la exploracion de las imédgenes binarizadas de microTC
donde el analista define el llamado “famariio de paso”. El paso indica cada cudntos pixeles y
cada cudntas imagenes se lee la informacién disponible en un estudio tomogréfico. Los pixeles
leidos se utilizan como nodos en la malla de elementos finitos. Estos nodos, espaciados entre
si por una distancia igual al producto del tamafio de paso y el tamafio de pixel de la imagen
original, se emplean para construir los elementos que componen la version discretizada de la
microestructura.

Nétese que con el procedimiento descrito se disminuye el costo computacional del modelo.
Esto es necesario puesto que un modelo tridimensional puede estar compuesto por decenas de
millones de pixeles y cada uno de ellos representa un nodo con tres incognitas o grados de
libertad en el problema de valor de contorno. Aun si semejante modelo puede construirse, este
tendria tantas incégnitas que no seria posible resolverlo con la capacidad de computo disponible
en el laboratorio de los autores. Sin embargo, el procedimiento presenta una desventaja al hacer
que los modelos sean susceptibles de un error en la representacion geométrica llamado error
de discretizacion. Esto es, errores por defecto o exceso de hueso dependiendo del algoritmo
utilizado para la asignacion de propiedades a los elementos.

Puesto que el error de discretizacion es arrastrado a la fase de computo, se desarrolld e
implement6 un algoritmo que minimiza el error en la fraccion volumétrica dsea priorizando la
deteccion de una fase seleccionada por el usuario. Basicamente, el algoritmo identifica la fase
dominante dentro de un elemento hexaédrico patrén que estd compuesto por seis tetraedros. Los
elementos son considerados como pertenecientes a una fase u otra si y sélo si al menos cinco
de los seis tetraedros corresponden a la fase seleccionada, para ello se evalda cudl es la fase a la
que pertenecen los nodos que componen cada tetraedro. Detalles acerca de este tipo de error y
las alternativas de mitigacion pueden consultarse en Ibarra Pino y Cisilino (2010).
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Figura 2: Desplazamientos impuestos a los nodos maestros A, B 'y C' en los seis casos de carga empleados.
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Con el objeto de cuantificar el error de discretizacion sobre la calidad de la representacion
geométrica se estudio el efecto del tamano de paso sobre la fraccion volumétrica dsea. Para ello
se determiné un valor de fraccién volumétrica 6sea de referencia (FVR) para cada una de las
muestras. Dicho valor se computé como el cociente entre el niimero de pixeles de la fase hueso
y el nimero total de pixeles empleados para la construccion de los modelos. El valor de FVR
fue comparado con las fracciones volumétricas dseas que resultan de discretizar los modelos
con distinto tamafio de paso y, por lo tanto distinto tamafio de elemento. Los tamafios de los
elementos evaluados son 59, 78, 98 y 117 um para los modelos de la Muestra 1y, 60, 73,90 y
119 pm para los de la Muestra 2.

En todos los modelos se emplearon elementos hexaédricos de ocho nodos. A efectos de
evitar el fenomeno de bloqueo en las trabéculas sometidas a flexion (van Rietbergen et al.,
1995) se emplearon elementos con integracién reducida y control de hourglassing. Este tltimo
fendmeno puede minimizarse ademds reduciendo el tamafio del elemento sin embargo, debido
al procedimiento de construccién de los modelos, esto implica disminuir el tamafo de paso de
todo el modelo, aumentando su costo computacional.

Existen otros dos aspectos importantes relacionados con la rigidez de los modelos. Uno es
el error de discretizacion en la reconstruccion. El exceso de hueso respecto de la FVR implica
que los modelos tendrdn un comportamiento més rigido que la realidad®, como ocurre con los
modelos la Muestra 1. El otro aspecto estd relacionado con la discusion del parrafo precedente
y ha motivado a algunos autores a sugerir que la relacion entre el espesor de las trabéculas y el
tamafio de los elementos debe ser superior a cuatro, (Homminga et al., 2001).

S. RESULTADOS

Los valores de las fracciones volumétricas de referencia (FVR) computados para las Mues-
tras 1'y 2 fueron 0,177 y 0,506 respectivamente. Se analiz6 la evolucion de la fracciéon volumé-
trica 6sea (FV) de los modelos con el nimero de nodos, los resultados se presentan en funcién
del tamaiio del elemento en las Tablas 1 y 2. Donde se reportan para cada modelo: el nimero de
nodos; el nimero de elementos de la fase hueso y el nimero total de elementos. Con estos datos
se determind: la fraccion de volumen 6seo (FV), computada como el cociente entre el nimero
de elementos que corresponden a la fase hueso y el nimero total de elementos del modelo; el
error de discretizacién (ED), calculado como la diferencia porcentual entre la FV y el valor
de referencia; y un indicador la calidad de la representacion geométrica (IG) definido como la
diferencia porcentual entre el nimero de elementos de la fase hueso que resultan de priorizar la
deteccion de una u otra fase durante la asignacion de propiedades a los elementos, Ibarra Pino
y Cisilino (2010).

Paso Tipo de Elemento Nro. Nro. Elem. Nro. Totalde FV ED IG

Nodos Hueso Elementos [%] [ %]
06  Hexaedros 46225 7767 42336 0,1835 3,26 15,12
05  Hexaedros 81120 13757 75429 0,1824 2,69 10,56
04  Hexaedros 155648 26687 146853 0,1817 2,34 7,48
03  Hexaedros 369800 63992 354025 0,1875 1,82 5,25

Tabla 1: Resumen de los datos de los Modelos para la Muestra 1.

3Independientemente de la tendencia de los modelos de elementos finitos a predecir un comportamiento mas
rigido que la realidad.
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Paso Tipo de Elemento Nro. Nro. Elem. Nro. Totalde FV ED IG

Nodos Hueso Elementos [%] [ %]
18  Hexaedros 74088 32969 68921 0,5482 7,740 -14,60
15  Hexaedros 132651 60228 125000 0,5401 6,355 -12,09
11 Hexaedros 328509 153347 314432 0,5309 4,731 -8,85
09  Hexaedros 592704 280570 571787 0,5257 3,794 -7,13

Tabla 2: Resumen de los datos de los Modelos para la Muestra 2.

La Figura 3 muestra la evolucion de la fraccion volumétrica de tejido 6seo FV con el niimero
de nodos en los modelos de las Muestras 1 'y 2. El valor de referencia FVR de cada una se grafica
a efectos de comparacion. Notese que en la Muestra 1 el ED es menor cuando en el algoritmo
de asignacion de propiedades se selecciona la fase hueso mientras que, en la Muestra2 es menor
cuando se selecciona la fase hueco.
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Figura 3: Fraccién volumétrica 6sea (FV) en funcién del nimero de nodos: (a)Muestra 1, (b) Muestra 2.

En las Tablas 3 y 4 se reportan, en notacion de Voigt, las componentes del tensor de elastici-
dad aparente ij de las Muestras 1 y 2 computadas mediante ambos métodos de homogeniza-
cién y empleando distinto tamafio de elemento. Puesto que el tensor de elasticidad es simétrico
sOlo se reportan las componentes de la diagonal principal y por encima de esta. La simetria del
tensor eléstico se verific6 comparando los valores hallados para cada una de las componentes
simétricas encontrandose diferencias a partir de la sexta cifra significativa en los resultados ob-
tenidos mediante el método de homogenizacién directo y, en la cuarta cifra significativa en los
del método asintético.

La Figura 4 ilustra la evolucion de las componentes del tensor de elasticidad aparente C’ioj de
la Muestra 1 (Tabla 3). Los valores de las componentes se muestran en funcion del tamafio del
elemento, donde ademds se grafican las lineas de tendencia para cada componente. En la Figura
5 se presenta un gréfico similar para los modelos construidos a partir de la Muestra 2 (Tabla 4).
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Meétodo Directo (desplazamientos)

M¢étodo Asintdtico

Componente 59 pum 78 yum 98um 117 pum 59 pum 78 yum 98 um 117 pm
Cl1 56,291 48,590 40,191 34,058 23,791 17,632 12,557 7,964
Cl12 10,944 8,630 6,392 47757 2,629 2,047 0,970 0,964
C13 17,763 14,497 10,582 7,955 5,084 3,643 1,955 1,601
Cl4 1,130 1,210 0,795 0,583 0412 0,039 0,021 -0,023
C15 3,368 2,665 1,648 1,176~ 1,177 0,773 0,290 0,190
Cl6 6,989 6,304 5,303 4,030 4,417 3,236 2,294 1,982
C22 27,696 24,130 20,246 17,692 4,670 3,301 1,506 1,011
Cc23 16,058 13,318 10,332 7,742 2,683 1,743 0,836 0,647
C24 -0,170 0,122 0,115 0,204 -0412 -0,348 -0,247 -0,156
C25 8,453 7,343 5,926 4,742 1,873 1,331 0,676 0,458
C26 0,410 0,515 0,388 0,291 0,227 0,205 -0,007 0,023
C33 77,721 67,330 53,048 41,487 24,871 18,606 10,155 7,825
C34 2,739 2,576 2,078 1,619 0,717 0,350 -0,038 -0,043
C35 19,243 16,099 11,991 8,440 4,648 3,492 1,597 1,331
C36 5,846 5,390 4,671 4,142 3,057 2,061 1,175 0,995
C44 11,529 9,758 8,004 6,570 3,120 2,032 1,074 0,634
C45 1,843 1,705 1,295 1,098 0,379 0,199 -0,041 0,031
C46 6,423 5,376 4,065 3,097 2,489 1,690 0,928 0,514
C55 18,070 15,789 12,976 10,720 3,658 2,744 1,436 1,029
C56 2,959 2,610 1,985 1,673 1,105 0,814 0,304 0,297
C66 25,135 21,561 17,494 13,843 9,777 6,773 4,385 2,783

Tabla 3: Evolucién de las componentes del tensor de elasticidad con el tamafio de elemento en ambos métodos de
homogenizacién para los modelos construidos a partir de la Muestra 1.
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Figura 4: Evolucién de las componentes del tensor de
elasticidad aparente en funcién del tamafio del ele-
mento, Muestra 1: (a) tres primeras componentes de
la diagonal principal, (b) dltimas tres componentes de
la diagonal principal y, (c) componentes fuera de la
diagonal principal. Los marcadores llenos muestran
los resultados hallados con el método de homogeni-
zacién directo mientras que los marcadores de perfil
cerrado representan los resultados hallados mediante
el método de homogenizacién asintético.
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Meétodo Directo (desplazamientos) Método Asintético
Componente 60 yum 73 pum 9um 119 pum 73 ym 9um 119 ym
Cl1 346,203 347,790 347,908 351,753 291,933 289,222 292,858
Cl12 115,743 115,354 114,218 113,658 96,651 95,583 95,606
C13 120,812 120,695 119,087 119,187 98,007 96,192 96,631
Cl4 35,595 34,850 33,554 32,934 32,207 31,147 30,722
Cl15 -1,290  -1,673 -2,065 -2,231 -0,900  -1,148 -1,110
Cl6 -5,840  -5468  -4,831 -3,881 -3,993 -3,201 -2,065
Cc22 328,472 328,957 332,132 335,762 277,421 278,988 280,715
C23 117,058 116,867 116,433 116,050 97,497 97,365 96,280
C24 28,857 28,261 27,544 27,278 25,458 24,662 24,559
C25 2,154 -3,710 -5393 -5,935 -4,008  -5,960  -5,352
C26 -0,600 -0,638 -0,446  -0,138 -0,162 0,158 0,594
C33 356,287 357,382 359,221 361,973 299,029 299,230 298,395
C34 9,144 8,828 8,308 7,849 6,743 6,266 6,057
C35 2,719 -4,123 -6,270  -6,276  -3,544  -5,357  -4,794
C36 -8,320  -7,795 -6,986  -6,632  -5944  -5,101 -4,097
C44 116,163 116,231 116,100 116,540 99,059 98,236 98,009
C45 -2,674  -2,607  -2,562  -2239 -2,192  -1,954  -1,606
C46 -2,465 2,774 -3,228 -3,227 -2,056  -2,503 -2,277
C55 114,354 114,656 115,050 115,867 97,346 96,996 96,555
C56 13,058 12,855 12,614 12,391 12,446 12,326 11,853
C66 119,097 119,347 118,967 119,733 100,029 98,966 99,237

Tabla 4: Evolucién de las componentes del tensor de elasticidad con el tamafio de elemento en ambos métodos de
homogenizacién para los modelos construidos a partir de la Muestra 2.
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La ordenada al origen de las lineas de tendencia de las Figs. 4 y 5 constituyen una estimacion
del valor de las componentes del tensor de elasticidad aparente para un elemento de tamafio
nulo. Asi, se estimaron los los tensores de elasticidad aparente de ambas muestras utilizando
los dos métodos de homogenizacion. Para la Muestra I se obtiene

(78,58 17,04 27,70 1,85 5,63 10,10]
37,69 24,43 —-043 12,26 0,62
114,84 3,99 30,37 7,64
0 _ ) ) ) )
CijDi'r'ecto o 16,45 2,68 9,82 ’ (21)
25,58 4,32
i 36,58
(39,14 4,80 853 0,71 216 6,70
837 463 —068 329 048
4218 1,45 8,10 5,01
0 _ 3 ) ) )
Cll pnime = 550 0,72 441 |° @2)
6,35 1,95
i 16,44
y para la Muestra 2
(341,65 117,92 122,79 38,18 —046 —7,79]
320,47 118,08 3028 117 —1,15
350,66 10,41 0,57 =993
0 _ ’ 3 ) )
CijDi'recto - 115,84 _1,66 _1,77 ’ (23)
112,88 13,68
i 118,68 |
(290,04 98,25 100,03 34,51 —0,59 —7,07]
272,20 9948 26,83 —-2,06 —1,37
300,10 7,79 —1,60 —8,88
0 _ ) ’ ) ’
Ci e = 100,68 —3.12 —1,76 24)
98,60 13,41
I 101,19

6. DISCUSION

De la comparacién con la fraccién volumétrica de referencia (FVR), Figs. 4 y 5, se concluye
que en ambos modelos el error de discretizacion (ED) es por defecto en la cantidad de hueso
cuando, en el algoritmo de asignacién de propiedades, se prioriza la deteccion del espacio in-
tertrabecular o fase vacio mientras que el error es por exceso cuando se prioriza la deteccion de
la fase hueso. Los resultados mostrados en la Tabla 3 permiten inferir que, con los pardmetros
empleados en la reconstruccion de la Muestra 1, el error de discretizacion es menor cuando se
favorece la deteccion de la fase hueso sin importar el tamafio de los elementos utilizados. En la
Muestra 2, en cambio, se observa la tendencia opuesta, ver Tabla 4.

El error en la representacion geométrica debido a la discretizacion es usualmente caracteri-
zado mediante la comparacion de de la fraccion volumétrica (FV) de los modelos con un valor
de referencia (FVR) determinado mediante alguna técnica apropiada. Esta medida de la calidad
de la representacion geométrica resulta poco practica ya que dos modelos cuyas FV no difieren
significativamente (ED bajo) presentan marcadas diferencias en la calidad de la representacion
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geométrica. A modo de ejemplo en la Figura 6 se muestran los modelos de la geometria discre-
tizados con elementos de 119 um (ED=7,740) y 73 pym (ED=4,731). Las diferencias son atn
mayores en los modelos de la Muestra I donde, ademads de poseer trabéculas de menor espesor,
el tamafio de pixel es relativamente grande.
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Figura 6: Modelos de la Muestra 2: (a) tamaifio de elemento 119um; (b) tamafio de elemento 73 pm.

A efectos de evitar el uso de medidas subjetivas de la calidad de la representacion geométrica,
como la inspeccion visual de los modelos resultantes, Ibarra Pino y Cisilino (2010) propusieron
el uso del indice IG. El IG es una medida porcentual de la diferencia entre el nimero de elemen-
tos de la fase hueso (tejido trabecular) que se obtiene priorizando la deteccion de una u otra fase,
durante la etapa de asignacion de propiedades a los elementos de la malla de elementos finitos.
La definicién del IG se fundamenta en el hecho que, para un paso de discretizacion igual a un
pixel, el nimero de elementos asociados a la fase hueso es idéntico sin importar cudl sea la fase
cuya deteccidn se priorice. En ese sentido, en las Tablas 1 y 2 se observa que el IG disminuye
conforme se reduce el tamaio del paso.

Las componentes del tensor de elasticidad C’ioj computadas mediante el método directo po-
seen valores mds elevados que las computadas mediante el método asintético (Tablas 3 y 4) en
un todo de acuerdo con sus cotas energéticas, Nemat-Nasser y Hori (1999). La diferencia entre
los tensores hallados con ambos métodos fue evaluada utilizando como norma el mayor valor
singular de C.

Las normas de los tensores de elasticidad computados utilizando el método directo en los
modelos de la Muestra I presentan una tendencia creciente practicamente lineal entre 52,3 y
99,67 para los modelos con el tamafio de elemento mds grande y mds chico respectivamente.
Las normas de los tensores computados con el método asintético también pueden aproximarse
por una recta entre 10,23 y 32,01 para idénticos tamafios de elemento. Las normas de los ten-
sores de elasticidad aparentes C’?j determinadas para para tamafo de elemento nulo presentan
discrepancias del 63,74 %.

Las normas de C’Z.Oj computados empleando el método directo para los modelos de la Muestra
2 se encuentran entre 583,91 MPa y 586,38 MPa mientras que los hallados con el método
asintdtico estdan en el rango que va desde los 486,54 MPa y 488,21 MPa. Las normas de los
tensores de elasticidad determinadas para tamafio de elemento nulo difieren en un 15,32 %.
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7. CONCLUSIONES

Se determind el tensor de elasticidad aparente en muestras de hueso trabecular mediante los
métodos de homogenizacion directo (en desplazamientos) y asintético.

Se observé que, para las muestras analizadas y el procedimiento empleado en la construccién
de los modelos de elementos finitos, no se puede predecir “a priori” cual es la fase que se debe
priorizar a efectos minimizar el error de discretizacion geométrico (ED). El ED fue menor en el
Modelo 2 cuya fraccion volumétrica 6sea (FV) es mayor que el Modelo 1.

El método de homogenizacion asintética predice un comportamiento menos rigido que el
método directo en un todo de acuerdo con sus cotas energéticas.

Se observé que, alin cuando algunos de los modelos poseen una pobre representacion de la
geometria trabecular, las componentes del tensor de elasticidad aparente varian en forma lineal
con el tamafo de elemento.

Los resultados obtenidos con el método asintético son menos sensibles al tamafo de los
elementos. Esto resulté particularmente evidente en los modelos de la Muestra 2. La influencia
de la calidad de la representacién geométrica y la relacion entre el espesor trabecular/tamaiio
de los elementos sobre esta caracteristica estd siendo investigada .

Del estudio de convergencia efectuado se concluye que bastan dos modelos de elementos li-
neales, cuyos errores de representacion y discretizacion sean bajos, para hallar el tensor de elas-
ticidad aparente de muestras de tejido trabecular sin la necesitad de convertir todos los voxeles
de un estudio de microTC en hexaedros, disminuyendo de este modo el costo computacional de
los modelos.
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