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Resumen. La simulacién computacional de interaccién fluido-estructuras es una de las principales dreas
de investigacion de la mecdnica computacional. El caso mds general de interaccién, y por lo tanto el mds
complejo, es aquél donde los objetos o estructuras no permanecen fijos en el espacio sino que estén libres
y por lo tanto pueden desplazarse (y rotar) de manera arbitraria. El movimiento resultante dependera
dindmicamente de las fuerzas que el fluido hace sobre la estructura y vice-versa. Este trabajo describe
técnicas que hemos desarrollado para simular este tipo general de interacciones entre fluidos y sélidos
rigidos. Las técnicas estdn basadas en el uso de particulas tanto para caracterizar los fluidos como para
describir los sdlidos rigidos. La dindmica de la porcién fluida se logra a través del método de particulas
llamado Smoothed Particle Hydrodynamics y a través de una dualidad de las particulas s6lidas. Una
plataforma de simulacién desarrollada por los autores, permite visualizar la dindmica de los objetos en
tiempo real a medida que transcurre la simulacién.
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1. INTRODUCCION

La mecanica computacional es la ciencia que trata de predecir mediante cdlculos compu-
tacionales cual serd el movimiento y propiedades fisicas de un fluido (como por ejemplo el
agua y el aire), o de un sélido (como por ejemplo un auto, una pelota, un puente, etc.) cuan-
do éstos estdn sujetos a ciertas acciones externas. En ingenieria, el desarrollo de software de
mecédnica computacional permite tener herramientas para predecir por ejemplo cudl seré el des-
plazamiento y los efectos que puede causar un torrente de agua producido por una inundacién o
determinar el movimiento de un auto o la dindmica de un avién. La simulacién del movimiento
de fluidos y de objetos tiene también diversas aplicaciones en la industria del video-juego y
de la animacion Pixar (2012), Fedkiw (2012). Tradicionalmente, la simulacién de fluidos o de
cuerpos rigidos, ha sido hecha partiendo de una descripcién continua de dichos materiales. Es
decir, tanto el fluido como el sélido rigido son vistos como un material compacto y no como
el agregado de particulas. Esta dependencia con el continuo se expresa mateméticamente en la
necesidad de representar mediante una malla el campo donde se mueve el fluido o el objeto
solido de interés. Sin embargo, en los tltimos afios, han surgido avances en parte de la comu-
nidad cientifica mundial, en los llamados métodos de particulas Liu (2002); Li y Liu (2004).
En términos computacionales, estos métodos regresan a la concepcién primitiva de ver a flui-
dos y sélidos como un agregado de particulas interactuantes. Smoothed particle hydrodynamics
(SPH) es la denominacién con que se conoce a uno de estos métodos. SPH fue inventado para
simular fenémenos astrofisicos Lucy (1977); Gingold y Monaghan (1977) y luego fue aplica-
do a la simulacién de fluidos Liu y Liu (2003); Monaghan (1992, 2005). SPH es un método
atractivo por la simplicidad de la formulacion resultante. No requiere de mallas (meshless) y su
computacion numérica se procesa en la forma de particulas fluidas elementales que interactian
entre si como si estuvieran conectadas por simples resortes. Los autores del presente trabajo
han desarrollado un software propio de SPH para simular fluidos en tiempo real Rojas-Fredini
y Limache (Nov. 2010) , Limache y Rojas-Fredini (Submitted Feb. 2012). A nivel fisico la si-
mulacién de fluidos implica tener que resolver las ecuaciones diferenciales de Navier-Stokes de
la mecdnica de fluidos. También han desarrollado una plataforma de simulacién y visualizacion
en tiempo real que permite configurar experimentos interactivamente y ver el movimiento del
fluido mientras transcurre la simulacion.

El desarrollo de métodos para simular problemas de interaccién de fluidos con sélidos es
un tema con variadas aplicaciones practicas. Un problema tipico que se intenta determinar y
simular es: ;como es la dindmica de un objeto que cayendo libremente de pronto impacta en la
superficie del mar?, ;que tipos de olas genera en el agua?, ;hasta que profundidad se sumerge?.

En este trabajo se describe como se puede lograr simular este tipo de problemas, a través
de un método que han desarrollado los autores basado en la representacioén de los fluidos y de
los sélidos mediante particulas. En la Seccién 2, se describe la dindmica de cuerpos rigidos.
En la seccion 3, se describe la discretizacion de éstos mediante particulas. En la Seccion 4,
se describe la discretizacion de fluidos mediante particulas usando SPH. En la Seccién 35, se
describe la interaccion fluido-sélido y en la Seccién 6 se muestran resultados obtenidos.

La formulacién presentada corresponde al caso 2D(imensional) es decir fluidos y sélidos
moviéndose tnicamente en un plano xy -yy del mundo fisico. El mundo fisico denotado con
la letra W (orld) estd descripto por un sistema de ejes cartesianos zy -y y 2w . La formulacion
puede extenderse de manera directa al caso 3D.
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2. SIMULACION DE OBJETOS RiGIDOS

Consideremos el movimiento 2D de un sélido rigido denotado con el indice B como el que
se muestra en Fig. (1) con lineas rectangulares rojas.

Se define un sistema cartesiano x g, yp solidario al cuerpo rigido y localizado en el centro de
masa denotado con el indice B. En un instante arbitrario la orientacion del cuerpo rigido esta
definida por el angulo 65 que forman el eje-x g cuerpo respecto del eje-zy, del sistema mundo.
El movimiento traslacional del sélido en el espacio esta definido por la ecuaciéon de momento
lineal del centro de masa:
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Figura 1: Sélido Rigido

AV
MPAP = MP—— = F> (1)
dt
donde M B denota la masa total de sélido, AZ es la aceleracién del centro de masa y VE su
velocidad. F*** es la suma de las fuerzas externas que acttian sobre el cuerpo rigido. La posicién
del centro de masa puede hallarse integrando en el tiempo la velocidad del centro de masa:

dx”

B
M @

Egs. (1)-(2) definen la traslacion del cuerpo rigido. Su rotacién u orientacion en funcién del
tiempo puede hallarse por integracién de la ecuaciéon de momento angular:

d B
[B ;ut :Mext (3)

donde w? es la velocidad angular (respecto del eje zp) y estd definida por:

5 doP

T ©

W

y donde IZ es el momento de Inercia (respecto del eje z). M** es el Momento Total de fuerzas
(respecto del eje zp) producido por las fuerzas externas actuantes sobre el cuerpo rigido.
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Nota 2.1: Dada una particula 7, como la particula azul mostrada en la Fig. (1), que produce una
fuerza externa F';, la contribucion al momento total de fuerzas M j‘?"t es:

M = (r x F;)., (5)

Nota 2.2: Dada la posicién X" y orientacién 5™, asi como, la velocidad lineal V5" y angu-
lar w?" de un sélido rigido al tiempo ", y conocidas las fuerzas externas F°*" y el momento
resultante M ***", se pueden integrar facilmente las Egs. (1)-(2) y Egs. (3)-(4), mediante el mé-
todo de Newmark, para computar la nueva posicién X?" 1 orientacién 5"+ y velocidades
VEBntly yBntl del objeto al tiempo "+

3. SIMULACION DE OBJETOS RiGIDOS MEDIANTE PARTICULAS

Los solidos rigidos no son més que un conglomerado de particulas que mantienen su posicion
relativa. Siguiendo estas ideas, es posible discretizar el s6lido por un conglomerado finito de NV,
particulas. En la Fig. (2), se muestra una discretizacion de éste tipo para el caso del sélido rigido
de la Fig. (1). Alli, las particulas rojas conforman la discretizacion del sélido.

Figura 2: Discretizacion en Particulas (rojas) de un cuerpo rigido

Denotemos una particula genérica en el conglomerado por un subindice ¢. Si las masas m;
y posiciones r? y velocidades v? iniciales de las particulas al tiempo t° son dados entonces es
posible determinar la masa total del cuerpo rigido y su momento de Inercia, asi como también,
la posicién X5 y velocidad X?* iniciales del centro de masa. Simplemente, por definicién
tenemos que:

Ny
MP = "m; (6)
i=1
Ny
P = Zmi(r? 1Y) (7)
i=1
1 &
XB’O = W Z mz‘r? (8)
i=1
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voo L i m;vy 9)
B ¢
M i=1

Las fuerzas F*' y momentos actuantes M " sobre el s6lido pueden computarse sumando,
en cada instante de tiempo, las fuerzas y momentos actuantes en cada particula ¢ del sélido.
Tenemos asi que:

Np
Fext — Z F;axt (10)
=1
Ny N,
M ="M = (r; x FPY)., (11)

i=1 i=1
Nota 3.1 En la Fig. (2) se puede observar como una particula externa j, ejerce una fuerza
externa F';; sobre la particula ¢ (de color rojo oscuro). A esta fuerza externa se pueden sumar
otras fuerzas de otras particulas j para formar la fuerza resultante externa F$** sobre la particula
1.

Nota 3.2 Con la computacién de las variables fisicas definidas por las ecuaciones (6)-(11).
Se puede proceder a la determinacién del movimiento del sélido discretizado usando las Egs.
(1)-(2) y las Egs. (3)-(4) y el método de integracion temporal indicado en la Nota 2.2.

4. SIMULACION DE FLUIDOS MEDIANTE PARTICULAS SPH

La dindmica de fluidos esté regida por la ecuacion de Navier-Stokes que en forma de diver-
gencia Limache et al. (2008) es:

Dv 1 1
- =V V- 12
Dt P+ p T (12)
donde v es la velocidad del fluido, % su aceleracion, p la presion y p la densidad. 4 es la
viscosidad del fluido y 7 el tensor viscoso:
\Y Vvl
_ M—”Q v (13)

Se ha asumido que las fuerzas externas de volumen son nulas para simplificar la presentacion
de las ecuaciones.

Figura 3: Particulas Fluidas tipo SPH
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En SPH el material fluido es discretizado en particulas de una manera similar al caso del
sOlido rigido presentado en la seccién precedente. En la Fig. (3) se muestra una porcion de
fluido que ha sido discretizado en particulas coloreadas en azul. En SPH, la ecuacién (12) se
puede computar alrededor de cada particula fluida 7 usando un promediado particular. Dicha
ecuacion promediada resulta ser:

1
=—<Vp;>+—<V-1;,> 14
Dt Pi P +Pi T (14)

Que puede ser escrita de manera compacta como:

DV,L'
Dt

ma; = m; = FP™ 4 Fy™ 4 F» (15)
donde m; es la masa asignada a la particula fluida, a; su aceleracién. FY"** denotan las fuerzas
de presién promediadas, F}"*° denotan las fuerzas viscosas promediadas y donde F** denotan
fuerzas de viscosidad artificial (ver ref. Liu y Liu (2003) para més detalles sobre estas fuerzas).
Puede verse de la Eq. (15) que las particulas discretizadas mediante SPH se comportan como
particulas elementales sobre las que actiian fuerzas externas.

El promediado SPH para el computo de las fuerzas actuantes sobre una dada particula i, se
realiza con las particulas fluidas vecinas contenidas en una regién circular centrada alrededor
de ésta. Para el caso de la particula i de la Fig. (3) la region de promediado esté definida por el
interior del circulo azul. Y por lo tanto todas las particulas fluidas j contenidas en la region son
usadas en el computo. Una de estas particulas j que ejercen fuerzas sobre ¢ es la particula j;
mostrada en la figura.

Puede verse Rojas-Fredini y Limache (Nov. 2010); Limache y Rojas-Fredini (Submitted Feb.
2012) que las fuerzas actuantes tienen la forma:

ress % i + 4
Pi Z PiPj
and
Fuise — i ov.or, >= Zmimj (M) VWi (17)
pi 7 PiPj

En nuestra formulacién, los valores del tensor viscoso 7; en cada particula ¢ son computados
usando Eq. (13), una vez que el gradiente de velocidad Vv es calculado mediante:

Vv, =< Vvi>= > m, (VJP%) VALS (18)
j J

En las ecuaciones de arriba, el término W;; representa el valor de la funcién de peso W:
Wij = W([r; — ;) (19)

para una dada distancia r;; = |r; — r;| entre particula 7 y particula j. La funcién de peso W,
también conocida como funcién de Kernel, es una funcién decreciente con la distancia entre
particulas. Es maxima para r;; = 0 y se anula cuando r;; coincide con el radio del circulo de
promediado. Por lo tanto, el soporte de la funcién de Kernel coincide con el drea de promediado.
Afuera del drea de promediado la funcién es nula. Nétese que V;IV;; denota el gradiente de la
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funcion de Kernel W, respecto de la pocision r;. Ver Liu y Liu (2003); Limache y Rojas-Fredini
(Submitted Feb. 2012) para mayor informacion.

La dnica informacién restante para poder computar las fuerzas actuantes en cada particula
fluida 7, es la determinacion de las variables de presion p; y densidad p;. Se puede demostrar
usando el promediado SPH que la densidad de una particula puede computarse mediante la
siguiente formula:

N;
pi = Z m;Wi; (20)
j=1

la presion puede determinarse de la ecuacion de estado, que para fluidos quasi-incompresibles

viene dada por:
o\”
p:/@((—) —1) (21)
Po

donde « se define en funcion de la velocidad del sonido ¢, como:

_ pocs
v

K (22)
Nota 4.1 De esta forma, dadas las posiciones r]" y velocidades v de las particulas fluidas al
tiempo t". Mediante las Egs. (16)-(17), se procede a computar las fuerzas externas producidas
por las particulas vecinas j; sobre cada particula i ;. Una vez computadas la fuerzas, se procede a
calcular las aceleraciones a' de cada particula (Eq. 15) y por integraciéon numérica se determina
las nuevas posiciones r""! y velocidades v/ de las particulas, correspondientes al siguiente
paso de tiempo "1

5. INTERACCION ENTRE SOLIDOS Y FLUIDOS MEDIANTE PARTICULAS
En las secciones previas se ha descrito separadamente:

1. Como simular sélidos rigidos formados por particulas ¢, sobre las que pueden actuar
fuerzas externas producidas por particulas fordneas j (ver Fig. (2))y,

2. Como simular fluidos formados por particulas i, cuyas fuerzas se determinan por la in-
teraccion de presion y viscosidad con las particulas fluidas vecinas j; (ver Fig. (3)).

En esta seccidn describimos como simulamos la interaccion entre sélidos y fluidos.

Figura 4: Particulas Fluidas y Sélidas en Interaccion
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Para analizar el problema observemos la Fig. (4) donde se muestra la zona donde interactian
particulas fluidas (en azul) con las particulas s6lidas que conforman el sélido rigido (en rojo).
Consideremos los dos casos particulares de interés. En el primer caso, queremos computar las
fuerzas que se ejercen sobre una particula fluida ¢y (mostrada en color azul oscuro) debido a
particulas vecinas sélidas como la particula j,. Para lograr simular este caso, extendemos el
uso del método de ghost particles (Liu y Liu (2003); Limache y Rojas-Fredini (Submitted Feb.
2012)). Se asume entonces que las particulas solidas actiian también como particulas fluidas
ficticias. Y se procede con la computacion estandar de las fuerzas sobre 7 definidas por Egs.
(16)-(17) donde la sumacion se realiza no s6lo sobre las particulas fluidas reales sino también
sobre las particulas ficticias generadas a partir de las particulas sélidas. De esta manera, para el
caso de la particula ¢y mostrada en la Fig. (4), la sumacion de fuerzas se realiza sobre todas las
particulas vecinas dentro del drea de Kernel (circulo azul oscuro), esto es: sobre las 3 particulas
fluidas vecinas (en azul) y sobre las 2 particulas fluidas ficticias (en rojo). Una vez computadas
las fuerzas sobre particulas iy, al tiempo t", se procede al cdlculo de sus nuevas pocisiones de
manera estdndar como se indica en la Nota 4.1.

Finalmente en el segundo caso de interés, queremos determinar las fuerzas que se ejercen

sobre una particula sélida ¢, (mostrada en color rojo oscuro) debido a particulas vecinas fluidas
como la particula j;. Para lograr simular este caso se asume nuevamente que las particulas
sOlidas actdan también como particulas fluidas ficticias. Se procede con la computacién estandar
de fuerzas fluidas (definidas por Eqgs. (16)-(17)), esta vez célculando la fuerza actuante sobre
1 haciendo la sumacion tnicamente sobre las particulas fluidas reales (que son las tnicas que
producen fuerzas externas). De esta manera para el caso de la particula 7, mostrada en la Fig.
(4) la sumacion de fuerzas se realiza sobre todas las particulas fluidas vecinas dentro del drea de
Kernel (circulo rojo oscuro), esto es: sobre las 3 particulas fluidas vecinas (en azul). Las fuerzas
actuantes sobre las particulas i;, al tiempo t", se almacenan como fuerzas del tipo Ff;‘t. Luego,
se mapean a la estructura del sélido rigido para computar las fuerzas y momentos de acuerdo a
las ecuaciones (10)-(11).
Nota 5.1 Dada la configuracién al tiempo ", se computan las fuerzas externas F§*' actuantes
sobre todas las particulas sélidas ¢, de acuerdo a lo indicado en el pérrafo anterior. Luego se
procede al cédlculo fuerzas y momentos totales (10)-(11) sobre el rigido. La nueva pocisién y
velocidad del sélido queda definida usando la metodologia indicada en las Notas 3.2 y 2.2.

6. RESULTADOS

A continuacion se presentan imdgenes de los resultados de una simulacién obtenida usan-
do la formulacién de particulas descripta en este trabajo. Las simulaciones realizadas pueden
ser mostradas a través de una plataforma de simulacién y visualizacién que han desarrollado
los autores. Mediante la plataforma uno puede interactuar y cambiar las propiedades fisicas y
numéricas del problema, en tiempo real, a medida que la computadora simula el proceso. La
simulacion presentada en éste trabajo consiste en simular la caida de un objeto rigido de forma
rectangular en un tanque cilindrico conteniendo agua en reposo. Los resultados se muestran en
la Fig (5).
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Figura 5: Simulacién de la caida de un sélido rigido de forma rectangular en un tanque de agua.

Como se muestra en la figura, al tiempo inicial %, el agua (particulas verdes) estd en reposo
contenida en un contenedor cilindrico. Sobre la superficie del agua se coloca un sélido rigido
rectangular que ha sido discretizado en un conglomerado de particulas de color rojo. Las ima-
genes sucesivas muestran la caida de dicho objeto en el agua, hasta que llega al reposo al fondo
del tanque.

7. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha presentado una formulacion unificada para simular fluidos y
sOlidos rigidos. La formulacion ha sido desarrollada por los autores y estd basada en la discreti-
zacion tanto del fluido como del sélido en particulas. La dindmica de las particulas sélidas esta
integrada a las ecuaciones estdndar de sélidos rigidos, mientras que la dindmica de las particu-
las fluidas estd dictada por las ecuaciones de fuerza resultantes derivadas del método Smoothed
Particle Hydrodynamics. Se ha logrado realizar simulaciones de interacciones fluido-sélido de
gran complejidad. Se planea continuar realizando mas investigacion y desarrollo sobre esta me-
todologia.
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