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Resumen. Se presenta una validacion de la solucién numérica del flujo reptante estacionario alrededor
de un toro tridimensional obtenida mediante el método de elementos de borde. En particular, se aplican
tanto la técnica por ponderacion de Galerkin (o GBEM, por Galerkin Boundary Element Method), como
por colocacién al centroide de los elementos; las cuales ya fueron mostradas en articulos previos (e.g.
D’Elia et al., “A Galerkin boundary element method for Stokes flow around bodies with sharp corners
and edges”, Mecanica Computacional, vol. XXVIII, 2009). La motivacién del presente trabajo consiste
en la validacién del método aplicado para otras geometrias con soluciones semi-analiticas, ademds de la
esfera y los esferoides oblatos y prolatos. En particular se valida la curva de la fuerza viscosa de arrastre
en funcién del didametro del toro relativo a su grosor, con respecto a una solucién semi-analitica tomada
de la literatura. En la solucién semi-analitica, como es conocido en este tipo de geometrias, intervienen
las funciones de Legendre de primera y de segunda clase, de orden uno pero de grados semi-enteros,
también denominados arménicos toroidales.
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1. INTRODUCCION

El célculo del flujo de Stokes alrededor de un cuerpo rigido con esquinas y aristas agudas
suele presentarse frecuentemente en Sistemas Micro-Electro-Mecédnicos (MEMS, por Micro-
Electro-Mechanical Systems), entre otras aplicaciones, e.g. ver Wang (2002) o Méndez et al.
(2008). Como es sabido, la presencia de discontinuidades geométricas como vértices y aristas
estan asociadas con el comportamiento singular de los campos de traccion y de tensién en pro-
blemas de elasticidad e hidrodindmica, e.g. ver Kozlov et al. (2001). Las tracciones de superficie
en esquinas agudas como un vértice tridimensional (3D), son al menos tan singulares como las
que se encuentran en las aristas, dado que un punto cercano a un vértice de una superficie po-
liédrica es también un vecino de una arista. Sin embargo, Mustakis and Kim (1998) probaron
que las técnicas para ecuaciones integrales de borde pueden ser adecuadas para resolver estos
casos de flujo.

Las ecuaciones integrales de borde se resuelven en general por el Método de Elementos de
Borde (BEM, por Boundary Element Method) (Paris and Caifas, 1997; Hartmann, 1989), donde
se utilizan técnicas de colocacion para modelar flujos de Stokes (Power and Wrobel, 1995; Kim
and Karrila, 1989). Otra alternativa, consiste en utilizar la estrategia de Elementos de Borde de
Galerkin (GBEM), donde trabajar con elementos de borde (o paneles) en R? lleva a calcular
integrales dobles de superficie, i.e. integrales cuddruples, que llevan a cabo la interaccion de
pares entre todos los elementos (o paneles) de la malla BEM. Esta tarea se lleva a cabo me-
diante un lazo p, ¢ = 1,2, --- | E/ de elementos doblemente iterado, donde E es el nimero de
elementos de la malla BEM. En el caso de nucleos no singulares, las expresiones analiticas para
las integrales dobles de superficie son conocidas en algunos casos, por ejemplo, en integrales
potenciales de capas lineales de tridngulos aplastados para las ecuaciones de Laplace y Helm-
holtz (Eibert and Hansen, 1995; Siebers et al., 2005) y en otros casos se utiliza una cuadratura
numérica. Cuando el par genérico p, ¢ de paneles interactuantes con p # ¢ no comparten nin-
guna arista ni vértice, sus nucleos son regulares y entonces es suficiente utilizar una férmula
de cuadratura y en otro caso presenta singularidades débiles debidas a una arista o vértice en
comun (Burghignoli et al., 2004). Cuando p = ¢ ambos paneles son coincidentes y, entonces,
todo el dominio de integracion tiene singularidades débiles.

Para las integrales dobles de superficie con elementos triangulares planos Taylor (2003a,b)
propuso una estrategia sistemadtica para el calculo semi-numérico basado en un reordenamiento
adecuado de cuatro integraciones iteradas. Las mismas trasladan la singularidad débil al origen
del dominio de integracién en el espacio R* para luego utilizar sistem4ticamente las transforma-
ciones de Duffy (1982), i.e. utilizando coordenadas polares con la singularidad en el origen con
el objetivo de regularizar su integrando. En D’Elia et al. (2006) se modificé la implementacion
del esquema de Taylor, donde se utilizé una cuadratura numérica en las cuatro coordenadas de
integracion con el objetivo de poder considerar otros tipos de funciones de Green siempre que
posean una singularidad débil.

En este trabajo se presenta una validacion de la solucion numérica del flujo reptante estacio-
nario alrededor de un toro tridimensional obtenida mediante el método de elementos de borde
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aplicando las dos estrategias: colocacion al centroide del elemento y Galerkin (GBEM). La
motivacion consiste en la validacién del método aplicado para otras geometrias con soluciones
semi-analiticas, ademds de la esfera y los esferoides oblatos y prolatos. Se presenta la curva de
la fuerza viscosa de arrastre en funcion del didmetro del toro relativo a su grosor respecto a una
solucion semi-analitica tomada de la literatura.

2. PLANTEO DEL PROBLEMA

Considérese un toro rigido de didmetro exterior DD y espesor d, el cual se ubica en una
corriente uniforme de forma tal que su eje de simetria axial esta alineado con la direccién del
flujo, como se esquematiza en la figura 1. La velocidad constante del flujo de fluido es (U, 0, 0),
el cual se asume incompresible con densidad p y viscosidad dindmica j constantes. El fluido se
considera ademds newtoniano. El nimero de Reynolds Re = UpD /i se asume suficientemente
pequeino, de modo tal que las siguientes ecuaciones gobiernan el problema:

uV3v = Vp

V-v=0 M

siendo v el campo de velocidad del flujo y p el campo de presion. Las condiciones de contorno
que completan la formulacién del problema son: v = 0 sobre la superficie del toro y ||v|| ~ U
a una distancia infinita del cuerpo.

=
\_/

Figura 1: Esquema de la orientacion del toro respecto al flujo y principales dimensiones geométricas.

El problema ha sido estudiado analiticamente por Majumdar and O’Neill (1977), entre otros,
y experimentalmente por Amarakoon et al. (1982). En estos trabajos los andlisis son realizados
en términos del parametro s,, dado por

so=(D/d)—1=(b/a)+1 (2)
donde a = d/2y b= D/2 — d (véase la figura 1).
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3. ECUACIONES INTEGRALES DE GOBIERNO

Dada una superficie A cerrada, rigida y suave a trozos, puede calcularse el flujo reptante
alrededor de la misma mediante la alternativa de Hebeker (1986), la cual es una extension de
la propuesta de Power and Miranda (1987), e.g. ambas son analizadas en Pozrikidis (1996). La
misma puede re-escribirse de la siguiente manera

A A

donde 1;(x) es la densidad superficial de doble capa y u;(x) es la velocidad del flujo sin
perturbar. El elemento diferencial de superficie se denota por dA, = dA(y), mientras que los
puntos de integracién y campo sony = (y1,y2,¥3) y X = (1, 2, x3), respectivamente.

El niicleo de doble capa K;; = K,;(x,y) es un tensor de rango 2 producido por una densidad
de stresslets distribuidos sobre la superficie del cuerpo (Ladyzhenskaya, 1969; Pozrikidis, 1996,
1997), y esta dado por

3 TirTy

Kij(x,y) = ne(y) conr=x-—y,yr=|[x—yls; 4)

Cdmp P

donde n; = ni(y) es la normal unitaria a la superficie en el punto de integracion y. Para
superficies suaves, este nucleo verifica la siguiente propiedad

1
/ dAy Ki;(x,y) = —¢;; parax € A; (5)
S 24
donde 4;; es la delta de Kronecker. Por otra parte, el nicleo H;; = H,;(x,y) es la suma
Hij = Kij + Sij ; (6)
donde S;;(z, y) es el nicleo sourcelet dado por

XH_ {5& n W’J} :
8T

Sij(x,y) = — (7)

r 73

donde y g es un pardmetro positivo arbitrario que acopla la densidad de capa simple ¢ con la
densidad de doble capa 1, i.e.

¢(x) = xu P(x) ®)
En el trabajo de Hebeker se concluye que xyy = 1 es una buena eleccion, y que serd adoptado
también en este trabajo. El nicleo S;;(x, y) es un campo auxiliar ad-hoc que permite eliminar

los modos rigidos y que da cuenta de la fuerza y el torque global sobre el cuerpo (Pozrikidis,
1996). Usando notacién matricial, la Ec. (3) es re-escrita como

I(x;1(x)) = u(x) paratodox € A; 9)
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con el operador integral

16x:(x) = [ dA LK) = HY(y)} paratodo x € 4 (10)

donde el campo solucién es la densidad superficial de doble capa 1)(x). Los nicleos H(x,y)
y K(x,y) acoplan la densidad de doble capa ) entre el punto de integracién y y el punto de
observacion x.

4. FORMULACION NUMERICA
4.1. Calculo de la densidad superficial de doble capa

La ecuacion (9) es una ecuacion integral de borde en las velocidades de tipo indirecta (Power
and Wrobel, 1995; Kim and Karrila, 1989) dado que no provee directamente la traccion sobre
la superficie, sino la densidad superficial de doble capa modificada para eliminar los modos
rigidos y proveer la fuerza y cupla sobre el cuerpo. En el trabajo de D’Elia et al. (2009) esta
integral se resuelve numéricamente utilizando una técnica de ponderacion de Galerkin (Paquay,
2002; D’Elia et al., 2008).

Por otro lado, el cdlculo numérico de la ecuacién (10) mediante una técnica de Galerkin invo-
lucra la resolucién de integrales dobles de superficie con una singularidad débil. En particular,
Taylor (2003a,b) desarroll6 una estrategia para trabajar con mallas de superficie compuestas
por tridngulos planos. La formulacion se basa en un reordenamiento conveniente de cuatro in-
tegraciones iteradas que desplaza la singularidad débil al origen del espacio real euclideano de
cuatro dimensiones (4D o R%), para luego utilizar la transformacién de Duffy (1982) sistemati-
camente, es decir, regularizando el integrando mediante el uso de coordenadas polares. Luego,
Taylor selecciona una cuadratura numérica de Gauss-Legendre en tres de las coordenadas y
realiza una integracion analitica en la cuarta. Dado que este esquema es especifico para nicleos
de propagacion de ondas en electromagnetismo computacional, se propuso una modificacion
en D’Elia et al. (2009). Dicha modificacién consiste en una cuadratura numérica en las cuatro
coordenadas para trabajar con ndcleos con una singularidad débil en general.

4.2. Calculo del campo de traccion superficial

La fuerza F = (F,, F,, F,) y el torque T = (7},7T,,T.) pueden calcularse mediante las
siguientes integrales de superficie (Power and Miranda, 1987):

F = /dAy¢;
A
T = /AdAy (r ). (11

Por otro lado, el campo de traccion ¢;(x) en el exterior de la superficie cerrada A, puede obte-
nerse como (Ladyzhenskaya, 1969)

3 7Tl
tl(X) = _E B dAy J

= nj(x)Yr(y) parax € A; (12)
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donde r = x — y. En la ecuacion (12) se asume que la normal unitaria n estd bien definida en
el punto de campo x. Esta restriccion impide utilizar esta ecuacion para calcular el campo de
traccion sobre los puntos con discontinuidades geométricas, tales como nodos, aristas o vértices
de la malla de superficie. Por lo tanto, los centroides de los paneles se utilizan como puntos de
campo X en los casos resueltos. Obviamente, la fuerza obtenida integrando el campo de traccion
dado en la ecuacién (12) coincide con la obtenida en la ecuacién (11).

S. SOLUCION SEMI-ANALITICA

En el trabajo de Majumdar and O’Neill (1977) se propone un método alternativo para hallar
la solucidén exacta del problema. En el mismo, se resuelven las componentes de la velocidad y
la presion directamente en lugar de introducir la funcién de corriente para flujo de Stokes. El
método de resolucion conduce a una ecuacion diferencial de segundo orden de la secuencia de
coeficientes en la serie que define una de las componentes de las funciones de velocidad. Debido
a que en este trabajo la comparacion entre las soluciones semi-analitica y numérica se realiza
cotejando los valores de la fuerza de arrastre sobre el toro, s6lo se presenta la expresion semi-
analitica de ésta. Luego, la fuerza viscosa de arrastre sobre la superficie del toroes F = (£, 0,0),

con
00

F =4V2rplUc )~ (nB, + Cy) (13)

n=0

donde ¢ = a\/s% — 1. Los coeficientes B, y C,, estdn definidos por

B, = kp(ans1 + an_1) — 2sokna, (n>1)

Cn =1/2k,(ans1 — an_1) + BAn  (n>0) (14

donde
5 \/_/W kn = [P 1/2(50)] 1»

An = €nQn—1/2(SO)/Pn—1/2(SO)7 =1 e =2 (n > 1)

P,_1/2y Qn_1/2 son, respectivamente, las funciones de Legendre de primera y segunda clase de
orden semi-entero. Los coeficientes a,, se definen como a_; = ap = 0y el siguiente conjunto
infinito de ecuaciones lineales

(15)

a1 (—ko — 10soky + 3ko + 3p1) + az(7Tky — 3soks — 7.5u2)
— B(20 — 4M1 + 3)o)
an-1[(2n — 1)sokn—1 — (2n — Bk, — 1/2(2n — 1)(2n — 3) py—1 |+
an[—(2n — k1 — 10spk, + (2n + 1)kpy1 + (2n+ 1)(2n — 1))+
ani1[(2n 4+ 5)k, — (2n + 1)sokn1 — 1/2(2n + 1)(2n + 3) 11
=0B[2n — DA —4nd, + 2+ DAa], (> 2)

(16)

siendo p,, = [P’ _, /2(80)]_1, donde la prima indica diferenciacion.
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Siguiendo a Amarakoon et al. (1982), los resultados para el arrastre se expresan en términos
del arrastre sobre una esfera con el mismo didmetro exterior que el toro, lo cual permite definir
el siguiente pardmetro adimensional

, F

= — 17
> 3muUD {17

6. RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccidn se presentan los resultados obtenidos de la resolucion numérica de la ecua-
cién (9), tanto por el método de colocacion como por el de Galerkin. En todos los casos se
adopté: didmetro exterior D = 1 m, densidad del fluido p = 1 kg/m?, viscosidad dindmica
i = 1 Pa-s y rapidez no perturbada U = 1 x 10~3 m/s. Como fuera puntualizado en la introduc-
cion, el principal objetivo del presente trabajo es la validacion del método numérico aplicado a
la resolucidén del proplema propuesto en la seccidn §2 mediante el cdmputo del coeficiente de
arrastre definido por la ecuacién (17) y la posterior comparacion con resultados semi-analiticos.
Se adoptaron valores del parametro s, en el intervalo (1, 100].

1

0.9

0.8

0.7

0.6 semi-analitica | i N

colocacion

GBEM

0.5 L L L L L M L L L L L L
1 10 100

sg = (D/d)-1

Figura 2: Variacién del coeficiente de arrastre adimensional F!_ en funcién del pardmetro sg. Soluciones semi-
analitica y numéricas mediante BEM aplicando las técnicas de colocaciéon y Galerkin.

La discretizacion de la superficie del toro se realiza mediante una malla estructurada de pa-
neles triangulares. Para ello, se divide la circunferencia generatriz en N elementos de igual
longitud h = 7wd/N. En la direccién perpendicular a esta circunferencia la superficie del to-
ro se discretiza uniformemente dividiendo el circulo exterior en M segmentos con extension
H = ©D/M. Luego, cada cuadrangulo de la malla asi obtenida se subdivide por una de sus
diagonales en dos tridngulos. El modo de realizar esta discretizacién conlleva al colapso de
paneles en el caso s; = 1 (toro “cerrado”). Por lo tanto, a fin de evitar el aplastamiento de

Copyright © 2012 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



328 S. SARRAF, E. LOPEZ, G. RIOS RODRIGUEZ, J. D'ELIA

paneles, este caso fue efectivamente resuelto tomando s) = 1 + €, cone = 1 X 1077, A me-
dida que el parametro s, aumenta, el toro disminuye su grosor respecto del didmetro exterior
(véase la ecuacion (2)), lo cual deteriora la relacion de aspecto de los elementos. El efecto de es-
te deterioro puede mitigarse redefiniendo la dicretizacién (aumentando M y, simultineamente,
disminuyendo N) o directamente incrementando el nimero de elementos a lo largo del circulo
externo M. La ultima de las opciones no resulta viable debido al incremento en el costo compu-
tacional que conlleva, particularmente para valores grandes de sq. Por lo tanto, en este estudio
se adopté como criterio redistribuir los paneles manteniendo constante su cantidad. Este crite-
rio es de utilidad para el estudio de la convengencia de los resultados a medida que se refina la
malla. Asumiendo entonces una malla con £ paneles, se elige la discretizacion de forma tal que
la relacién de aspecto h/H no disminuya por debajo de un valor limite prefijado «, teniendo
entonces

N = max , 4

(18)
MN =FE

En el presente trabajo se utilizé o« = 0.2.

En la figura 2 se presentan los resultados obtenidos para el coeficiente de arrastre adimen-
sional I en funcidn del parametro sg. Los valores corresponden a la malla mds fina utilizada,
de 3200 paneles, excepto para la técnica de Galerkin y sy = 100, dado que en este caso no se
obtuvo solucién. El valor de F/_ que se muestra para este ultimo caso corresponde al calculado
con la malla de 1600 paneles. Se observa en general un muy buen acuerdo entre los resultados
numéricos y los semi-analiticos.

1 0.1

200 paneles
400 paneles
800 paneles
0.1L- 1600paneles | i o~ | [
3200 paneles

& 001 o N 001

IS SRS 200 paneles

0001 ‘ 400 paneles

800 paneles

. 1600 paneles

colocacion 3200 paneles

0.0001 —— . PSR ——— 0.001 . R . -
1 10 100 1 10 100

S =(D/d)-1 sg = (D/d)-1

Figura 3: Error relativo en el coeficiente de arrastre F en funcién del pardmetro s, para refinamientos sucesivos
de la malla. Métodos de colocacién (izquierda) y Galerkin (derecha).

La figura 3 muestra el error relativo para el coeficiente £ en funcién de s, a medida que
se incrementa la cantidad de paneles de la malla, tanto para los métodos de colocacién como
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6.5

0.0125

0.015
0.012

f
it

0.0145
0.0115

0.014
0.011
0.0135
0.0105
0.013

Figura 4: Componente ¢, de la traccién sobre la superficie del toro para sg = 1, 3, 6, 10, 15 y 20 (de izquierda a
derecha y de arriba a abajo). Calculado con el método de colocacién y una malla de 3200 paneles.

de Galerkin. Los mayores errores se observan para valores grandes de s, especialmente para el
caso de colocacion. En este ultimo caso el error no disminuye mondtonamente con el aumento
de la cantidad de paneles, lo cual puede deberse a que el criterio ad-hoc adoptado para discre-
tizar la malla (véase la ecuacion (18)) no es en absoluto 6ptimo en general. El método GBEM
presenta un comportamiento mas regular de reduccién del error con el refinamiento de la ma-
lla, pudiéndose observar los mayores errores para los valores extremos de sy en el intervalo
adoptado.

La figura 4 muestra la componente de la traccion sobre la superficie del toro en la direcciéon
del flujo no perturbado para distintos valores del parametro sy. Este campo corresponde al cal-
culado con colocacién y la malla més fina utilizada (3200 paneles triangulares). En la figura 5 se
presenta también la componente en la direccion x de la traccion sobre la superficie del toro, pero
en este caso manteniendo sy = 3y variando la discretizacion de la superficie. Los resultados de
esta dltima figura corresponden a los obtenidos con el método de Galerkin.
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E
x10
4.8

B
x10

46

44 46
42 4.4
42
38
36 38
34 36
32 3.4

32

3
x10

438
46
44
42

38
36
34
32

Figura 5: Componente ¢, de la traccién sobre la superficie del toro calculada con GBEM, para sg = 3 y variando
el refinamiento de la malla. Cantidad de paneles: 200, 400, 800, 1600 y 3200 (de izquierda a derecha y de arriba a
abajo).

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha considerado el flujo reptante axisimétrico alrededor de un toro tridi-
mensional rigido, en regimen estacionario, el cual se ha modelado mediante una formulacion
integral indirecta en las velocidades de tipo CIV-BIE (Completed Indirect Velocity - Boundary
Integral Equation, e.g. Ingber and Mammoli (1999)). En la resolucién numérica se ha optado
por el método de elementos de borde empleando mallados sobre la superficie del toro compues-
tos por tridngulos simples. En particular, se ha validado la curva de la fuerza de arrastre viscoso
en funcién del pardmetro geométrico sy = D/d — 1 = b/a + 1 que define al toro, tanto por
una técnica de colocacion como por ponderacion de Galerkin, y se la ha comparado contra la
solucion semi-analitica de Majumdar and O’Neill (1977), la cual a su vez ha sido reproducida
experimentalmente por Amarakoon et al. (1982). Se han mallado diversas geometrias incluyen-
do los casos de sp = 1, 3, 6, 10, 15, 20, de los cuales se han mostrado los mapas de las tracciones
viscosas correspondientes sobre la superficie de cada toro.

En general, ambos métodos han sido capaces de reproducir dicha curva. Ambos métodos en
general han arrojado un muy buen acuerdo entre los resultados numéricos y los semi-analiticos
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en un amplio rango en el pardmetro geométrico s, inclusive en el caso extremo de un toro
cerrado (i.e. cuando sy = 1). Sin embargo, casos con elevados valores del parametro geométrico
(e.g. sp ~ 100) correspondientes a un toro de secciéon muy pequeila y gran didmetro, han
presentado problemas con Galerkin, atribuidos a la falta de un mayor grado de refinamiento
ocasionado a su vez por el techo de la memoria RAM disponible.
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