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Resumen.

El Método de Elementos Finitos Inverso (IFEM) es, basicamente, el Método de los Elementos Finitos
(FEM) aplicado a la resolucién del problema de hallar la forma descargada de un cuerpo tal que adopte
una forma deseada bajo cargas conocidas. Aqui abordaremos problemas geémetricamente no lineales
en cuerpos asimilables a cdscaras, compuestos de materiales eldsticos. El punto de partida, es decir el
elemento finito “directo” cuyo “inverso” es el aqui propuesto, es el elemento de cdscara MITC4, cuadran-
gulo de cuatro nodos donde el bloqueo por corte es tratado por interpolacion mixta de las componentes
tensoriales de la deformacién. Este elemento posee cinco grados de libertad por nodo, tres de ellos para
describir el desplazamiento de la superficie media, y los dos restantes para definir el campo director. A
su vez, el campo director es actualizado de manera de garantizar su inextensibilidad. Para validacion,
resolvemos la flexion de una delgada losa en voladizo usando FEM para calcular su configuracion de-
formada. Esta es adoptada como dominio de andlisis para IFEM, mostrando la habilidad de IFEM para
recuperar la forma descargada original.
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1. INTRODUCCION

En trabajos previos, hemos desarrollado IFEM para disefar piezas elasticas asimilables a
s6lidos Fachinotti et al. (2008) y vigas Albanesi et al. (2010) de forma que adopten una geo-
metria deseada tras sufrir grandes deformaciones bajo cargas conocidas. Ahora nos propone-
mos extender IFEM a céscaras. Partimos del simple y popular elemento de cdscara MITC4
(Bathe y Dvorkin, 1986), al que recientemente (Fachinotti et al., 2011) hemos dotado del trata-
miento del campo director propuesto por Simo et al. (1990) a fin de garantizar la inextensibili-
dad del director.

La extension de IFEM a cdscaras apunta a resolver eficientemente problemas como el de
disefio de un dlabe de turbina, estructura laminar flexible que debe adoptar una forma dictada
por estudios aerodindmicos a una velocidad angular dada, problema que tratiramos previamente
usando elementos sélidos (Fachinotti et al., 2008).

2. CINEMATICA DE LA CASCARA

De acuerdo a la teoria de cascaras de Mindlin-Reissner, un segmento recto normal a la super-
ficie media A° en la configuracién descargada B permanece recto tras la deformacién, pero no
necesariamente normal a la superficie media A en la configuracion deformada B y viceversa:
un segmento recto que es normal a A no proviene necesariamente de un segmento normal a A°.
Esta pérdida de la normalidad es efecto de la deformacion transversal por corte.

La posicién de cualquier punto X € B puede escribirse como

X = X(61,6.6) = X(6,6) +&3T(6,6), 0

donde X € A°, T es el vector director en la configuracién B, h es el espesor de la cdscara y
{&1, &2, &3} son las coordenadas naturales, —1 < &; < 1, = ¢ = 1,2, 3. En vista de la hipétesis
precedente, tras la deformacién el punto X € B° ocupa la posicién

h
x=x(£,8,8) =2(6,8) + f3§t(f1752), (2)

donde & € Ay t es el vector director en la configuracién deformada.

Ambos directores £ y 1" son unitarios y apuntan en la direccion del espesor de la céscara;
uno de ellos puede suponerse normal a su respectiva superficie media, el otro generalmente no
serd normal a su respectiva superficie media a causa de la deformacion por corte.

Definimos las bases convectivas material y espacial:

G =X; (3)
g, =; 4)

donde (x); denota derivada con respecto a la coordenada natural ;. Nétese que g3 = ht/2
y G3 = hT'/2 no dependen de &3, o sea, se mantienen constantes a través del espesor de la
cdscara.

La base {G"} dual de {G} resulta de la relacién:
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2.1. Interpolacion de la geometria de la cascara

Aproximemos las posiciones (1) y (2) de la manera usual en FEM para céscaras:

4
X (&1,6,8) = Z‘Pk £1,62) X + > Zh% &1, &) T (6)
4
T(&1,62,85) = Z i1, 62Tk + 53 Z hipw(&r, €2t (7)
=1 k=1

donde X, € A° (o &, € A) denota la posicion del nodo k = 1,2, 3, 4 sobre la superficie media
indeformada (o deformada), T}, (o ) es el versor director en la configuracion indeformada (o
deformada) en el nodo k, y ¢y es la funcién de forma bilineal asociada al nodo &

(51752) 1(1_'_6161)( +€2€§)7 k:1774 (8)

donde (&F, £5) denota las coordenadas naturales del nodo k.
Las ecuaciones (6) y (7) pueden escribirse de la manera concisa

X =NQ ©)
x=Ngq (10)
donde
N =[p1 $her - @1 Shed,  @i=oilss (1
-,X_-l- -jl-
T, b
X5 T
| T | te
o= |2l 4=|" (12)
T; t3
X4 i’4

3. DEFORMACION
Elegimos como medida de deformacidn al tensor de Green-Lagrange que, expresado en la
base {G"}, tiene la forma:
E=E,G®G’ (13)
con las componentes (covariantes) definidas como

1
Byj=g (@i w5 —X; Xy) (14)
Con z y X interpoladas segun las ecuaciones (9) y (10), las componentes covariantes de E
resultan

Eij = (qTMijq - QTMijQ) (15)

DN | —
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donde
1

Mij:2

(NTN; + NTN,) (16)

En notacién de Voigt, las componentes F;; de un tensor de deformacién simétrico como E
se ordenan en el vector E de la forma

E=[En Exn Es 2En 2E; 2B (17)

Luego, la relacién entre deformacion y posiciones, dada por la ecuacién tensorial (15), toma la
forma

[ qTMn i [ QTMH ]
qTM22 QTM22
- 1 qTM33 1 QTM33
E = - — = 18
2 2qTM12 q 2 2QTM12 Q (18)
2qTM23 2QTJV—’23
2q" M3 2Q" M3
B i B i
B(q) B(Q)

3.1. Restriccion de inextensibilidad del vector director

Siguiendo a Simo et al. (1990), imponemos la restriccion de inextensibilidad del vector di-
rector t; en un nodo cualquiera ¢ exigiendo que su variacién 6t; verifique:

Siendo ez = [0 0 1] uno de los vectores de la base global fija {e; }, definimos la transformacién
ortogonal

t; = N\ies (20)
Ahora, la restriccion (19) puede escribirse como:
oT;-e3=0 2D
con
61 = Al ot (no se suma en %) (22)

En adelante, imponemos esa condicién implicitamente suponiendo que d7; es un vector en el
plano cartesiano fijo {e;, e }:

57—@' = 57’1‘1 () + (57’1'262 (23)
En ese caso, rescribimos la ecuacién (22) como
5t; = \OT; (no se suma en 7) (24)

donde A; es la matriz formada por las dos primeras columnas de ;. Nétese que al adoptar 47
en lugar de 0t;, el nimero de grados de libertad por nodo se reduce a 5.

Copyright © 2012 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXI, pags. 967-977 (2012) 971

En IFEM, idéntica restriccion aplica al vector director nodal T;: su variacion d7; debe satis-
facer

T, - 0T; =0 (25)
Luego, introducimos
6T = AL6T; (no se suma en 7) (26)
donde A; es la matriz ortogonal tal que
T, = Aje; (27)
Abhora, la restriccion (25) toma la forma
0l -e3 =0 (28)

Una vez mds, imponemos esa condicién implicitamente suponiendo que dI; es un vector en la
base {e;, es}, y rescribimos la ecuacién (26) como

0T, = AT (no se suma en 7) (29)

donde A; es la matriz formada por las dos primeras columnas de A;.

3.2. Interpolacion de las componentes covariantes de deformacion

El cédlculo “directo” de la deformacién usando la ecuacién (15) con las posiciones X y @
interpoladas segun las ecuaciones (6) y (7) da resultados satisfactorios cuando se usan elementos
de alto orden; en caso contrario, la rigidez de los elementos aumenta espuriamente a medida que
la relacién espesor/longitud de la cascara decrece. Este defecto es el bien conocido “bloqueo
por corte”, y afecta la prediccion de tensiones atin en elementos cibicos, especialmente si estan
distorsionados (Bucalem y Bathe, 1993).

Una solucién al “bloqueo por corte” consiste en la utilizaciéon de elementos finitos mixtos
apropiados, eligiéndose para este trabajo el elemento MITC4 (MITC por interpolacion mixta de
componentes tensoriales, 4 por el nimero de nodos) propuesto por Bathe y Dvorkin (1986). En
cada plano & = constante, definimos los puntos de “ajuste” P=(&3), i = 1,2, situados en la
mitad de los lados & = +1. Luego, se remplaza la deformaciéon FE;3 calculada directamente con
la ecuacioén (15) por la deformacion “impuesta”

Bl &) = T e Y Ba(Py (@) + LY Ea(P (&), ii=12 %5 (0)
(0]
B3 = % (qTMqu - QTMBQ) (31)
con
My = P9 ML PHE) + Lo M(Pr (), =12 %) (G

2 2

Nétese que E;3 es constante en direccion i, es decir que estd “empobrecida” con respecto a
E;3 en esa direccion. De aqui en adelante, a todos los efectos, las cantidades “directas” serdn
remplazadas por las “impuestas”, olvidando la barra superpuesta que identifica a estas tltimas
para simplificar la notacion.
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4. EQUILIBRIO DE CASCARAS FRENTE A GRANDES DEFORMACIONES
Sea S el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, de componentes (contravariantes)
S% en la base {G,}, o sea:
S=S59G; ® Gj (33)

De acuerdo a la notacion de Voigt para tensores de tensién simétricos, las componentes de S se
ordenan en el vector

S’:[SH g2 ¢33 gl2 g23 513}T (34)

Para un material eléstico, la tensién de Piola-Kirchhoff puede expresarse como una funcién de
la deformacion de Green-Lagrange, o sea:

S =S5(E(q,Q)) (35)

Dado que Sy E forman un par conjugado, el principio de los trabajos virtuales puede escri-
birse como

SETSAV = swest (36)

BO
5Wint
donde el término de la izquierda representa el trabajo virtual (interno) realizado por las tensiones
frente a una variacion de la deformacion, y el de la derecha el trabajo virtual realizado por las
fuerzas externas (dato).
Dada FE por la ecuacioén (18), su variacion resulta

E = B(q)dq (37)

Por la restriccion de inextensibilidad, usando la ecuacion (24) expresamos la variacion de E
como

SE = B(q)\iq" (38)
con
[0, | [ Isxs O3x2 Osx3 O3k O3xz Osxz Osxz Osxo ]
o 0553 A1 0343 0342 03x3 0O3x2 0343 0342
0, Osx3 O3x2 I3x3 O3x2 O3xz Osx2 Osxz Osxo
57—2 03><3 03><2 03><3 >\2 03><3 03><2 03><3 03><2
sgt = 07| A= 39
q 03 Osx3 O3x2 O3x3 Osxz Isxg O3z Osxz Osxo (39)
51'3 05,3 0342 0343 0352 03x3 Az 0O3x3 O340
5334 03><3 03><2 03><3 03><2 03><3 03><2 I3><3 0§><2
[ 074 ] L 0353 0O3x2 0343 0340 0343 0350 0O3x3 Ay

donde I3, 3 es la matriz identidad de dimension 3 x 3y 0sy; es la matriz nula de dimension
3 X J.
Ahora, el trabajo virtual interno puede expresarse como

SWint = 5q*" < / [B(g)\]" de) (40)
BO

Vo
Yint
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quedando asi definido el vector de fuerzas internas nodales ¥, Teniendo en cuenta que para
IFEM q es dato y @) es incégnita, cambiamos de dominio de integracién:

gt — / [B(g)A]" ST dv (41)
B

donde J es el determinante del gradiende de deformacion F', dado por

(91 X g2) - g3
(G1 X Gg) . G3

Nétese que P depende de @, la incdgnita para IFEM, s6lo a través de S'y J.
Por su parte, siempre podremos escribir 6T de la forma

5wcxt — 5q*T!I/CXt(Q7 q> (43)

J=det F = (42)

donde P*** es el vector de cargas nodales.
Teniendo en cuenta las ecuaciones (40) y (43) y que 6g* es arbitrario, la ecuacion (41) se
reduce al sistema no lineal de ecuaciones algebraicas que define el equilibrio en MEF:

7(Q,q) =P"(Q,q) —P>(Q,q) =0 (44)

a resolver iterativamente.

4.1. Solucion de la ecuacion no lineal de equilibrio

El sistema de ecuaciones no lineales (44) es resuelto iterativamente usando la técnica de
Newton-Raphson, que garantiza tasa de convergencia cuadratica siempre que se parta de una
prediccidn inicial que esté dentro del radio de convergencia de la solucién buscada. Para IFEM,
q es dato y Q la incégnita a determinar. Conocida la prediccién Q) para la iteracién k, si
[@(Q™] > e donde € es un valor suficientemente pequefio prefijado (aqui adoptamos e =
1075||&*|]), se procede a una nueva iteracion k + 1 donde se resuelve la ecuacién de equilibrio
linealizada

7(Q".q) + K(Q")AQ" =0 (45)
donde K designa la matriz tangente

v
- 50

K (46)

AX,
AT
AX,
. AT
AQ =3 (47)
AT
AX,
| AT

Resolviendo el sistema lineal (45), obtenemos AQ* y podemos actualizar inmediatamente
la posicién nodal:

X0 = X 4 A%, (48)
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4.2. Actualizacion del vector director nodal

Ahora bien, la actualizacidn del vector director nodal 7T} requiere particular atencién a fin de
preservar su longitud unitaria. De hecho, su tratamiento es idéntico al que diéramos al vector
director t; para el elemento “directo” de cdscara (Fachinotti et al., 2011), siguiendo a Simo et al.
(1990). Conocido AT; como solucidn del sistema lineal (45) en la iteracion & + 1:

1. Se calcula el incremento de T;:
AT, = AP AT, (49)
donde /igk) es la matriz formada por las dos primeras columnas de la matriz de rotacion
Agk), cuyo valor para la iteracion inicial es

(63 X tz> (%9} (63 X tz)
1 + e3 tz

A = (€5 t) I35 + €5 X & + (50)

siendo v, para todo vector v, la matriz antisimétrica cuyo vector axial es v. Nétese que
A = A; es la matriz ortogonal de la transformacién (20).

]

2. Se actualiza el vector director:
sen || AT

T = cos || ATy T
AT}

AT; (1)

3. Se calcula el incremento de la matriz de rotacion:

sen || AT ||,y
AA; = cos |AT T + — ——T," x AT;
| AT
1 — cos || AT ®
—( x AT;) @ (T, x AT;) (52)
| AT;||?
4. Se actualiza la matriz de rotacién:
AR = A, AR (53)

4.3. Calculo de la matriz tangente

La matriz tangente K se nutre de contribuciones provenientes de las fuerzas internas y ex-
ternas, a saber:
a,l',int 8g’,ext .
K = + = K™ 4 K= (54)
o+ oQ*
El término K, que aparece si las fuerzas dependen de la configuracién original, no recibird
aqui mayor consideracion.
La contribucién de las fuerzas internas puede expresarse como

K™ = {_/B[B(q)xfﬁ[B(Q)] 7 dv } dQ

dE dQ~
K‘I;at
- dJ dQ
+{—/B[B(q)A] S@J dv} 1Q (55)
ngo
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Siendo el vector director nodal T; 1a funcién de AT detallada en la Seccion 4.2, resulta

dT; sen | AT;|| ( (k)
- Ios — T AT;)
I, [ [z e TR
(COSHATiH sen || AT ||

AT | AT;|>

) AT, ® ATZ} AP (56)
Luego:

I35 0s.9 0343 0345 0343 0352 0343 0342
T,
Osx3  qy O3xs Osx2 Osxz O3xp O3xz Osir

053 Os549 I3x3 0349 03x3 03x2 0Osx3 0342

d@Q _ 03,3 03x2 0343 % 03,3 03x2 0343 0349 57)
dQ* 0553 03549 0343 0349 I3x3 03x2 03x3 0342

T
O3x3 Osxz O3x3 O3x2 Osxz g Osxs Osio

Os.3 03x2 0343 0349 0343 0342 I3x3 0542

dT:
O3x3 Osxz O3x3 Osx2 Osxz O3x2 O3xs  Gf

Finalmente, dado J por la ecuacion (42), resulta

o
dQ (G1XG2)'G3

[NT(G2 x G3) + N5(G3 x G1) + N5 (G x Gy)] (58)

5. EJEMPLO DE APLICACION

q

y — - - - - - - - - - —-—-——-——C

f v

<
<
N

Figura 1: Losa delgada en voladizo sujeta a flexion.

Sea la losa en voladizo de la Figura 1, donde L, = 09 m, L, = 2 m, h = 0,005 m,
q = 1,5 kKN/L,, compuesta de un material eldstico lineal con médulo de elasticidad £ = 210
GPa y coeficiente de Poisson v = 0,25.

En primer lugar, usaremos los elementos finitos “directos” de cascara tipo MITC4 desarrolla-
dos por Fachinotti et al. (2011), que siguen el trabajo de Bathe y Dvorkin (1986) para prevenir
el bloqueo por corte y tratan el campo director de la forma propuesta por Simo et al. (1990) pa-
ra satisfacer la restriccion de inextensibilidad. Discretizamos el dominio rectangular de la losa
usando elementos cuadrados de 5 cm de lado. La malla resultante posee 720 elementos y 779
nodos, cada uno de ellos con 5 grados de libertad.

Llamemos X a las coordenadas de los nodos sobre la superficie media descargada y T} a
los vectores directores nodales, en este caso normales a la superficie media descargada. Como
solucién de este andlisis directo, se obtienen las coordenadas x; de los nodos sobre la superficie
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Dominio de FEM

Desplazamiento (m)
1.280992
-1.200000

EO. 1100/0/0[0[0)

EO.AOOOOOO

Soluciéon de FEM E
0.0000000

Figura 2: Losa flexionada: dominio y solucién FEM.

media deformada y los vectores directores ¢; en la configuracién deformada, que en general no
son normales a la superficie media deformada. La configuracién deformada y la magnitud de
los desplazamientos asi calculados se muestran en la Figura 2.

Luego, procedemos al andlisis inverso con &; y t; como datos, para calcular X; y T. La con-

figuracion descargada y la magnitud de los desplazamientos como solucién IFEM se muestran
en la Figura 3.

Solucién de IFEM \

Desplazamiento (m)
1.280990
-1.200000

-0.8000000

EO.AOOOOOO

070000000

Figura 3: Losa flexionada: dominio y solucién IFEM.

La Figura 4 muestra los errores || X; — X?||/L, en la posicién y ||T; — T?|| en el director
para toda la malla. Teniendo en cuenta que se resuelve la ecuacién no lineal de equilibrio (44)
con una tolerancia € = 107°||@**||, el hecho de que los errores relativos maximos, tanto en la
posicién como en el director, sean inferiores a 10~¢ evidencia la gran precisién de IFEM.
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Error X (x1E-6) _ Error T (x1E-6)

0.7561530 0.9629311

E 0.8000000
Eo.éoooooo ;

-0.6000000
E0.4000000 EO 1000000
0.2000000 0.2000000

_ f] 0000000
i i)

0.0000000

r{
Z X

Figura 4: Losa flexionada: errores en posicion y director.

6. CONCLUSIONES

Hemos cumplido aqui con el objetivo que nos propusiéramos al formular el elemento de
cascara “directo” MITC4 (Fachinotti et al., 2011): formular su respectivo “inverso”, que nos
permita determinar la configuracion indeformada de una pieza para que, tras grandes deforma-
ciones en el rango eldstico bajo la accién de cargas conocidas, adquiera una forma deseada.

Con este aporte, completamos nuestra librerfa de elementos finitos inversos para el disefio de
piezas sujetas a grandes deformaciones eldsticas, que cuenta ya con elementos para problemas
en solidos tridimensionales (Fachinotti et al., 2008) y vigas (Albanesi et al., 2010).
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