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Resumen: Se presenta el estudio del comportamiento de la solucién a problema de Stefan, cuando
una material de cambio de fase es sometida a un flujo de calor, que se aparta de aquel que produce
solucién analitica. Se obtienen las temperaturas en € interior de la sustancia de cambio de fase y la
posicion de lafronteralibre, parala situacion en que se encuentre expuesta a un flujo de calor del tipo
qo/(t+t)” para diferentes valores de t,. En especia cuando éste valor es cero, el problema presenta
solucién andlitica. Se analizan los apartamientos de esta solucién de acuerdo a los diferentes valores
de to, cotgjando éstos con las cotas dadas por Sherman. Los resultados obtenidos muestran que para
valores pequefios de to, los resultados se apartan levemente de los que corresponden a la solucién
exacta, mientras gue para valores grandes de to, €l flujo es practicamente constante y |os resultados se
apartan significativamente de los correspondientes al caso en que t,=0.
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1 INTRODUCCION

El comportamiento de sustancias que presentan oanifase ha sido estudiado y
conceptualizado por Stefard,889a, 1889ppor lo que tales problemas llevan su nombre. En
particular, éstos presentan solucion analitica begmdiciones bastante restrictivas:
unidimensionalidad, geometria semi-infinita, projigées termofisicas constantes,
temperatura inicial uniforme, temperatura constanfguesta en el borde fijo, o bien flujo de
calor inversamente proporcional a la raiz cuaddaddiempo. Alexiades y Solomon, 1993
ambas condiciones de contorno resultan equival¢Btesiguez et al, 2006

En este trabajo, se evalla el comportamiento deaterial de cambio de fase, cuando es
sometido a flujos de calor que se apartan de agugeproduce solucion analitica; esto es de la
formaqo/(t+to)”; para diferentes valores tie Se han considerado valorestgd.001, 0.01, O,

1, 10, 100, 1000 y 10000 seg. Obsérvese que cugr@oel flujo es el que corresponde a la
solucion analitica. Se estudia también el compaoesato de la posicion de la interfase de
acuerdo a las cotas dadas poermar(1971) para su localizacion.

En la Figural se presenta un esquema del material de cambisdeafanicio del proceso
(t=0) y en un tiempo posteriot>Q); en ella el ej&, sefala la direccion de propagacion del
calor; mientras que el valar0, representa el borde fije(t), la posicion de interfase, funcion
del tiempo, por ellox=s(0)=0, representa su posicidn inicial. EI matesi@lconsidera semi
infinito. .

t=0 |

Sustancia solida &

x=0 X— 00
s(0)=0

t>0 | !

1
' !us!anma Hﬂuﬂag’i Sustancia salal;

I
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Figura 1: Esquema de la posicidn inicial del séiida posicion de la interfase.

En las condiciones sefaladas (modelo semi infinitodimensional y propiedades
termofisicas constantes), la sustancia comienzdatpzamente el proceso de fusién,
generando el corrimiento de la interfase y la apari de liquido. La posicion de dicha
interfase, desconocida a priori, debe determinacsguntamente con la temperatura en el
liguido emergente; mientras que el solido permareda temperatura de fusion. Este
problema se denomina de Stefan a una falexi@des y Solomon, 1993por el hecho de que
solo debe determinarse la temperatura en una dedasfases fisicamente presentes: la
liquida.

Por tratarse de un problema a una fase, mientissmesxistancia solida, puede estudiarse el
comportamiento de la sustancia como si el problera semi infinito, razén por la cual, se
lo ha considerado asi.

A fin de simplificar los célculos, se ha tomadddmperatura de fusién en 0°C, por tanto,
los valores obtenidos, corresponden al valor ensgulea elevado la temperatura por encima
de la de fusion. Para los flujos de calor consiliesael frente de fusion se desplaza sin
deformacion, por lo que el problema puede resatversforma unidimensional, considerando
que la transferencia de calor dentro del matesas@o conductivaAlexiades y Solomon,
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1993; Zerroukat y Chatwin, 1994; Lock, 1996; Hamgaii-Hinti, 2004)

2 FORMULACION MATEMATICA DEL PROBLEMA'Y MODELO DE CAL  CULO

El problema numérico a resolver resulta completaenatescrito por la ecuacion de
difusion del calor en la fase liquida, el balaneesdergia en la interfase, esto es, la ecuacion
de Stefan y las correspondientes condiciones lagig de bordeAlexiades y Solomon,
1993. Se ha considerado que la sustancia se encuerpaesta a un flujo de calor,
proveniente desde el extremn0.

Seau(x,t) la temperatura, funciéon de la posicigny el tiempot, en el interior de la
sustancias(t) la posicion de la interfase como funcion del tieqnp que en=0 se encuentra
en x=s(0)=0. Los parametros fisicos del material de cambidade sonyp la densidadk la
conductividad térmicac el calor especificol el calor latente de fusion y=k{oc) la
difusividad térmica, los que se consideran consfariEl problema resulta descrito por las
ecuacionesl) a ), siendor el tiempo total de calculo.

ou _ o 0<t< 0<x<s(t 1
Fral i, T x<s(t) (1)
ds(t) _ ,du
L——*=-k— O<t<rt 2
dt [0)4 (S(t),t)
u(s(t),t)=0 O<t<rt 3)
u(x,0)=0 (4)
s(0)=0 (5)
__ 9o __, 0u
t)= =-k—
q( ) m ox ©01) O<t<rt (6)

La ecuacion 1) es la de difusion en el liquido, que determinadistribucién de
temperatura en él, I2) es la de Stefan, que da el balance de enerdéieterfase, mientras
gue las 8) - (6) son las condiciones iniciales y de borde. Rasgefiala la condicion de borde
en la frontera libre, que implica la continuidad lentemperatura, las4 y (5) son las
condiciones iniciales para la temperatura (igudh ae fusién) y posiciéon de la interfase,
respectivamente; mientras que & éxpresa el flujo de calor al que se halla exmpuest
material de cambio de fase. Como se dijo anteriotepese ha considerats0.01, 0.1, O, 1,

10, 100, 1000 y 10000 seg.

Tales flujos se presentan en la Fig@raen ella el flujo que produce la solucién exacta
corresponde al valds=0, marcado en color rojo. Se aprecia que paraesldet, < 1000 seg
(42 hr), a poco de iniciado el calculo, los flujos asmejan mucho al que produce la
solucion exacta, mientras que para valoret) deayores a éste, el flujo resulta practicamente
constante.

En la Tablal, se presentan los valores de tales flujos pardifesentes valores dg, al
inicio del proceso y al cabo de 1, 6, 12, 24, 42yhoras. Se observa que, a estas horas, los
flujos con mayor valor dg se apartan de los demas, aunque puede inferiesgara tiempos
mayores, todos alcanzaran practicamente el mistoo. \&n embargo, la cantidad de energia
recibida por la sustancia, durante todo el proesseotablemente diferente, lo que ocasionara
una distribucion de temperatura y posicion detrfase también diferente.
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Figura 2: Distintos flujos de calor, producidos pms diferentes valores asignaddig.a

tiempo desde el inicio (hs)
0 1 6 12 24 48 72
0 infinito 178,71 72,96 51,59 36,48 25,79 21,06
0,001| 339068,90 178,7( 72,96 51,59 36,48 25,79 0621

0,01| 107225,00 178,70 72,96 51,5 36,48 25,79 621]0

0,1| 33906,89 178,70 72,96 51,59 36,48 25,Y9 21)06

B8

8

©

to(seQ) 1] 10722,30 178,68 72,95 51,5¢ 36,4 25,79 21,06
10 3390,69 178,46 72,94 51,58 36,4 25,79 21,06

100 1072,23 176,27, 72,79 51,53 36,46 25,79 21,06
1000 339,07 158,09 71,32 51,00 36,27 25,72 21,02
10000 107,22 91,94 60,32 46,49 34,53 25,08 20,67
100000 33,91 33,31 30,75 28,33 24,84 20,53 17,89

Tabla 1: Flujo de calor para distintos valores tigaalas 0, 1, 6, 12, 24, 48y 72 hs.

El problema solamente tiene solucion analitica doag0 seg. Por tanto, para los demas
valores ddy, s6lo puede resolverse numéricamente. Para elia gstructurado un programa
de computacién en lenguaathematica(Wolfram, 201}, utilizando diferencias finitas
implicitas, que calcula para cada paso temporaio$icion de la interfase y la distribucién de
temperaturas en el interior de la sustancia. Sihaego, la posicion de frontera libre, debe
estar comprendida entre un valor maximo y otro mdnital como fuera formulado por
Sherman(1977).

El esquema de resolucién numérica se ajusta akmtao poiNochetto(1984), el mismo
requiere cierta regularidad en la fronte(g, en particular que sea siempre creciente, sitnacié
gue se cumple en la mayor parte de los problem&®nera libre y en éste en particular. La
condicion de Stefan, dada por la ecuaci®neg equivalente a la siguiente condicion integral,
expresada ery) (Tarzia, 198
E@) e

[u(x,t)dx con E(t)= }q(z)dz (7)

s(t) =
pL L 0 0

Dado que se trata de un problema de fusion, ldadartemperatura(x,t) del problemaX)
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a (6) es positiva, por lo quE(t)/pL, establece una cota superior a los valores aldaszzor la
frontera para el flujg(t).

Los calculos se han realizado utilizando el lenguaig programacioRNathematicaSe ha
designado com\x a la distancia entre dos nodos consecutivos ers@hcio y comt al
incremento temporal. El indicese utiliza para el espacio yjgbara el tiempo. Llamands(j)

a la parte entera ds(j)/4x), el problema discreto consiste en hallarNgég+1 temperaturas
u(i,j+1) y la posicion de la frontera(j+1) en el instantej{1), las que son solucion del
sistema formado por las ecuacion®sa (11).

La (8) es la discretizacion de la ecuacion de difusiduligerencias finitas implicitas, que

expresa las temperaturas en los nodos interidegs N(j) —1).

o Lli-2j+1)-2uf,j+2)+ufi+1j+1) _ (u(i,j+1)-u(ii) ®)
(ax At

En la proximidad de la frontera libsgt), la discretizacién conduce a la ecuaciéj (a
gue resulta de discretizar la ecuacion diferendiplcuando los puntos pivotales no estan
uniformemente espaciados y se supone un comportmieuadratico deu(x,t) en la
proximidad des(j+1), donde la temperatutgx,t)=0, tal como lo expresa la ecuaci@j. (

u[N(j),j+1]—u[N(j),j]=(2_aj uNG)-1i+1  _ uNG)i+ ©)
At Ax ) {s(j+1)=(N(j)-DAx s(j+1)—N(j)Ax

En el borde fijo la discretizacion conduce a laaetdn (L0):

u(l,j+1)-u(0,j+1)
JAVS

a(j+1)=-k (10)

La discretizacion de la ecuacion) para la posicion de la interfase, conduce ala&bén
(11)

i N(j)-1
s+ == - E z (i, +2) = 2[5 +2) = (NG - DX (NG +1) (11)
1=

Con las ecuaciones$)(a (L1) se realiza un proceso iterativo que resuelvéstdraa lineal
(8) a (L0), para ladN(j)+1 temperaturas, a partir de un valor inicial dad@p(j+1) y luego se
calcula nuevamentg(j+1), utilizando la ecuacionl(), con los temperaturas calculadas en el
paso anterior, hasta que el valor s{g+t1l) practicamente no cambie. Para este célculo se
utiliza la funciénFixed Point disponible en eMath. De esta forma la malla se modifica
agregando uno 6 mas nodos si se verifica §lfH1) Ax < s(j+1). El intervalo temporal
considerado para el calculo&ts=300seg, mientras que el espaciaheslmm.

El proceso iterativo se inicia, calculando la pdside la interfase a partir de la ecuacion
(7), en la que solo sobrevive el primer término, ye @n el segundo, se encuentran las
temperaturas que inicialmente son nulas.

A los efectos del calculo se han tomado los valdeekas propiedades térmicas, de grasas
organicas de origen animal de facil adquisiciérelecomercio local, medidas en laboratorio:
p=800 kg/nt; k=0.22 W/nf K; L=120 kJ/kg yc=1600 J/kg K.

3 RESULTADOS OBTENIDOS Y ANALISIS DE LOS MISMOS.

En las Figuras3 y 4, se presentan, respectivamente, la posicion deotdera y las
temperaturas en el borde expuesto al flujo de cafoel material de cambio de fase.
La Figura3 muestra la evolucion temporal de la interfase, paE00, ya que para valores
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menores dé& ésta coincide practicamente con los valores atogjpor la solucion exacta.
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exacta 100 1000 10000 —— 100000

Figura 3: Posicion de la interfase en funcion @ehpo, para distintos flujo$,€0 yt; = 100 segq).

Se observa que pata= 1000 seg, la posicion de la frontera se apartia dgie arroja la
solucién analitica, siendo éste mas significatiaca, = 10000 y 100000 seg, presentando
esta Ultima un perfil practicamente lineal.

La Figura4 muestra la temperatura en el borde expuesto al dl@jcalor, en funcién del
tiempo, pardy = 100 seg, puesto que al igual que ocurre con lgipaogie la interfase, pata
< 100 seq las temperaturas son practicamente gjaal® °C, esto es el valor de la solucién
exacta; mientras que para valorestglee 10000 y 100000 seg, al cabo de 72 horas, la
temperatura en el borde fijo es de 8 y 4,8°C, sdsf@@nente.

12

10

o
1

Temperatura (°C)
(o]

4 .
2 -
0 T T T T T T T T T T T
0 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 72
tiempo (hs)
—0 ——100 1000 10000 —— 100000

Figura 4: Temperatura en el borde fijo en funciéht@dmpo, para distintos flujo&€0 yt; = 100 seg).
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Temperatura (°C)
(6)]

0 T T T T T T T T T T T
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Figura 5: Temperatura en funcién de la posiciona faa= 0 (exacta)

En la Figura6 se presentan las temperaturas en el interior dedeancia de cambio de
fase, en funcion de la posiciéon, p&ya 100 seg.

10

Temperatura (%

0 T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
posicion (mm)

——6hs

12hs 24hs 48hs 72hs

Figura 6: Temperatura en funcién de la posiciéona pa= 100

En la Figura7 se presentan las temperaturas en el interior dedeancia de cambio de
fase, en funcion de la posicion, p&ra 10000 seg.

En la Figura8 se presentan las temperaturas en el interior dedeancia de cambio de
fase, en funcion de la posicion, p&ra 100000 seg.
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Temperatura (°C)

0 T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

posicion (mm)

——6hs —— 12hs 24hs 48hs 72hs

Figura 7: Temperatura en funcién de la posiciona fpa= 10000

Comparando las temperaturas, presentadas en las$iga 8, se observa que: a medida
guetpo aumenta, las curvas correspondientes a los disttr@mpos (6, 12, 24, 48 y 72 hs) se
apartan del valor de 10 °C en el borde fijo. Rg&00 seg, a las 6 hs, se encuentra en 9,3 °C
enx=0 y a medida que transcurre el tiempo la tempexatn esta posicion, tiende 10 °C. Para
to =10000 y 100000 segq, los valores de temperatusa@mpresentan valores sustancialmente
diferentes. Estas diferencias también se aprecial mterior de la sustancia>0). Por otra
parte, en las mismas figuras se aprecia que ef dalg para el cual la temperatura se anula,
corresponde a la posicion de la interfase en esgb.

Temperatura (°C)
w

0 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70

posicion (mm)

——6hs ——12hs 24hs 48hs 72hs
Figura 8: Temperatura en funcién de la posiciéona pa= 100000
En la Tabla2 se presentan los valores alcanzados por las tatopes al cabo de 72 horas,

para diversas posiciones respecto del borde figdee=0 a 110 mm, de 10 en 10 mm;
siempre que el valor de la temperatura sea digti@tcero.
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Posicion Valor det, (seq)

(mm) 100000| 10000 1000 100 10 1 0 0,1 0,01 0,001
0 4,88 8,15 9,41 9,81 9,94 9,99 10,00 10,00 10}00 0,001
10 4,07 7,21 8,45 8,86 8,99 9,03 9,04 9,04 9,04 490
20 3,26 6,27 7,50 7,90 8,03 8,07 8,09 8,08 8,08 880
30 2,46 5,34 6,55 6,95 7,08 7,12 7,18 7,13 713 374
40 1,67 4,42 5,60 6,00 6,13 6,17 6,18 6,18 6,18 86,1
50 0,88 3,50 4,66 5,05 5,18 5,22 5,24 5,23 523 35p
60 0,10 2,58 3,72 4,11 4,24 4,24 4,2P 4,29 429 94p
70 0 1,68 2,79 3,18 3,30 3,34 3,36 3,36 3,36 3,36
80 0 0,78 1,87 2,25 2,38 2,42 2,43 2,48 2,43 2,43
90 0 0 0,96 1,34 1,46 1,50 1,51 1,51 1,51 1,51
100 0 0 0,06 0,43 0,55 0,59 0,60 0,60 0,60 0,60
110 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabla 2: Temperaturas para los flujos de calordéstios, al cabo de 72 hs de iniciado el célculo.

Se observa que para valorestglaltos la distribucion de temperaturas en el iotede la
sustancia es notablemente distinta a la obtenidayadores pequefios te siendo ademas la
temperatura en el borde fijo, sustancialmente menor

También se ha comparado la posicion de la frotiter®, en los casos en los que no existe
solucion analiticat§ # 0), respecto de las cotas dadas Poerman(19717), las que para el
caso en que la excitacién se deba a un flujo d& eatan dadas por la ecuaci@g)( Cuando
el flujo de calor es el que arroja solucién anaditiésta coincide con la cota superior. Es un
hecho general que la posicion de la interfase nsaemtra muy proxima a la cota superior;
estando ésta notoriamente separada de la inferior.

t
Q(t)/pL <s(j+1)s%, siendoQ(t) = [q(z)dz Y [a] €l supremo de(t) (12)
0

1+(2/L)alyct/mkp

Como muestra de las cotas mencionadas, se presmtarnTable3 para valores di = 1,
10 y 100 seg, al tiempo inicial y al cabo de 118, 24, 36, 48, 60 y 72 hs de iniciado el
calculo.

tp=1 seg to = 10 se to = 100 seg

t (hs) | inferior | calculo| superiof inferio calculp uperior | inferior | calculo| superiof
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0,69 12,32 13,18 1,88 11,89 12,72 4,0p 10,3 3511
6 0,71 30,62 32,61 2,12 30,14 32,18 5,61 28,87 7306
12 0,72 43,36 46,21 2,18 42,93 45,78 6,0p 41,65 2544
24 0,72 61,40 65,44 2,22 60,97 64,96 6,3P 59,68 4663
36 0,73 75,26 80,19 2,24 74,83 79,71 6,55 73,60 2178
48 0,73 86,92 92,63 2,25 86,5( 92,15 6,65 85,19 6950
60 0,73 97,22 103,60 2,26 96,79 103,11 6,72 9545 01,61
72 0,73 106,52 113,50 2,26 106,10 113,02 6,17 $04,7111,52

Tabla 3: Posicién de la frontera y cotas de Shepaaa kt;<100

Las posiciones de las distintas interfases, seemti@n entre las cotas, superior e inferior
dadas por Sherman, estando mas préoximas a lawoesiar. A modo ilustrativo se presenta
en la Figurad la posicion de la frontera libre en funcion deimpo y las cotas superior e
inferior obtenidas de acuerdo a la ecuacit®), (parato =1000 seg, en la que efectivamente se
aprecia que la posicion de la interfase, se enaems proxima a la cota superior.
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Figura 9: Posicién de la frontera libre, cotasriifiey superior cuandt = 1000 seg.

4 CONCLUSIONES

El método de resolucion numérica utilizado resahafiable; asi como el lenguaje de
empleado, el que con las funciones propias queepdaeilita la realizacion del programa.
Este ha sido utilizado con anterioridad y admitalquier flujo de calor expresado como una
funcién definida del tiempo, a condicion de que é&sta siempre entrante (o saliente)zéno
y Bouciguez, 2009

De los resultados obtenidos para los flujos der&tudiadosop/(t+tg)?), se observa que:

v Los flujos de calor correspondientes a valoret) del0 seg son practicamente iguales a
aquel que produce la solucién analitica, (estg #9); mientras que para valorestgle
100 seq, los flujos se diferencian significativateenesultando practicamente constante
a partir de valores dg >10000 seqg.

v La energia recibida por el material de cambio de,fas notablemente diferente para los
flujos estudiados, en especial cuando el valoredg slipera los 100 seg.

v La posicion de la frontera libre resulta practicateégual a la arrojada por la solucién
exacta(qo/t™), cuandoty < 100 seg; a partir de este valor, a medida tg@menta la
posiciéon de la interfase se aleja de tales valores.

v Las temperaturas en el borde fijo son practicamignizles a 10 °C, esto es el valor de
la solucion exacta parg < 100 seg; mientras que para valores mayores, dea
temperatura en el borde fijo es menor.

v La distribucibn de temperaturas en el interior de dustancia presenta un
comportamiento similar para los diferentes valdges

Todo ello indica que el valor dgse torna significativo cuando éste supera lossEg0

En cuanto a las cotas de Sherman, se observargtejas los casos, las posiciones de las
interfases calculadas se encuentran entre losegagmtablecidos por ellas y mas proximas a la
cota superior.

De todo lo expuesto, puede decirse que cuandaujnde calor se aparta ligeramente de
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aquel que posee solucion andlitica, esto es para valores de to<100seg, la distribucion de
temperaturas y la posicion de la interfase, resultan similares a las de esta solucion, pudiendo
entonces estimarse estos valores por calculo directo de la solucion exacta.
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