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Resumen. En la industria de las telecomunicaciones las antenas generalmente son soportadas por
méstiles reticulados y arriostrados mediante tensores ubicados a distintas alturas. Estos sistemas estruc-
turales presentan una importante cantidad de elementos (largueros y diagonales) por lo que es habitual en
el disefio utilizar modelos equivalentes de representacion, resultando ello en un menor costo de anélisis
computacional. Estos modelos de representacién surgen de reemplazar al reticulado espacial por una for-
mulacién del tipo viga-columna equivalente. En un trabajo anterior se obtuvo una formulacion continua
de nueve ecuaciones diferenciales (9ED) para un reticulado espacial en el cual la traza de los largueros
determina una disposicién triangular con un mallado de unién en cada uno de los tres planos que confor-
man los largueros dos a dos, conocido cominmente como reticulado en zig-zag. En el presente trabajo
se desarrolla un modelo continuo reducido de seis ecuaciones diferenciales (6ED) que permite la repre-
sentacion simplificada del reticulado anteriormente citado. Para ello, primeramente se define un campo
de desplazamiento para la seccion transversal del reticulado, permitiendo asi, referir los corrimientos de
dicha seccion respecto a los de su eje baricéntrico. Seguidamente y mediante un desarrollo energético,
se obtienen las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento dindmico lineal del reticulado
analizado. En esta formulacién queda incorporada la flexibilidad por corte y efectos de 2° orden de-
bido al peso propio del reticulado y a las cargas de punta actuantes, asi como también, efectos inerciales
asociados a las masas de diagonales y largueros. Por dltimo, se presentan ejemplos numéricos para los
cuales se determinan frecuencias naturales implementando la formulacién continua desarrollada (6ED),
y se compara con los resultados obtenidos de aplicar la modelacién via elementos finitos. Los resultados
obtenidos indican un muy buen desempefio del modelo continuo viga-columna equivalente al reticulado
espacial.
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1 INTRODUCCION

En la industria de las telecomunicaciones las antenas generalmente son soportadas por masti-
les reticulados y arriostrados. Estos sistemas estructurales presentan una importante cantidad de
elementos (largueros y diagonales) por lo que es habitual en el disefio utilizar modelos equiva-
lentes de representacion, resultando ello en un menor costo computacional a la hora del andlisis
(Madagula et al., 1998; Wahba et al., 1998) . En ese sentido, Ben Kahla (Kahla, 1995) basado
en un planteo de flexibilidad, determiné las propiedades eldsticas equivalentes para distintos
patrones de reticulado de seccidn transversal triangular, a partir de obtener los desplazamien-
tos del eje centroidal de un tramo del reticulado producidos por una carga unitaria, y luego,
compararlos con aquellos desplazamientos obtenidos por la misma carga pero actuando en una
viga-columna. En dicho anélisis se prescindi6 del aporte de rigideces locales y del efecto de 2°
orden, tampoco fueron obtenidas propiedades inerciales equivalentes. Otros autores (Madagula
et al., 1998; Wahba et al., 1998) para la modelacién como viga-columna de un mastil reticulado
arriostrado, obtuvieron las propiedades equivalentes a partir de modelar via elementos finitos
un tramo del reticulado espacial fijado a su base. Sobre el extremo libre de dicho reticulado
modelado se aplicaron distintas cargas a fin de obtener corrimientos y giros, y con ello, obtener
rigideces flexionales, transversales y torsionales, las cuales luego le fueron asignadas al ele-
mento viga-columna. Este proceso lo debieron repetir cada vez que las propiedades geométri-
cas del reticulado o bien las propiedades mecénicas de los elementos del reticulado cambiaban,
resultando un proceso poco expeditivo. No fueron considerados en el modelo viga-columna las
propiedades inerciales equivalentes ni efectos de 2° orden.

En trabajos anteriores desarrollados por los autores del presente trabajo (Filipich et al., 2010;
Guzman et al., 2011a,b) , se obtuvo la formulacién continua estdtica y dindmica (nueve ecua-
ciones diferenciales, 9ED) del problema partiendo de un modelo discreto, a través de un pasaje
al limite admitiendo un niimero infinito de pafios con reticulado. Se utiliz6 un enfoque varia-
cional.

En el presente trabajo y a partir de un desarrollo energético, se obtiene la energia mecanica
de este modelo simplificado de representacion del reticulado espacial. Luego con la aplicacion
del principio variacional fundamental de la mecénica, Principio de la Accion Estacionaria de
Ostrogradski-Hamilton (Elsgoltz, 1977), se conduce directamente a las ecuaciones diferenciales
(6ED) que gobiernan el movimiento del problema analizado. En esta formulacion desarro- llada
queda incorporada la flexibilidad por corte y efectos de 2° orden debido al peso propio del
mastil y a las cargas de punta actuante sobre los largueros, asi como también, efectos inerciales
asociados a las masas de las diagonales y de los largueros.

El reticulado analizado corresponde al caso en el cual la traza de los largueros determina una
disposicion triangular con un mallado de unién en cada uno de los tres planos que conforman
los largueros dos a dos, conocido comtiinmente como reticulado en zig-zag.

Por ultimo, se presentan ejemplos numéricos para los cuales se determinan sus frecuencias
no amortiguadas como caso particular de la formulacion desarrollada, y se comparan con los
resultados obtenidos de la modelacion via elementos finitos del reticulado espacial.

2 RETICULADO ANALIZADO

El reticulado analizado corresponde al mismo considerado por estos autores en trabajos ante-
riores (Filipich et al., 2010; Guzmaén et al., 2011a,b). Presenta una seccién transversal triangular
y equilatera, con diagonales dispuestas en zig-zag. Los largueros y diagonales son de directriz
recta y de seccion transversal constante.
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La pieza presenta una longitud L; (ver Fig. 1), y esta constituida por tres largueros continuos
unidos entre si por tres planos de diagonales iguales y articuladas en sus extremos. La seccion
transversal de cada larguero es A; y la de cada diagonal A;. El momento de inercia de los
largueros respecto a cada una de las direcciones principales es J;,, y J;.. La longitud de cada
diagonal es L,. El material que constituye a los largueros y diagonales es elastico y lineal,
siendo respectivamente el modulo E; y Ey, y la densidad p; y pg. Por tratarse de una seccion
transversal triangular y equildtera, 5 = 60°.
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Figura 1: Pieza 3D analizada. a)Vista. b)Seccion transversal

3 PLANTEO DEL PROBLEMA

El planteo del problema consiste en definir un campo de desplazamiento tal que cualquier
corrimiento experimentado por un punto cualquiera p ubicado sobre la seccion transversal del
mastil reticulado (ver Fig. 2), pueda ser expresado en funcion de los corrimientos que presenta
el eje baricéntrico del mismo.

El campo de desplazamiento definido resulta:

U(z,y,z,t) = Uo(z,t) — 6)wo(x,t)y + 6)vo(x,t)z
V(z,y,z,t) = Vo(z,t) — Quo(x,t)z

W(x,y,z,t) — Wo(x,t) + euo(x,t)y (1)
en donde se ha asumido como hipétesis:
1. Una variacién lineal del campo de desplazamientos

2. Se desprecia el alabeo
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eje baricéntrico
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Figura 2: a)Punto genérico. b)Convencién de signos

Las seis funciones incdgnitas representan, respecto del eje baricéntrico al corrimiento axial u,
(en la direccidon de x), a los corrimientos transversales v, y w,(en la direccién de y y 2 respec-
tivamente), al giro torsional 6,, (alrededor de x), y a los giros flexionales 6,, y 6,,(alrededor
de y y z respectivamente). La convencion de signos utilizada para los corrimientos y giros se
muestra en Figura 2.

De este modo los corrimientos de cada uno de los tres largueros que conforman el mastil
reticulado quedan expresados, en funcidn de los corrimientos del eje baricéntrico, de la siguiente
forma:

V3
Uq(z,t) = Uo(z,t) — 6)wo(a:,t)§ + 6)vo(x,t)?e
\/3

Up(z,t) = Uo(x,t) + ewo(xt + 6)110 )4

2 6
\/3
Ue(z,t) = Uo(z,t) — 6)vo(x )" 3
\/3
Va(x,t) = Vo(z,t) — Quo(x )5 6
\/3
Vb(x,t) = Vo(z,t) — euo(x )4 6
\/3
Ve(x,t) = Vo(,t) + 6)uo z,t) T 3
We(z,t) = Wo(z,t) + 6)uo (z t) 9
€
Wp(g,t) = Wo(z,t) — 6)uo(x,t)§
We(z,t) = Wo(z,t) (2)

Luego reemplazando estas funciones corrimientos en los funcionales de energia obtenidos de
trabajos anteriores (Filipich et al., 2010; Guzman et al., 2011a,b), se obtiene la energia mecédnica
del sistema simplificado, es decir aquella energia desarrollada por el reticulado equivalente
referida al eje baricéntrico.

3.1 Energia del reticulado espacial

Las expresiones que a continuacion se presentaran, corresponden a aquellas obtenidas por
los autores y reportadas en un trabajo anterior (Guzman et al., 2011b).
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3.1.1 Energiainterna de deformacién

E Aq [ EA (M
U= —4d / (Alsin2a + Aycos®a + Assinacosa)d + L / Aydr +
EJ, (M B, M
+ Ly Ag,dl‘ + Ll A6d$ (3)
0 0

siendo los coeficientes:

2 2 AQ 2 2 AQ
/ !/
A = |:2(ua(x,t) — Up(zt))” + ub(x,t)7:| + [Q(Ub(x,t) — Ue(,r))” + uc(x,t)7:| +

2 12 AQ . 9
Wo(a,t) — wc(x,t)) + wc(x,t)? Sin ﬁ —

+
| ——
[\
—

- [4(vb(x,t) — Ve(a,t)) (Wh(a,t) — We(a,t)) + v;(x,t)wg(x,t)AQ} sinf3 cosf3 +
A? A?
+ |:2(Uc(x,t) — Va(ap)” + Ut/z2(x,t)7:| cos? 3 + [Z(wc(x,t) — Waan) + wf(x,t)?} sin?f +
+ [4(Uc(x,t) — Va(a,t)) (We(a,t) — Wa(a)) + Uz/z(x,t)w:z(x,t)AQ:| sinf3 cosf3
Az =2 |:(ua(x,t) - Ub(x,t))Uz/,(x,t) + (Ua(x,t) - vb(x,t))u;(x,t)} A —
-9 |:(ub(x,t) — UC(%t))U;(x’t) + (Ub(x,t) — Uc(x7t))ulc(x’t):| ACOSﬁ +

+2 [(Ub(x,t) — Uc(x,t))wé(x,t) + (Wh(a,t) — wc(x,t))u/c(x,t):| Asinfl —

—2 {(ucw) — Ua(z,)) V() T (Ve(at) — Ua<x,t>)u;(x,t)} Acosf} —

)2 + (Uz(x,t))Q + (u/c(x,t))2
A5 = (Ut/z/(a:,t))2 + (UI/J/(I t))2 + (U;/(x,t))2
Ag = (wg(x,t))Q + (wg(x,t))Q + (wg(x,t))Q
4)

siendo (o) = 88(;) ; (0) = 8;9(3;) ; etc. Dado que 3 = 60°, cosff = L% y sinf3 = %
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3.1.2 Trabajo externo de cargas aplicadas

Se detallan a continuacion los trabajos de primero y segundo orden realizados por las cargas
y pares en los largueros y en la seccion transversal.
Por cargas concentradas actuando en los largueros:

Wp = Puat)Ua(e,t) + Pubt)Ub(z,t) + Puc(t)Ue(z,t) +
+Poa(t)Va(a,t) + Pob(t)V(z,t) T Poc(t)Ve(a,t) +
+ Pua(t)Wa(e,t) T Pub(t)Wh(a,t) + Puet)We(a,t) @)

Por cargas distribuidas actuando en los largueros:

Wq = GQua(x,t)Ua(z,t) + Gub(x,t) Ub(z,t) + Que(x,t) Uc(z,t) +
+qva(x,t)va(x,t) + Qub(z,t) Vb(z,t) + Que(z,t) Ve(z,t) +
+qwa(x,t)wa(x,t) + Guwb(z,t) Wo(a,t) + Guc(z,t)We(x,t) (6)

Por pares actuando localmente en los largueros:

W, = Mva(t)vl/l(%t) + va(t)vlly(x,t) + Muc(t)vé(%t) +
FMoa(tyWaz.t) + Mub(t)Wh(zt) + Mue(t)We(z.t) (7)

Por pares actuando globalmente en la seccidn transversal:

Wy = Mu(t)euo(x,t) + Mv(t)evo(x,t) + Mw(t)ewo(x,t)
(8)

Por efecto de segundo orden debido al peso propio del reticulado y a cargas axiales aplicadas
en los largueros:

Pua K Pu L Puc L
Wao — @/)mm+ W/}%m+ @/}%m+
0 0 0
L

2 2 2

Ap + pag-
+Plg 1 T Pd9 54 Ayorda 9)

2 0

siendo los coeficientes:

A7 = (Uzlz(x,t))Q + (wé(x,t)
Ag = (Uz/;(x,t))2 + (wg(x,t)
Ag = (U;(x,t))Q + (wé(x,t)

+ (wg(x,t))Q + (wg(x,t))Q (10)

3.1.3 Energia cinética

La energia cinética del sistema es:

T

A L Ll A Ll J Ll J P Ll
= LaZdBd [ (B + By)da + 2 &m+”@/}&m+Ml/ Bsdz (11)
SA 0 2 0 2 0 2 0
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siendo los coeficientes:

B, = 2(“2(@«@ + i’i@;,t) + w?z(x,t) + ug(x,t) + Dl?(x,t) + wl?(x,t) + uZ(x,t) + @Z(x,t) + wz(x,t)) +
+ (Ta(a,t)Ub(w,t) + Va(o,t)Vb(zt) + Walo,t)Wh(z,t) T Ub(a,t)le(w,t) + Vb(a,t)Ve(a,t) +
F Wb, Weart) + Ue(a,t)Ua(z,t) + Vet Va(et) + We(w.)Walat))

.12 .12 . .12 . .
By = (u/a(x,t) 0 ey T W ey T Vo) T Ve + W +

By =021y + Vaay T Wigary + Un(wry T V) T Wiay + Uoay + Vo) + Wogar)

.12 .12 . 12
By =y, t)“"b( 0+ Ve

.72 2
Bs = 'y + 0 b(x T o

(12)

3.2 Energia del modelo simplificado

Como se dijo anteriormente, reemplazando el campo de desplazamientos (Ec. 2) en cada
uno de los funcionales de energia determinados para el reticulado espacial (Ecs. 3,5-7,9y 11),
se obtiene la energia mecdnica total del sistema referida a su eje baricéntrico:

Lo - V; - To (13)

siendo V, = (U, — W,) la energia potencial del sistema y 7T, la energia cinética. En cuanto al
trabajo de las cargas externas I1/,, se ha aceptado que las cargas y pares externos aplicados en
los largueros presentan igual valor en cada uno de ellos (P, = Pj, , gk = qjo Y Mjr = Mj, ,
con j = u,v,wyk = a,b,c). En cuanto al peso propio, se lo ha definido como:

Pr = (plgAl + pdgs‘;jja> =pe,conk =a,b, c

4 ECUACIONES DE CAMPO DEL PROBLEMA

La aplicacion del principio de Hamilton, al funcional de la energia mecénica del sistema
reducido al eje baricéntrico, conduce directamente a las ecuaciones diferenciales que gobiernan
el movimiento del problema analizado. Las ecuaciones diferenciales resultan en un sistema
lineal de 6x6 (6ED), a derivadas parciales en la variable espacial x y temporal ¢, y corresponden
a los 6 GL del sistema equivalente, i.e., dos corrimientos tansversales, dos giros flexionales, un
corrimiento axial y un giro torsional:

(EA>O o z,t) (pA>0uo(x,t) + Tdu/o/(x,t) - 3<po + Quo(x,t)> =0 (14)

SEIleU;/H (GA>O<U;/(x,t) wo(x,t ) 3<Pu0 + PoT ) o 3])0 o x,t) +

(pA) Uo z,t) <3Pl le + 74 U;/xt quo(x,t) =0 (15)

SEIlew/m (GA>o<w/o/(x,t) vo(z,t ) 3<Puo + Dot ) Wo(a,t) — Spowlo(xvt) +

(pA) wo x,t) <3lelz + Td) Wo( 3qwo (zt) — 0 (16)
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2B 3e? 3 2
‘ l lpe;llo/ z,t) (GJI)O + i (PUO(t) + pOm) 6)u/o z,t) ¢ pOe;o(x t) +
2 2 2
) 2 lelp Y
+<pr>00uo(x,t) —¢€ 2 + 3 Quo xt - 0 (17)
e?(EA
%ego o) (GA)O(w; (o) ew(x,to —
AR
e . . 6”0:,’0 =0 (18)
e? (EA)
e+ (GA), (Vi) = o)) =
AN
b > . 6”0;;0 =0 (19)
En donde se ha definido a:
(EA>0 == 3<E1Al + EdAdsin3a>
3

GA) = =—E Ausina cos®a
), -

1
(GJx) = ZFE A%sina cos*a

° A4
A
(pA), —3<plAl+Pd d)
sino
(pJs), = (plAl+pd2 4 )e2 (20)
S1no

respectivamente como la rigidez axial, la rigidez transversal, la rigidez torsional, la inercia
traslacional, y la inercia torsional global del sistema respecto a las direcciones principales de
su eje baricéntrico. Jj, = Jj, + Ji., resulta ser el momento de inercia polar de cada larguero
respecto de sus ejes locales. Por otro lado, el término definido como:
Ag A?
~— 21)

sina 4

Tda = Pd

estd relacionado a un aporte inercial de las diagonales debido a que las velocidades de los nodos
que se encuentran por fuera de la seccion de referencia han sido aproximadas via una serie de
Taylor. Es decir, este aporte inercial estd asociado al término aproximante de primer orden que
aparece en dicha serie. Por otro lado, trabajando con las Ecs. (15)y (19) (o con Ecs. 16y 18) a
fin de poner 6,,0(z,1) €n funcién vy (s 1) (0 Oyo(z,) €N funcién wy(, 1)), se puede definir a:
2
e
(EJ,), = 3E1Jiy, + (EA)OE
02
(EJ.), =3EJi. + (EA)OE
(pr)o (EA)o<pA)oe_2 r
2 (Ga), 6
(pr)o (EA>o<pA) 62

5 + (GA)O 5 +rq (22)

(pr)o = 3p1Jy +

(sz>o - 3lelz +
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respectivamente como las rigideces e inercias flexionales globales del sistema respecto a las
direcciones principales del eje baricéntrico. Estas definiciones (Ecs. 20 y 22) resultan ser las
propiedades equivalentes para la modelacion del reticulado espacial como viga-columna.

Observando el sistema de ecuaciones diferenciales, se puede establecer que tanto el corri-
miento axial como el giro torsional son movimientos que actiian desacopladamente, mientras
que se presenta un acoplamiento entre los giros flexionales y los corrimientos transversales.

De este modo, se ha obtenido la formulacion general del modelo de orden reducido que per-
mite la representacion simplificada del mastil reticulado analizado. En dicha fomulacién quedan
incorporados los efectos asociados a rigideces e inercias locales de largueros y diagonales, asi
como también a la influencia del efecto de 29° orden y de las deformaciones por corte.

5 CONDICIONES DE BORDE
En cuanto a las condiciones de borde (C.B.) para este modelo de orden reducido, resultan:

z=L,

| {(EA)O Uy + Tl ) — SPUO(t)} Un(z.t) =0 (23)

=0

|:3ElleU;/(/x,t) — (GA)O (U;(x,t) - 6)wo(a:,t)> - 3<Puo(t) + pox> U;(x,t) -

z=L,

_ <3lely + Td) i};(x,t) — Spuo(t):| Vo(x,t) =0 (24)

=0

|:3E1lew/o/(/x,t) — (GA)[)(U);(I’” — 0U0(x,t)> — 3<Puo(t) +pox> w/O(x,t) —

z=L,

_ <3lelz + Td) wlo(%t) — SPwo(t):| Wo(x,t) =0 (25)

=0

EJ 3¢2 J
|{e ) [(GJI)O+%<PM@)+pox>}6’;oxt e <p121p+7§’)9;0xt

z=L,
GJ,
+< c >O (30Uo(x,t) - ﬁewo(w,t)) - Mu(t) }guo(x,t) =0 (26)
z=0
z=L,
e (EA e(GA e’r
| %020(1« t) ( 9 )Oeuo(x,t) 6 dQ:;o z,t) Mv(t) gvo(x,t) =0 (27)
z=0
z=L,
e2(EA V3e(GA e’r
%e;o(x,t) + %QUO(Q«V) + ?deiuo(x t) Mw(t) gwo(x,t) =0 (28)
z=0
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z=L,
| (ElleU;/(x,t) - Mwo(t)) V(/)(x,t) =0 (29)
=0
z=L,
| (Ellew”(x ) Mw(t))w’(m) — 0 (30)
=0
z=L,
e2EyJ,
| ( T %x,n) Groiwr| =0 31
=0

Estas C.B. surgen luego de aplicar el principio de Hamilton, y de integrar por partes las varia-
ciones de los funcionales de energia potencial y cinética. El resultado de esta integracion, da
lugar a la incorporacion de términos en el contorno conocidos como las C.B. del problema, obte-
niendo asi diciocho (18) C.B., (9 por extremo), necesarias para resolver el sistema diferencial
(dado que el sistema presenta orden 18). Los términos Uy, Vo, W, Guos Guo ¥ Guo representan
las variaciones de los corrimientos y giros cinematicamente admisibles (compatibles con las
condiciones de vinculo) del eje baricéntrico. A fin de asignar de manera correcta las C.B. a
cada caso particular, se deben tener presente las C.B. en los largueros del reticulado espacial.
Por ejemplo, si en uno de los extremos del reticulado los largueros presentan, los corrimientos
en las tres direcciones principales (z, y, ) impedidos, esto dard lugar a que las C.B. cineméticas
para el eje baricéntrico sean las de restriccion del corrimiento en las tres direcciones principales
y del giro alrededor de dichos ejes principales. Al mismo tiempo, para estas condiciones de
borde del reticulado, los giros locales en los extremos de los largueros no estan impedidos.

6 SOLUCION DEL PROBLEMA DE VIBRACIONES NATURALES

Liberando al reticulado de cargas aplicadas y aceptando modos de arménicos de vibracion
para el sistema, resulta:

wt
{u07 Vo, Wo, Quoa 01}07 Qwo}( 0 - {um Vo, Wo, Quoa 01}07 Qwo} €
T,

(=)

{to: Vo Wi G- G Guo | = {thor Vor Wor Gu Guor Guo} e (32)

xT

siendo w la frecuencia circular e = = v/—1. Reemplazando esta propuesta de separar variables
en el sistema diferencial, Ecs (14)-(19), se obtiene:

(EA) Ou;’(x) + (pA)OwQUO(x) - rdeUZ(x) =0 (33)
3Byl — (GA), (Vi) = oty ) — (pA) 200y + (300 + 7a) vy =0 (34)

3E Ll — (GA), (w;’(x) . ego(x)) — (pA) W uwog) + <3pl T + rd> Wl =0 (35)

GQEIleQ

P Ta
+ -
2

2 3

wot) — (Gz) Doty = (PT2) @ Ouo(a) + € ( )uﬂ%(x) =0  (36)
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e2(FA pJ 2
%9;’0(1«) +(GA), (w/o(x) - 9vo(x)> + %uﬂ@w(l«) - %w%g{)(w) =0 (37)
e2(FA pJ 2
%%o(l«) + (GA)()(UL(I) - 0w0(x)> + %uﬂ@wo(l«) - %wQQZO(@ =0 (33

siendo un sistema diferencial lineal, ordinario en la variable espacial x y homogéneo, a coefi-
cientes constantes, que da lugar a un tipico problema de autovalores. Los autovalores son las
frecuencias naturales circulares w,, (n = 1,2, ...). Dichas frecuencias se hallan proponiendo la
solucion exponencial clésica para las funciones espaciales incognitas:
uo(x) =U GAI
Uo(x) = Ve)‘x
Wo(z) = Wel®
Quo(x) = @e)‘x
Qvo(x) = CI)G)\I
Owo(z) = Ve (39)
donde en general A es una constante compleja. Reemplazando estas propuestas de solucion en
el sistema diferencial espacial, (Ecs. 33-38), se obtiene:

(EA) MU + (pA) WU — raw?\°U = 0 (40)
BEIAY = (GA), (XY = 20 = (pA) @V + (3prdy + )NV =0 (41

BELINW — (GA), (W = 2®) = (pA) W W + (3pr]ie + 7 )XW =0 (42)

2
TN (1) 40— (pr) v (M FJetve =0 @y
2(EA : i
€ ( )0)\2(1) 4 (GA) ()\W _ (I)) + MWQCD _ wWQ)\QCI) =0 (44)
6 ° 2 0
2(EA : ’
<(E4), - o2y (GA), (A —w) + @mf - N =0 (45)

siendo este un sistema algebraico, lineal y homogéneo en las constantes U, V, W, O,  y V.

6.1 Vibracion axial

Dado que el movimiento axial actia desacopladamente respecto de los demds movimientos,
la ecuacion algebraica (Ec. 40) correspondiente la podemos reescribir como:

(BA), = ra?| X2+ (pA) w2 = 0 (46)

Las dos raices \; (j = 1,2) que podemos obtener de esta ecuacién algebraica, y que dependen
evidentemente de w, nos permiten disponer de la forma modal en funcién de dos constantes (U;
con j = 1,2) a determinar a partir de las C.B., y con ello las infinitas (contables) frecuencias
circulares w, (n = 1,2, 3, ...). Correspondientemente a cada frecuencia n-ésima le corresponde
el autovector o forma modal n-ésima:

n n (), .
ug(i) = U]( )6)‘] 7= 1,2 Yy n= 1,27 37 (47)
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6.2 Vibracion flexional

Dado que hay acoplamiento entre el corrimiento transversal y el giro flexional, las ecuaciones
algebraicas (Ecs. 41, 45) correspondientes al corrimiento v, y al giro ,,, pueden reescribirse
como:

CiV+ ¥ =0
CoV + C3¥ =0 (48)

en donde se ha definido a:
C1 = BN = (GA) N+ (3pudhy + 1 )N = (pA) w* = 0
Cy = (GA)O)\
e? (EA)

2 J,
N = N (GA), <p2 Joy 2 (49)

Cs =

y la condicidn de solucién no trivial del sistema (48) es una ecuacion algebraica de sexto orden
en A:

C1Cs—C3=0 (50)

Las seis raices A\; (7 = 1, ...,6), que dependen evidentemente de w, nos permiten disponer de
las formas modales en funcién de doce (12) constantes a determinar (V; y ¥;con j = 1,...,6).
Reemplazadas estas constantes en el sistema (48), tenemos que:

Uy =——2V;  j=1,..6 (51)

y con ello el nimero de constantes arbitrarias reducirse solo a seis (6). De este modo y a partir
de las C.B. se determinan las constantes V; y W;, y las n-ésimas frecuencias circulares w,.
Correspondientemente a cada frecuencia n-ésima se tienen los autovectores o formas modales
n-ésimas:

US(Z) :‘/j(n)e)\j x j:1”6 Y n:1’2,3"“
9(”) = \I/(,n)e)\j x j=1...6 y n=1,2, 3, ... (52)

wo?;) - W(n)e)\j ‘ j = 17 76 Yy n= 1727 37
N ,
YA j=1,..,6 y n=1273, .. (53)

6.3 Vibracion torsional

Aligual que en el movimiento axial, el giro torsional actia desacopladamente respecto de los
demds movimientos, y la ecuacion algebraica correspondiente (Ec. 43) la podemos reescribir
como:

2
e Elle)\4 n [62<01le i @)wg _ (GJx)O A2 _ (pr>ow2 -0 (54)

2 2 3
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Las cuatro raices \; (j = 1,...,4) que podemos obtener de esta ecuacién algebraica, y que
dependen evidentemente de w, nos permiten disponer de la forma modal en funcion de cua-
tro constantes (©; con j = 1,...,4) a determinar a partir de las C.B., y con ello las infinitas
(contables) frecuencias circulares w,, (n = 1,2, 3, ...). Correspondientemente a cada frecuencia
n-ésima se tiene el autovector o forma modal n-ésima:

00, =0T j=1.4 y n=123,.. (55)

7 IMPLEMENTACION DEL MODELO SIMPLIFICADO

Se analiza el caso correspondiente a un reticulado bajo la condicién de vinculo apoyado-
apoyado (A-A). En este caso los extremos de los largueros presentan restringidos los corri-
mientos en las direcciones principales de y y z. Para otras condiciones de vinculo (ver Fig. 3)
el procedimiento serd equivalente.

Libre (L) Apoyado (A) ij Empotrado (E)

D

Figura 3: Condiciones de vinculo

7.1 Vibracion axial

La C.B. del eje baricéntrico para el movimiento axial, habiendo hecho separacién de varia-
bles, resulta:

a=L
| [(EA)Ou;(x) — rdw2u;(x)} Us(z) =0 (56)
2=0
Por lo tanto para este caso particular se obtiene que:
a=L
u;(x) =0 (57)
2=0

y reemplazando por la solucion exponencial cldsica propuesta y evaluada en los bordes:

() _ () _ . B
Uiy = Ay Uj " =0 j=12 y n=123 ..
u/o(([?l) = )\g )U]( )6)‘] Li — j=12 y n=1,23,.. (58)
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resultando en un sistema algebraico lineal y homogéneo, en donde la condicion de no trivialidad
exige que el determinante de la matriz de los coeficientes del sistema sea nulo, con lo cual:

ML 2 0 n=123,.. (59)

De este modo, asignando un valor inicial a w en Ec. (46), se determinan las raices A\; y Ao, y
st dicho valor asignado es el adecuado, entonces se verificard la condicion de no trivialidad. A
la menor frecuencia encontrada y que verifica lo anterior, la definimos como w, a la frecuencia
siguiente wy, y asi sucesivamente.

7.2 Vibracion flexional

Las C.B. del eje baricéntrico para el movimiento transversal en la direccion de y acoplado al
giro flexional alrededor del eje z, habiendo hecho separacion de variables, resultan:

z=L,

|:3E1levg(/x) - (GA)O (U;(x) - 0wo($)> + <3pl le + Td>w2vg(x):| Vo(x) =0
=0
z=L,

e? (EA) V3e (GA) e%ry

| T Pt T g et = g ot | Guo) =0
=0
z=L,

| <3El Ji ly”g(x,ﬂ) Vo) =0 (60)

=0

Por lo tanto para este caso particular, y como se verd mds adelante estando el giro torsional
restringido en los bordes, resulta:

z=L; x=Ly
Vo(z) =0 = Vo(x) =0
=0 =0
z=L,
/
6)wo(x) =0
=0
z=L,
! =0 (61)
Yo(x) =
=0

vy =V =0 j=1,..6 y n=123,..
9;(12()0) = )\5@)\1}5@) =0 j=1,...,6 y n=1,23, ..
U;'(Zf)) = Af(”)Vf") =0 j=1,...6 y n=123,..
U(()?L) = Vj(n)el\;n)Ll =0 j=1,...6 y n=1,23, ..
%Z()Ll) = Aﬁ”)\lfﬁn)e*g'm” =0 Jj=1,..,6 y n=1,23, ..
o) = NV Z0 =16 y n=1,23,.. (62)

resulta asi en un sistema de doce (12) ecuaciones algebraicas y homogéneas. Como vimos
anteriormente, podemos poner \I/§n) en funcién de Vj(n), quedando ahora un sistema de seis
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(6) ecuaciones algebraicas y homogéneas. La condicion de solucion no trivial exige que el
determinante de la matriz de los coeficientes de este sistema de seis ecuaciones debe ser nulo.
De este modo, asignando un valor inicial a w, a partir de la Ec. (50) se determinan las seis
raices \; (con j = 1, ...,6), y si dicho valor asignado a w es el adecuado, entonces se verificard
la condicién de no trivialidad. A la menor frecuencia encontrada y que verifica lo anterior, la
definimos como wy, a la frecuencia siguiente w9, y asi sucesivamente. Andlogamente y con
un desarrollo equivalente se determinan las frecuencias para el movimiento transversal en z
acoplado al giro flexional alrededor del eje y.

7.3 Vibracion torsional

Las C.B. del eje baricéntrico para el giro torsional alrededor del eje =, habiendo hecho sepa-
racion de variables, resultan:

62E'l(]l;m " / 2 lelp rd 2/
{70u0(a§) - (GJx)Oeuo(x) +e ( + —)w Huo(x)

2 2 3
(GJQ v=L1
+TO (30110(1:) - \/gewo(x)) }guo(x) =0
z=0
=L
GQElle " / l
Teuo(x) guo(x) =0 (63)
z=0
Por lo tanto para este caso particular resulta que:
z=L; x=Ly
guo(x) =0 = 6)uo(a:) =0
=0 =0
z=L,
QZO(I) - 0 (64)
=0

91(;)(0)—@?):0 j=1..,4 vy n=1223 ..
o = Aol = o j=1,.,4 y n=123,..
Qz(ZZ)Ll) = §n)€/\;n>Ll =0 j=1,..,4 y n=1,23, ..
g NN g =14 y n=1,23,.. (65)

La condicién de solucion no trivial exige que el determinante de la matriz de los coeficientes
debe ser nulo. De este modo, asignando un valor inicial a w en la Ec. (54), se determinan las
cuatro rafces A\; (con j = 1,...,4), y si dicho valor asignado a w es el adecuado, entonces se
verificard la condicién de no trivialidad. A la menor frecuencia encontrada y que verifica lo
anterior, la definimos como wy, a la frecuencia siguiente wo, y asi sucesivamente.

8 EJEMPLO ANALIZADO

Se trata de un reticulado espacial, de seccion transversal triangular equildtera (3 = 60 grad.)
y cuyas caracteristicas se indican a continuacion: longitud L; = 8.0 m, paso entre diagonales A
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= 0.2 m, lado de cada plano de diagonales e = 0.3 m, seccidn de largueros A; = 17x10~*m?2,
Inercia flexional de largueros J;, = J;, = 43x10~®m?, seccién de diagonales A, = 4x107*m?,
médulo de elasticidad E = 200000 Mpa y densidad p = 7850 kg/m?.

Para la modelacion del reticulado espacial via elementos finitos, se implementaron dos mo-
delos: el primero 1) denominado RE-EF (ver Fig. 4), en el cual fueron modelados cada uno
de los elementos del reticulado utilizando para los largueros elementos tipo viga de dos nodos
(80 por cada larguero), y para las diagonales elementos tipo barra también de dos nodos (1 por
cada diagonal), y el segundo i1) denominado VC-EF (ver Fig. 5), en el cual el reticulado fue
modelado como viga-columna cuyas propiedades equivalentes fueron obtenidas de las Ecs. (20)
y (22), utilizando 40 elementos tipo viga de dos nodos. El software utilizado en la simulacion
numérica fue SAP2000 (CSi., 2007).

Analysis Model Anialysis Model

Analyziz Model

Figura 5: Modelo VC-EF. Modos flexionales caso A-A
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En las Tablas 1-6 se muestran los resultados de las tres primeras frecuencias (axiales, flexio-
nales y torsionales) obtenidas mediante la formulacion desarrollada en este trabajo (denominada
6ED) y mediante los modelos via elementos finitos, para el reticulado espacial con distintas
condiciones de vinculacion. La notacién "-" que aparece en algunas de las celdas, indica que
mediante el modelo VC-EF no es posible obtener las frecuencias correspondientes ya sea porque
el grado de libertad de torsion no estd incluido en ese modelo, o bien porque la condicion
de vinculo extremo de larguero empotrado (E) no puede ser representada por el mismo. Las
referencias para las condiciones de vinculo corresponden a las indicadas en la Figura 3.

‘ Frec. ‘ 6ED [rad/seg] ‘ RE-EF [rad/seg] ‘ VC-EF [rad/seg] ‘

wit 1500.670 1499.567 1506.759
wi 3000.344 3006.309 3006.309
wi 4498.290 4487.989 4520.277
wl 70.619 70.360 70.598
Wi’ 258.358 257.508 257.930
wil’ 516.081 514.593 513.752
wi 219.176 193.686 -

wa 439.676 388.571 -

wi 662.800 586.118 -

Tabla 1: Reticulado A-A

‘ Frec. ‘ 6ED [rad/seg] ‘ RE-EF [rad/seg] ‘ VC-EF [rad/seg] ‘

Wi 1500.670 1499.567 1506.759
wfl | 3000.344 3006.309 3006.309
wd | 4498290 4487.989 4520277
wF 142.160 141.769 142.153
Wl 342.051 341.107 341477
wF 588.908 587.214 586.118
Wl 219.176 193.686 -
Wl 439.676 388.571 -
wl 662.800 586.118 -

Tabla 2: Reticulado F-F

9 COMENTARIOS FINALES

En trabajos anteriores desarrollado por estos autores se presento el andlisis de un reticulado
espacial, realizando un estudio del comportamiento estructural a través de un pasaje del planteo
discreto al continuo. El reticulado estudiado correspondi6 a un reticulado espacial de seccion
transversal triangular, compuesto por tres largueros con diagonales dispuestas en un patrén del
tipo zig-zag. En el presente trabajo, se obtuvieron las ecuaciones de campo de un modelo
reducido para la representacion simplificada del reticulado espacial. Primeramente se defini6
un campo de desplazamiento y a partir de ello, se logré referenciar los corrimientos de cada
uno de los largueros respecto al eje baricéntrico de la seccion transversal del reticulado. De este
modo se pudo obtener la energia mecénica desarrollada por el reticulado pero referida al eje

Copyright © 2012 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2428

A.M. GUZMAN, C.P. FILIPICH, M.B. ROSALES

‘ Frec. ‘ 6ED [rad/seg] ‘ RE-EF [rad/seg] ‘ VC-EF [rad/seg] ‘

wit 1500.670 1499.567 -
wj 3000.344 3006.309 -
wi 4498.290 4487.989 -
wl 143.423 142.962 -
wl 347.578 346.372 -
wi’ 601.594 599.541 -
wi 226.126 199.593 -
wa 453.623 400.458 -
wi 683.837 604.152 -

Tabla 3: Reticulado E-E

‘ Frec. ‘ 6ED [rad/seg] ‘ RE-EF [rad/seg] ‘ VC-EF [rad/seg] ‘

wit 750.397 750.679 753.379
Wi 2250.694 2252.038 2260.139
wi 3749.497 3739.991 3762.386
wf 104.365 104.026 104.354
wf 301.446 300.487 300.919
wf 553.865 552.125 551.640
wf 219.176 193.686 -
wd 439.676 388.571 -
wl 662.800 586.118 -

Tabla 4: Reticulado A-F

baricéntrico, y luego mediante el calculo variacional, obtener las ecuaciones de campo (6ED) y
las C.B. del problema.

La implementaciéon del modelo simplificado desarrollado, implica un minimo esfuerzo y
costo computacional para abordar la solucién del sistema diferencial. Al mismo tiempo, el de-
sarrollo de dicho modelo permitié obtener las propiedades equivalentes necesarias para la mo-
delacion, via elementos finitos, del reticulado como viga-columna. Dichas propiedades equiva-
lentes tienen incorporadas rigideces e inercias locales, asi como efectos de segundo orden, las
cuales suelen no ser tenidas en cuenta en otros modelos debido a que incrementan el orden del
sistema diferencial haciendo mas compleja su solucion.

Los resultados numéricos obtenidos indican un muy buen desempefio del modelo continuo
simplificado (6ED), siendo las maximas diferencias encontradas tanto para las vibraciones axia-
les como flexionales, del orden del 0.50% respecto de los modelos de EF. En tanto que para las
vibraciones torsionales la diferencia resultd ser para todos los casos de aproximadamente el
13%.

El modelo tridimensional empotrando los tres largueros (condicion E) restringe la flexibili-
dad local de los montantes, y dicha condicién de vinculo no puede ser representada con el
modelo VC-EF. No obstante, al comparar los resultados obtenidos para las condiciones "F" y
"E" representadas por los modelos 6ED y RE-EF, se puede ver que la influencia es minima
debido a que los largueros son relativamente esbeltos.
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‘ Frec. ‘ 6ED [rad/seg] ‘ RE-EF [rad/seg] ‘ VC-EF [rad/seg] ‘

wit 750.397 750.679 753.379
wj 2250.694 2252.038 2260.139
wi 3749.497 3739.991 3762.386
wF 25.581 25.487 25.600

wl 146.649 146.121 146.838
wf 366.867 365.514 366.794
wT 109.504 96.769 -

wd 329.152 290.888 -

wl 550.707 486.691 -

Tabla 5: Reticulado L-F

‘ Frec. ‘ 6ED [rad/seg] ‘ RE-EF [rad/seg] ‘ VC-EF [rad/seg] ‘

2429

wit 750.397 750.679 -
w{‘ 2250.694 2252.038 -
w:‘;‘ 3749.497 3739.991 -
wi’ 25.613 25.519 -
Wi’ 147.388 146.803 -
wl’ 370.105 368.515 -
wi 111.213 98.221 -
wi 334.289 295.262 -
wg 559.305 493.961 -
Tabla 6: Reticulado L-E
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