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Abstract. En el ćalculo nuḿerico de integrales multidimensionales se emplean generalmente
dos grandes ḿetodos de solución. Por un lado, aquellos que utilizan cuadraturas de diver-
sos tipos y configuran lo que se conoce como métodos deterministas. Por otro lado, cuando
la dimensíon aumenta, estos ḿetodos han mostrado ser ineficientes si se los compara con los
métodos aleatorios, siendo los basados en técnicas de Monte Carlo (MC) los ḿas usados. En
integrales con argumentos oscilatorios, los métodos que utilizan la Transformada de Fourier
(TF) y sus versiones discretas DFT (Discrete Fourier Transform) y FFT (Fast Fourier Trans-
form) han mostrado ser los ḿas adecuados. En numerosasáreas de la F́ısica (F́ısica de radia-
ciones y de transporte y colisiones atómicas, entre otras) la magnitud de interés es la sección
eficaz, calculada a partir de matrices de transición, expresadas usualmente como integrales
en el espacio de coordenadas. Estas integrales suelen contener funciones hipergeométricas y
exponenciales complejas, lo que les confieren un carácter altamente oscilatorio. Mostraremos
cómo calcular dichas integrales mediante una técnica que combina las ventajas de convergen-
cia de los Aproximantes de Padé (PA) con la rapidez de las diferentes implementaciones de las
TF’s, conformando lo que se conoce como Transformada Rápida de Pad́e (FPT). Si bien las
integrales que resolveremos tienen solución anaĺıtica, serviŕan como benchmark para incorpo-
rar integrandos ḿas complejos que carecen de solución cerrada. Presentaremos un análisis
de convergencia y precisión para los diferentes ḿetodos utilizados para atacar este tipo de
problemas.
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1 INTRODUCCI ÓN

En la resolucíon nuḿerica de integrales multidimensionales existen numerosos métodos que
pueden dividirse en dos grandes grupos: los métodos deterministas, entre los cuales podemos
mencionar aquellos basados en cuadraturas (gaussianas, trapezoidales, etc.) y los aleatorios,
entre los que se encuentran los métodos de Monte Carlo (MC), cada uno de ellos aplicables a
problemas particulares. Cada una deéstas dos estrategias presenta ventajas y también algunos
problemas. Dependiendo de la naturaleza del integrando y de las dimensiones involucradas
dependeŕa principalmente la decisión sobre la elección del integrador a utilizar.

Para integrandos altamente oscilatorios, la Transformada de Fourier (FT), implementada nu-
méricamente a trav́es de distintos algoritmos, FFT (Fast Fourier Transform), DFT (Discrete
Fourier Transform), etc.,1 resulta ser la base de métodos de resolución extremadamente precisos
y eficientes. La idea fundamental deéstos esquemas, conocidos como métodos espectrales, es
transformar el problema a partir de su formulación inicial en otro que involucre la Transformada
de Fourier de la solución. La motivacíon para utilizar esta descripción es simple: en muchas
situaciones la solución en el espacio transformado es mucho más f́acil de obtener que la solución
en el espacio original. Luego, la solución al problema original se obtiene evaluando la Trans-
formada Inversa de Fourier. Los problemas a los que pueden aplicarse son usualmente aquellos
que involucran evoluciones temporales, por ejemplo, ecuaciones de transporte, de difusión, de
onda, etc.

Basado en la FFT recientemente se ha desarrollado con singularéxito un ḿetodo que se
conoce como Transformada Rápida de Pad́e (Fast Pade Transform FPT) que utiliza tanto la
eficiencia y rapidez de la FFT como la convergencia de los Aproximantes de Padé (PA). Este
método se ha ensayado para el procesamiento de imágenes tomográficas ya que disminuye
draḿaticamente el volumen de datos a almacenar y permite reconstruir dichas imágenes con un
mı́nimo de informacíon.2

En la teoŕıa de colisiones atómicas es de interés calcular secciones eficaces, que se contrastan
directamente con los datos experimentales y por lo tanto permiten un mejor entendimiento de la
fı́sica del problema. Esta magnitud se obtiene a partir de la matriz de transición, que en general
es una integral de varias dimensiones en el espacio de coordenadas, dependiendo del grado de
detalle con que se ataque el problema. Otroámbito donde aparecen integrales de este tipo es en
Fı́sica de Radiaciones, donde se modela la interacción del campo electromagnético conátomos
y moléculas. Utilizaremos a lo largo de este trabajo unidades atómicas, i.e.~ = me = Ze = 1.

2 MARCO TE ÓRICO

2.1 Integralesútiles para colisiones at́omicas

Aunque los resultados que se presentan aquı́ son de utilidad general, nuestro principal interés lo
constituyen las integrales que habitualmente se emplean en cálculos de colisiones atómicas.3,4

Es bien conocido que la solución para un sistema de dos partı́culas cargadas se puede resolver
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en el marco de la mecánica cúantica en forma cerrada.5 Un estadocon enerǵıa positiva, es decir
delcontinuo, puede describirse por una función de onda que, en consecuencia, puede obtenerse
anaĺıticamente, y que se escribe en términos de la función hipergeoḿetrica confluente o función
de Kummer:6

ψ+
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es el factor de Coulomb proveniente de la normalización de la funcíon de onda y el supraı́ndice
± designa la condición asint́otica de onda saliente (+) o entrante (−). El cómputo de amplitudes
de transicíon para colisiones atómicas involucra el ćalculo de integrales que contienen una o
varias funciones de onda de este tipo. Procesos de tres y cuatro cuerpos contienen integrales de
un grado de dificultad mucho mayor aún.

Las integrales ḿas sencillas de este tipo (llamadas integrales de Nordsieck7) aparecen en el
cálculo de la primera aproximación de Born (FBA) para procesos de colisiones y en fı́sica de
Radiaciones. La integral básica puede escribirse,

JFBA =

∫
dr

r
e−zr+iq·r

1F1 (ia1, 1, i (p1r + p1·r)) (3)

donde la exponencial decreciente aparece como consecuencia de la presencia de un estado lig-
ado,1/r corresponde al potencial coulombiano, y la función hipergeoḿetrica confluente tiene
en cuenta el estado final delcontinuopara una transición 1s→ p del electŕon. La exponencial
oscilatoria surge de las ondas planas que representan el proyectil en su estado inicial y final.

Esta integral puede resolverse analı́ticamente utilizando una representación integral para la
función hipergeoḿetrica confluente.4

Una extensíon usual de la integral precedente suele aparecer en otros cálculos de ionización
por impacto de iones pesados:

J1 =

∫
dr

r
e−zr+iq·r F1F2 (4)

dondeFj = 1F1 (iaj, 1, i (pjr + pj·r)). Bess8 y Nordsieck7 resolvieron analı́ticamente esta
integral utilizando dos ḿetodos diferentes. El ḿetodo de Nordsieck, basado en la representación
integral de la1F1 (a, 1, z) tuvo gran repercusión y por ese motivo las integrales del tipoJ1 se
designan con el nombre de integrales de Nordsieck.
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2.2 Transformadas de Fourier y el Algoritmo de Pad́e

El punto de partida para la Transformada Rápida de Pad́e (FPT) es la definición deintegrales
de Fourier (en una o ḿas dimensiones) del tipo (3) y (4). En esta sección analizaremos y
describiremos el ḿetodo en una dimensión, pero, como podrá verse ḿas adelante, es fácilmente
extensible a dos, tres o más dimensiones espaciales.

Sea la integral de FourierF (k) de una funcíonf (x)

F (k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f (x) eikxdx (5)

donde, si bien utilizaremos el ḿodulo del vector de ondak y la coordenadax como un conjunto
de variables conjugadas, este esquema también puede extenderse a cualquier par de variables
con este tipo de propiedad. Por completitud se define la transformada inversa de Fourier cuando
se conoceF (k) y quiere encontrarse laf (x)

f (x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (k) e−ikxdk. (6)

En la pŕactica estas integrales se resuelven numéricamente por cuadraturas discretizando las
variables en, por ejemplo, un espaciado equidistante, i.e

k = n∆k; x = m∆x

donde

∆k =
2π

L
; ∆x =

L

2N
. (7)

La longitud de los datos muestreados es2N y−N ≤ n,m ≤ N − 1. Para facilitar la aplicación
de la FFT y hacer ḿas eficiente el algoritmo de Tukey-Cooley,1 se elige aN como una potencia
de 2,N = 2r (r = 0, 1, 2, . . .). La longitud total de discretización esL y este valor pone un
lı́mite a los valores dek como puede verse en (7). Las integrales (5) y (6) evidentemente se
calculan nuḿericamente en un rango finito, por lo que podemos escribir

F (k) =
1√
2π

1

L

∫ L

−L

f (x) eikxdx (8)

y de la misma forma para (6). La discretización de estas integrales conforma la Transformada
Discreta de Fourier (DFT). Estáultima es una variante a las cuadraturas usuales utilizando una
regla trapezoidal para la integral (8) con puntos seleccionados en la grilla de Fourier para las
variablesk y x,
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F (k) =
1√
2π

1

2r+2

2r−1∑
m=−2r

fmeikm∆x (9)

y

f (x) =
1√
2π

2r−1∑
n=−2r

Fne−inx∆k (10)

dondefm = f (m∆x) y Fn = f (n∆k). La raźon de reordenar elmuestreoen la grillak
es para poder utilizar algoritmos FFT en el cálculo de la DFT. La FFT se obtiene a partir de
la DFT usandoN = 2r en conjunto con el algoritmo de Tukey-Cooley el cual, por ejemplo,
en una dimensión reduce el ńumero de multiplicaciones deN2 a N log2 N , lo que disminuye
draḿaticamente el tiempo de cálculo al aumentar el ńumero de puntosN . El algoritmo FFT
es ŕapido para unN fijo, pero converge muy lentamente al aumentarN . En una dimensión
esta convergencia es de sólo 1/N por lo que es necesario una cantidad de puntos relativamente
grande para tener una buena descripción de la funcíon muestreada.

Para acelerar la convergencia de la FFT uno puede emplear tanto algoritmos lineales de con-
vergencia (Euler, Romberg, etc. ) como no lineales (Padé, Levin, etc). El algoritmo de Padé se
encuentra entre los ḿas eficientes para hacer esta tarea como veremos a continuación. Cuando
una secuencia de FFTs de diferentes longitudes se aplica en conjunto con los Aproximantes de
Pad́e (PA) tenemos lo que se conoce como Transformada Rápida de Pad́e (FPT), que se ha de-
sarrollado y aplicado recientemente para la digitalización, almacenamiento y reconstrucción de
imágenes tomográficas bidimensionales.2 Entre las caracterı́sticas principales de los PA se en-
cuentra la aceleración de la convergencia de series o sucesiones lentamente convergentes, y eso
es provechoso en este caso, ya que con una menor cantidad de puntos de muestreo tendremos
una descripcíon más precisa de la función en el espaciok o de su transformada.

Para aplicar los PA haremos uso del algoritmo recursivoε de Wynn9 para acelerar la conver-
gencia de las sucesiones de sumas parciales{fµ (x)}r

µ=0 que construiremos a partir de las FFT,
esto es

fµ (x) =
1√
2π

2µ−1∑
n=−2µ

Fne−inx∆k, µ = 0, 1, 2, 3, . . . r

con la propiedad quelimµ→r fµ (x) = f (x). La única diferencia con (9) es que aquı́ se reem-
plaza el arreglo completo de puntos de longitudN = 2r por la sucesíon parcialN = 2µ.
La aceleracíon de la sucesión de sumas parciales,{fµ} (0 ≤ µ ≤ r) se realiza mediante el
algoritmo−ε, el cual se sabe que es estable, robusto y fácilmente programable a través de la
relacíon de recurrencia

ε(µ)
ν = ε

(µ+1)
ν−1 +

1

ε
(µ+1)
ν − ε

(µ)
ν

; µ, ν ≥ 0 (11)
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donde para comenzar la recursión es necesario definir

ε
(µ)
−1 = 0; ε

(µ)
0 = fµ (x) ; (µ = 0, 1, 2, 3, . . . r) (12)

Este algoritmo permanece inalterado si las funcionesfµ (x) son funciones ennD dimensiones,
excepto que la suma parcial para inicializar en (12) debe reemplazarse por una función fµ (x) .
La recursíon (11) se realiza en un punto fijox del espacio de coordenadas. El cálculo se repite
luego para otros puntos en la grilla de Fourier para barrer elárea completa de estudio con

extremos±L. Entonces, en un punto seleccionadox primero generamos la sucesión
{

ε
(µ)
ν

}

y luego continuamos monitoreando su convergencia con respecto a los subı́ndices pares sola-
mente,ν = 2j (j = 1, 2, 3, . . .). El lı́mite de estáultima subsucesión de vectores representa una
estimacíon de la FPT paraf (x). Para tomar ventajas de la FFT, la sucesión de sumas parciales
se calcula solamente en los puntos de Fourier de la grilla espacial. La precisión es el punto
débil de la FFT, es por ello que con este método logramos combinar la rapidez y eficiencia de
los métodos de FFT con la aceleración de la convergencia que poseen los PA.

3 RESOLUCIÓN DE INTEGRALES MULTIDIMENSIONALES USANDO FPT

Los denominados ḿetodos deterministas se vuelven poco prácticos y muy lentos cuando la
dimensionalidad del recinto de integración aumenta, sobre todo para integrandos oscilatorios.
En estos casos el ḿetodo de la FPT presenta una alternativa a los métodos aleatorios, e.g.
Monte Carlo, que se usan sobre todo en Mecánica Estad́ıstica para resolver integrales en varias
dimensiones. Para calcular las integrales de Nordsieck utilizaremos la FPT comoacelerador
de la Transformada de Fourier implementada a través de la FFT. Sin embargo debe notarse
que la FPT puede usarse aplicando otros métodos deterministas como cuadraturas gaussianas,
trapezoidales, ḿetodo de Simpson, etc.

Para demostrar la precisión de este ḿetodo, resolveremos numéricamente algunas integrales
de Nordsieck que tienen solución anaĺıtica cerrada, las que utilizaremos de benchmark. Las
integrales elegidas son:

J1 =

∫
dr

r
e−zr+iq·r F1F2 (13)

y

J7 =

∫
dre−zr+iq·r F1E2 (14)

siendo

Ej = exp [−iaj ln(pjr + pj · r)]
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la fase eikonal, que surge de considerar el lı́mite asint́otico de la funcíon hipergeoḿetrica con-
fluente1F1 (a, 1, z).6

La soluciones analı́ticas deJ1 y J7 pueden escribirse3

J1 =
4π

D
A−ia1

1 A−ia2
2 F (x0) (15)

y

J7 =
4π

D2
γ(a2)A

−ia1
1 U−ia2

2

(
J71F (x2) +

ia1ia2

A1U2

J72F
+(x2)

)
(16)

con

J71 = 2z − ia1B1

A1

− ia2B2

U2

(17)

J72 =
(U2 − U3) B1

A1

− U3B2

U2

+ B3 (18)

y

F (x) = 2F1 (ia1, ia2, 1, x)

F+(x) = 2F1 (1 + ia1, 1 + ia2, 2, x)

D = z2 + q2

Aj = (1 + Uj)

Uj =
2Sj

D
Sj = pj · q− izpj , j = 1, 2

S3 = p1p2 − p1 · p2

x0 = 1− (A1 + A2 − A3)

A1A2

x2 = 1− (U2 − U3)

U1U2

γ(a) = exp
(πa

2

)
Γ(1− ia)

Bj = 2(ipj + zUj) , j = 1, 2

B3 = 2zU3

respectivamente.
A continuacíon comparamos estas soluciones analı́ticas con las obtenidas utilizando la FFT,

Monte Carlo y la FPT.
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4 RESULTADOS

Hemos calculado las integrales (13) y (14) para valores tı́picos de los paŕametros. Aśı definimos
a1 = αT = ZT /kT conZT = 1.6875 (carga efectiva para uńatomo de He ionizado) ykT =
p1 = (1, 0, 1) (que corresponde a una energı́a del electŕon en el estado final de40 eV) para
el estadofinal de la colisíon y a2 = αi = ZP /vi con ZP = 1 (protones) yvi = p2 =
(0, 0, 1) (correspondiente a una energı́a de impacto de 25 keV) para el estadoinicial. Adeḿas
utilizamos un valor dez = 1.6875 para modelar uńatomo de Helio en su estado fundamental.
Para visualizar el comportamiento de los esquemas numéricos calculamos las integrales con
diferentes valores deq. Este paŕametro es importante dado que en ciertos casos es necesario
realizan una integración adicional sobréel y resulta conveniente tener una idea acerca de la
precisíon de las aproximaciones.

Para el ḿetodo de Monte Carlo (MC) hemos utilizado105 puntos de muestreo para las tres
dimensiones, mientras que para las FFT usamos215 = 32768 puntos. Implementamos el al-
goritmoε

(4)
2 de la seccíon 2.2 para calcular las FPT y tener un esquema comparable a las otras

dos aproximaciones (FFT y MC). Todas las rutinas fueron programadas utilizando un kernel de
Mathematica10 sobre Linux aprovechando las ventajas de nuestro cluster de cálculo y las car-
acteŕısticas del problema que hacen trivial una paralelización gruesa: basta con ejecutar varios
kernels en simult́aneo (hasta 10) para estudiar el comportamiento de las aproximaciones para
distintos valores del parámetroq. El balance de carga de los nodos en nuestro cluster se realiza
autoḿaticamente a trav́es de un software instalado a tal efecto (MOSIX).

Re(J1) Im(J1)
Valor exacto 0.4134254898 0.4134254898 -0.0934777416 -0.0934777416

n FFT FPT FFT FPT
0 1.973767× 10−8 1.973767× 10−8 6.827199× 10−18 6.827199× 10−18

2 0.0044100294 −0.0057576255 0.1104416986 0.0529778592
4 −0.0457598365 0.3383446587 −0.0002185115 0.0030103940
6 0.1516215213 0.4307477104 −0.0904060922 −0.0936660380

Tabla 1: Comparación entre la FFT y la FPT de las partes real e imaginaria de J1 con qx = 0 para diferentes
valores den que corresponden a una cantidad de puntos de muestreoN = 23n.

En la Tabla 1 realizamos un estudio de convergencia para los esquemas FPT y FFT donde
puede observarse que la FPT tiende a la solución exacta en forma monótona, mientras la con-
vergencia de la FFT muestra oscilaciones.

En las Figuras 1 y 2 se muestra una comparación entre los valores analı́ticos exactos de las
partes real e imaginaria de la integralJ1 y los diferentes esquemas de cálculo nuḿerico, junto
con sus errores porcentuales. Puede verse para este caso que los errores correspondientes a la
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FPT muestran valores por debajo del 10% lo que configura un excelente grado de aproximación
dado el ńumero de puntos utilizado para el cómputo.

Por otra parte en las Figuras 3 y 4 se contrastan los valores analı́ticos exactos de las partes
real e imaginaria de la integralJ7 con las diferentes aproximaciones numéricas, en conjunto con
los errores porcentuales. En este caso los errores correspondientes a la FPT muestran valores
por debajo del 5% mostrando una mejora con respecto a los obtenidos para el cálculo de laJ1.

En lo que respecta a los tiempos de cálculo, puede decirse que en general los resultados
obtenidos utilizando la FPT son computacionalmente más costosos que los obtenidos por FFT
ya que el algoritmoε, calculado a partir de (11), necesita comoentradauna serie cuyos elemen-
tos son valores calculados por FFT. Sin embargo, el mérito de la FPT, como sucede a menudo
con los aproximantes de Padé, reside en alcanzar precisiones que resultan imposibles de lograr
con la FFT, áun refinando arbitrariamente la grilla de cálculo.

5 CONCLUSIONES

Hemos evaluado la Transformada Rápida de Pad́e (FPT) para la resolución de integrales mul-
tidimensionales de interés en F́ısica At́omica y F́ısica de Radiaciones. Utilizamos integrales
cuya solucíon anaĺıtica exacta es conocida a fin de estimar la precisión y velocidad del ḿetodo.
Los métodos basados en la FPT proporcionan una mayor precisión cuando se los compara con
los métodos basados en la Transformada de Fourier (FFT). Además con un menor ńumero de
puntos obtuvimos una precisión comparable a los ḿetodos de Monte Carlo. A diferencia de los
otros esquemas la FPT mostró un error casi constante al variar el paramétroqx. Aprovechando
la naturaleza general de los algoritmos de aceleración basados en los PA, exploraremos la posi-
bilidad de construir integradores multidimensionales con convergencia acelerada basados en
la conjuncíon de los PA y otros ḿetodos nuḿericos de integración tales como las cuadraturas
gaussianas.
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Figura 1: Parte real deJ1 para diferentes valores deqx y los errores porcentuales para cada esquema de cálculo.
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Figura 2: Parte imaginaria deJ1 para diferentes valores deqx y los errores porcentuales para cada esquema de
cálculo.
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Figura 3: Idem Figura 1 para la integral J7.
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Figura 4: Idem Figura 2 para la integral J7.
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