Mecanica Computacional Vol. XXIII, pp. 3033-3046
G.Buscaglia, E.Dari, O.Zamonsky (Eds.)
Bariloche, Argentina, November 2004

CALCULO DE INTEGRALES MULTIDIMENSIONALES UTILIZANDO
LA TRANSFORMADA R APIDA DE PADE: APLICACIONES A F ISICA
DE RADIACIONES Y COLISIONES AT OMICAS

Marcelo F. Ciappina*, Walter R. Cravero*

*CONICET y Departamento degica
Universidad Nacional del Sur
Av. Alem 1253, Balm Blanca, BBOOOCPB, Buenos Aires, Argentina
e-mail: ciappina@uns.edu.ar

Key Words: Aproximantes de Pd Transformadas de Fourier, Colisione$micas.

Abstract. En el @lculo nungrico de integrales multidimensionales se emplean generalmen
dos grandes &todos de soludn. Por un lado, aquellos que utilizan cuadraturas de diver-
sos tipos y configuran lo que se conoce con@oaios deterministas. Por otro lado, cuando
la dimensbn aumenta, estosé&todos han mostrado ser ineficientes si se los compara con Ic
métodos aleatorios, siendo los basados @rnicas de Monte Carlo (MC) losas usados. En
integrales con argumentos oscilatorios, logtodos que utilizan la Transformada de Fourier
(TF) y sus versiones discretas DFT (Discrete Fourier Transform) y FFT (Fast Fourier Tran:
form) han mostrado ser losas adecuados. En numerosaeas de la fsica (Fsica de radia-
ciones y de transporte y colisioneaticas, entre otras) la magnitud de indsres la secon
eficaz, calculada a partir de matrices de transéitj expresadas usualmente como integrales
en el espacio de coordenadas. Estas integrales suelen contener funciones higérngasn
exponenciales complejas, lo que les confieren uaaar altamente oscilatorio. Mostraremos
como calcular dichas integrales mediante ugartica que combina las ventajas de convergen-
cia de los Aproximantes de PadPA) con la rapidez de las diferentes implementaciones de lg
TF’s, conformando lo que se conoce como Transformag@iaidd de Paé (FPT). Si bien las
integrales que resolveremos tienen sobimcanaltica, servilan como benchmark para incorpo-
rar integrandos rAs complejos que carecen de so@ucticerrada. Presentaremos un&isis

de convergencia y prectsn para los diferentes @todos utilizados para atacar este tipo de
problemas.
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1 INTRODUCCION

En la resoludn nunerica de integrales multidimensionales existen numerosgisdus que
pueden dividirse en dos grandes grupos: lé&ados deterministas, entre los cuales podemo
mencionar aquellos basados en cuadraturas (gaussianas, trapezoidales, etc.) y los alea
entre los que se encuentran logtodos de Monte Carlo (MC), cada uno de ellos aplicables i
problemas particulares. Cada unaé&#tas dos estrategias presenta ventajas y émabgunos
problemas. Dependiendo de la naturaleza del integrando y de las dimensiones involucr:
dependex principalmente la decisn sobre la elecén del integrador a utilizar.

Para integrandos altamente oscilatorios, la Transformada de Fourier (FT), implementada
méricamente a tra@s de distintos algoritmos, FFT (Fast Fourier Transform), DFT (Discret
Fourier Transform), etc.yesulta ser la base detodos de resolugh extremadamente precisos
y eficientes. La idea fundamental €stos esquemas, conocidos comtados espectrales, es
transformar el problema a partir de su formudarcinicial en otro que involucre la Transformada
de Fourier de la soluon. La motivacbn para utilizar esta descrifici es simple: en muchas
situaciones la soluéh en el espacio transformado es muclasiacil de obtener que la soluri
en el espacio original. Luego, la solanial problema original se obtiene evaluando la Trans-
formada Inversa de Fourier. Los problemas a los que pueden aplicarse son usualmente aqt
gue involucran evoluciones temporales, por ejemplo, ecuaciones de transporte, da difeisi
onda, etc.

Basado en la FFT recientemente se ha desarrollado con sirgyiarun netodo que se
conoce como Transformadaapida de Pa@l (Fast Pade Transform FPT) que utiliza tanto la
eficiencia y rapidez de la FFT como la convergencia de los Aproximantes ée(IPad Este
método se ha ensayado para el procesamiento dgdnes tomogficas ya que disminuye
dramaticamente el volumen de datos a almacenar y permite reconstruir dichgerias con un
minimo de informaadn ?

En la teofa de colisiones aticas es de intés calcular secciones eficaces, que se contraste
directamente con los datos experimentales y por lo tanto permiten un mejor entendimiento ¢
fisica del problema. Esta magnitud se obtiene a partir de la matriz de teamsjae en general
es una integral de varias dimensiones en el espacio de coordenadas, dependiendo del gre
detalle con que se ataque el problema. @tribito donde aparecen integrales de este tipo es €
Fisica de Radiaciones, donde se modela la intebaabel campo electromagtico conatomos
y moléculas. Utilizaremos a lo largo de este trabajo unidadesiass, i.eh = m, = Z, = 1.

2 MARCO TEORICO
2.1 Integralesutiles para colisiones abmicas

Aungue los resultados que se presentan soi de utilidad general, nuestro principal ig®fo
constituyen las integrales que habitualmente se emplea@l@nas de colisiones a@micas>*
Es bien conocido que la solaei para un sistema de dos perias cargadas se puede resolver

3034



M. Ciappina, W. Cravero

en el marco de la ménica céntica en forma cerradaUn estadocon energp positiva, es decir
delcontinuqg puede describirse por una fuanide onda que, en consecuencia, puede obtener:
analticamente, y que se escribe @nrhinos de la funéin hipergeorétrica confluente o funén

de Kummer®

w: (I'T) =N (%) exp (Zk . I'T) 1F1 (—Z%, 1,2 (]CT’T - k- I'T)) (l)
Ui (rr) = N* (%) exp (ik - r7) 1 Fy (l%, L, —i(krr+ k- rT)> (2)

donde

ZT . 7TZT .ZT
N (7) = exp (_Qk ) T (1 z?>

es el factor de Coulomb proveniente de la normalizacie la fundbn de onda y el supnadice
+ designa la condioin asinbtica de onda saliente-{ o entrante{). El computo de amplitudes
de transiabn para colisiones amicas involucra el @culo de integrales que contienen una o
varias funciones de onda de este tipo. Procesos de tres y cuatro cuerpos contienen integra
un grado de dificultad mucho maydira

Las integrales i@s sencillas de este tipo (llamadas integrales de Nord$iapkrecen en el
calculo de la primera aproximduoi de Born (FBA) para procesos de colisiones yisité de
Radiaciones. La integraBisica puede escribirse,

dr — ar4iger . ;
JFBA:/?G tea lFl (zal,l,z(pﬂ“—i—l)l’r)) (3)

donde la exponencial decreciente aparece como consecuencia de la presencia de un esta
ado,1/r corresponde al potencial coulombiano, y la famchipergeoraétrica confluente tiene
en cuenta el estado final dedntinuopara una transion 1s— p del electdbn. La exponencial
oscilatoria surge de las ondas planas que representan el proyectil en su estado inicial y fine
Esta integral puede resolverse atiéamente utilizando una representactintegral para la
funcion hipergeoratrica confluenté.
Una extengin usual de la integral precedente suele aparecer en a@limgas de ionizaéin
por impacto de iones pesados:

dr '
J1 = /?ezrﬂq'r S152 4)

dondeg; = 1F; (ia;, 1,i(pjr + p;r)). Bes§y NordsiecK resolvieron anaficamente esta
integral utilizando dos &todos diferentes. El@todo de Nordsieck, basado en la representaci
integral de la, F} (a, 1, z) tuvo gran repercudn y por ese motivo las integrales del tigpse
designan con el nombre de integrales de Nordsieck.
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2.2 Transformadas de Fourier y el Algoritmo de Pa@

El punto de partida para la TransformadapiRia de Pa&l (FPT) es la definién deintegrales
de Fourier (en una o ras dimensiones) del tipo (3) y (4). En esta sexcinalizaremos y
describiremos el gtodo en una dimertsn, pero, como podrverse ras adelante, eailmente
extensible a dos, tres oas dimensiones espaciales.

Sea la integral de Fourief (k) de una fundn f (z)

Fk) = ;%;/%f%@em%x (5)

donde, si bien utilizaremos eladdulo del vector de onday la coordenada como un conjunto
de variables conjugadas, este esquema ampiiede extenderse a cualquier par de variable
con este tipo de propiedad. Por completitud se define la transformada inversa de Fourier cu;
se conoceF (k) y quiere encontrarse IA(z)

_ L - e—ilm
f@%aﬁﬁﬁwf%> d. 6)

En la piéctica estas integrales se resuelven @ticamente por cuadraturas discretizando las
variables en, por ejemplo, un espaciado equidistante, i.e

k=nAk;, x=mAx

donde 5 I
m
Ak_f, Ax—ﬁ. (7)
La longitud de los datos muestreadof28sy — N < n,m < N — 1. Para facilitar la aplicadin
de la FFT y hacer @s eficiente el algoritmo de Tukey-Coolfege elige @V como una potencia
de 2,N = 2"(r=0,1,2,...). Lalongitud total de discretizamn esL y este valor pone un
limite a los valores dé como puede verse en (7). Las integrales (5) y (6) evidentemente

calculan nuraricamente en un rango finito, por lo que podemos escribir

zk:c
dx 8
0= f, ©
y de la misma forma para (6). La discretizatide estas integrales conforma la Transformads
Discreta de Fourier (DFT). Estdtima es una variante a las cuadraturas usuales utilizando ut
regla trapezoidal para la integral (8) con puntos seleccionados en la grilla de Fourier pare
variablest y z,
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2" —1
1 zkmAz
m=—2"
y
2" —1
SE \/% Z }~ e—macAk (10)
n=-—2"

dondef,, = f(mAz)y F, = f(nAk). La radn de reordenar ghuestrecen la grillak

es para poder utilizar algoritmos FFT en élaulo de la DFT. La FFT se obtiene a partir de
la DFT usandaV = 2" en conjunto con el algoritmo de Tukey-Cooley el cual, por ejemplo
en una dimensin reduce el amero de multiplicaciones d&? a N log, N, lo que disminuye
dramaticamente el tiempo deéatculo al aumentar elinmero de puntosV. El algoritmo FFT

es @apido para unV fijo, pero converge muy lentamente al aumentar En una dimens$in
esta convergencia es dal@ 1 /N por lo que es necesario una cantidad de puntos relativamen
grande para tener una buena descapde la funddbn muestreada.

Para acelerar la convergencia de la FFT uno puede emplear tanto algoritmos lineales de
vergencia (Euler, Romberg, etc. ) como no lineales &Phdvin, etc). El algoritmo de Pade
encuentra entre los@s eficientes para hacer esta tarea como veremos a conbimu&ciando
una secuencia de FFTs de diferentes longitudes se aplica en conjunto con los Aproximante
Pack (PA) tenemos lo que se conoce como Transformagada de Pa&l (FPT), que se ha de-
sarrollado y aplicado recientemente para la digitalimacalmacenamiento y reconstrumeide
imagenes tomogficas bidimensional€sEntre las caractgsticas principales de los PA se en-
cuentra la acelera@n de la convergencia de series o0 sucesiones lentamente convergentes, y
es provechoso en este caso, ya que con una menor cantidad de puntos de muestreo tend
una descripén mas precisa de la fun@n en el espacié o de su transformada.

Para aplicar los PA haremos uso del algoritmo recursié® Wynr¥ para acelerar la conver-
gencia de las sucesiones de sumas parc{zﬂg&)} _o que construiremos a partir de las FFT,

esto es
241

fu(z) = wz&ngr Ak —0,1,2,3,. ..
con la propiedad quem,,_,, f, (x) = f (z). LaUnica diferencia con (9) es que agpe reem-
plaza el arreglo completo de puntos de longifMd= 2" por la sucegin parcialN = 2+,
La aceleradn de la suceén de sumas parciale$f,} (0 < <r) se realiza mediante el
algoritmo-e, el cual se sabe que es estable, robustacyirhente programable a tras de la
relacbn de recurrencia

pv >0 (11)
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donde para comenzar la rec@nsies necesario definir
=0 = fu(@); (p=0,1,2,3,...7) (12)

Este algoritmo permanece inalterado si las funciofjgs) son funciones enD dimensiones,
excepto que la suma parcial para inicializar en (12) debe reemplazarse por uda fiyrii) .
La recursbn (11) se realiza en un punto fijodel espacio de coordenadas. Blaulo se repite

luego para otros puntos en la grilla de Fourier para barréred completa de estudio con

extremos+L. Entonces, en un punto seleccionadprimero generamos la sucesi el

y luego continuamos monitoreando su convergencia con respecto a lodisab pares sola-
mentey = 25 (j = 1,2, 3, ...). Ellimite de estaltima subsuceén de vectores representa una
estimaodn de la FPT pard (x). Para tomar ventajas de la FFT, la suoasie sumas parciales
se calcula solamente en los puntos de Fourier de la grilla espacial. La @neessel punto
débil de la FFT, es por ello que con estétodo logramos combinar la rapidez y eficiencia de
los métodos de FFT con la aceleragide la convergencia que poseen los PA.

3 RESOLUCION DE INTEGRALES MULTIDIMENSIONALES USANDO FPT

Los denominados é&todos deterministas se vuelven pocéagbicos y muy lentos cuando la
dimensionalidad del recinto de integragiaumenta, sobre todo para integrandos oscilatorios
En estos casos el &odo de la FPT presenta una alternativa a lé&oaos aleatorios, e.g.
Monte Carlo, que se usan sobre todo en Meca Estatbtica para resolver integrales en varias
dimensiones. Para calcular las integrales de Nordsieck utilizaremos la FPTacetecador
de la Transformada de Fourier implementada aésade la FFT. Sin embargo debe notarse
que la FPT puede usarse aplicando otr@&ados deterministas como cuadraturas gaussiana
trapezoidales, gtodo de Simpson, etc.

Para demostrar la predisi de este @todo, resolveremos n@ricamente algunas integrales
de Nordsieck que tienen sol@ci anaitica cerrada, las que utilizaremos de benchmark. La:
integrales elegidas son:

dr ‘
J1 = / 7€_zr+zq’r 182 (13)

J7 = /dre”“q'r 3'1@2 (14)

siendo

¢; = exp [—ia; In(p;r + p; - 1)]
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la fase eikonalque surge de considerar &hite asinbtico de la funcéon hipergeoratrica con-
fluente, Fy (a,1,2).5
La soluciones anglcas deJ; y J; pueden escribirse

4 ) .
ho= SATA () (15)
y
4m iay 7 r—ias 1a11a
J7 = ﬁ”y(CLQ)Al U2 <J71F<372) -+ AiU; J72F+(1;2)) (16)
con
iCllBl iCZQBQ
Jn = 2z-— — 17
71 z A, Uy ( )
(U —Us) By UsBy
Jo = — B 18
72 A, U + D3 (18)
y
F(z) = oF) (iay,ias,1,)
F+(l’> = 2F1 (1+ia1,1—|—z’a2,2,x)
_D — 22+q2
A = (040
2S5
U= Do
S3 = pip2 — P1 P2
A _
Lo = 1—( 1t A = Ay)
A As
(Us — Us)
= 1 _——
2 UUs
v(a) = exp <%> I'(1 —ia)
Bj = Q(ij—i—ZUj) , j:1,2
Bg = 2ZU3
respectivamente.

A continuacon comparamos estas soluciones #itals con las obtenidas utilizando la FFT,
Monte Carlo y la FPT.
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4 RESULTADOS

Hemos calculado las integrales (13) y (14) para valdopesds de los pametros. Asdefinimos

a; = ar = Zp/kr conZy = 1.6875 (carga efectiva para ustomo de He ionizado) ¥, =

p1 = (1,0,1) (que corresponde a una enierglel electon en el estado final d&) eV) para

el estaddfinal de la colison y a; = a; = Zp/v; con Zp = 1 (protones) yv;, = ps =
(0,0, 1) (correspondiente a una enexgle impacto de 25 keV) para el estadizial. Ademas
utilizamos un valor de = 1.6875 para modelar uatomo de Helio en su estado fundamental.
Para visualizar el comportamiento de los esquemasenioos calculamos las integrales con
diferentes valores dg. Este paametro es importante dado que en ciertos casos es necesa
realizan una integragh adicional sobr&l y resulta conveniente tener una idea acerca de |
precisbn de las aproximaciones.

Para el nétodo de Monte Carlo (MC) hemos utilizad®® puntos de muestreo para las tres
dimensiones, mientras que para las FFT usa?hos= 32768 puntos. Implementamos el al-
goritm06§4) de la sec@n 2.2 para calcular las FPT y tener un esquema comparable a las ot
dos aproximaciones (FFT y MC). Todas las rutinas fueron programadas utilizando un kerne
Mathematic& sobre Linux aprovechando las ventajas de nuestro clustesldel@ y las car-
acteisticas del problema que hacen trivial una paraleltaagruesa basta con ejecutar varios
kernels en simu#tneo (hasta 10) para estudiar el comportamiento de las aproximaciones [
distintos valores del pametroq. El balance de carga de los nodos en nuestro cluster se reali
autonéticamente a tras de un software instalado a tal efecto (MOSIX).

Re(]l) Im(Jl)
Valor exacto  0.4134254898 0.4134254898 -0.0934777416 -0.093477741¢
n FFT FPT FFT FPT
0 1.973767 x 107%  1.973767 x 10~°  6.827199 x 10~ 6.827199 x 10~1®
2 0.0044100294 —0.0057576255 0.1104416986 0.0529778592
4 —0.0457598365 0.3383446587 —0.0002185115 0.0030103940
6 0.1516215213 0.4307477104 —0.0904060922 —0.0936660380

Tabla 1: Comparadin entre la FFT y la FPT de las partes real e imaginaria deot ¢, = 0 para diferentes
valores dex que corresponden a una cantidad de puntos de muestre@3".

En la Tabla 1 realizamos un estudio de convergencia para los esquemas FPT y FFT d«
puede observarse que la FPT tiende a la sotuekacta en forma métona, mientras la con-
vergencia de la FFT muestra oscilaciones.

En las Figuras 1y 2 se muestra una comparaentre los valores ariitos exactos de las
partes real e imaginaria de la integraly los diferentes esquemas daaulo nunegrico, junto
con sus errores porcentuales. Puede verse para este caso que los errores correspondien
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FPT muestran valores por debajo del 10% lo que configura un excelente grado de apfoxima
dado el rumero de puntos utilizado para éraputo.

Por otra parte en las Figuras 3 y 4 se contrastan los valoreisi@akxactos de las partes
real e imaginaria de la integrd} con las diferentes aproximaciones renmas, en conjunto con
los errores porcentuales. En este caso los errores correspondientes a la FPT muestran v
por debajo del 5% mostrando una mejora con respecto a los obtenidos paale de laJ;.

En lo que respecta a los tiempos ddctlo, puede decirse que en general los resultado
obtenidos utilizando la FPT son computacionalmenés @ostosos que los obtenidos por FFT
ya que el algoritme, calculado a partir de (11), necesita coemiradauna serie cuyos elemen-
tos son valores calculados por FFT. Sin embargo,&itmde la FPT, como sucede a menudo
con los aproximantes de Rgdeside en alcanzar precisiones que resultan imposibles de logi
con la FFT, &n refinando arbitrariamente la grilla dalculo.

5 CONCLUSIONES

Hemos evaluado la Transformadagtda de Pael (FPT) para la resolumn de integrales mul-
tidimensionales de intés en ksica Abmica y Fsica de Radiaciones. Utilizamos integrales
cuya soluabn anaitica exacta es conocida a fin de estimar la prénigivelocidad del ratodo.
Los metodos basados en la FPT proporcionan una mayor pgreasiando se los compara con
los métodos basados en la Transformada de Fourier (FFT). Ad@wmn un menorinmero de
puntos obtuvimos una precisi comparable a los @odos de Monte Carlo. A diferencia de los
otros esquemas la FPT mdstin error casi constante al variar el pa&rg,. Aprovechando

la naturaleza general de los algoritmos de acelerdeasados en los PA, exploraremos la posi-
bilidad de construir integradores multidimensionales con convergencia acelerada basadc
la conjuncon de los PA y otros &todos nuraricos de integrabn tales como las cuadraturas
gaussianas.
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Figura 1: Parte real d€; para diferentes valores @g y los errores porcentuales para cada esquemaldelo.
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Figura 2: Parte imaginaria dé, para diferentes valores dg vy los errores porcentuales para cada esquema de
calculo.
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Figura 3: Idem Figura 1 para la integra}.J
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