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Resumen. En este trabajo se presenta un simulador de vuelo de seis grados de libertad para vehiculos
con propiedades mésicas y propulsivas variables en el tiempo, desplazidndose en vuelos atmosféricos o
en trayectorias orbitales. Las ecuaciones de movimiento se refieren a un sistema inercial alineado con
la ecliptica de la Tierra (marco J2000) y para el calculo del campo gravitacional se considera una geo-
metria terrestre eliptica (elipsoide WGS 84). La integracién de las ecuaciones de movimiento se realiza
mediante un esquema de Runge-Kutta de cuarto orden, utilizando los elementos del vector cuaternién
como variables de estado para la determinacion de la matriz de transformacién del sistema fijo al cuerpo
al sistema inercial. La validacién del cddigo se realiza mediante la verificacion de trayectorias orbitales
conocidas, evaluacién de la respuesta a momentos externos, y ademads se efectian simulaciones de un
vehiculo lanzador de dos etapas para comparar los resultados con los obtenidos por otros c6digos.
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1. INTRODUCCION

Para la simulacion de vuelos atmosféricos a altas velocidades o con trayectorias orbitales,
como los desarrollados por vehiculos lanzadores y satélites, es necesario considerar una serie de
aspectos especiales en cuanto a la eleccién del marco de referencia utilizado y a la modelacién
de las fuerzas gravitacionales.

En las situaciones mencionadas, la geometria terrestre no puede asumirse como esférica ya
que el efecto del achatamiento en los polos de la misma introduce componentes de fuerzas
gravitacionales en direccion horizontal que afectan principalmente las trayectorias orbitales.
Por otro lado, la rotacién terrestre no permite asumir como marco de referencia inercial a un
sistema fijo a la Tierra y deben utilizarse sistemas alineados con otras referencias astrondémicas.

En cuanto a la modelacién del vehiculo, hay que tener en cuenta que para etapas de anélisis
preliminares, un modelo donde sélo se consideran los grados de libertad traslaciones puede
resultar suficiente. Sin embargo, cuando se requiere conocer con mayor precision el desempeio
del vehiculo durante el vuelo, es necesario incluir los movimientos rotacionales a las ecuaciones
de movimiento, obteniendo de este modo un modelo de seis grados de libertad.

En este trabajo se presenta un simulador de vuelo de seis grados de libertad que utiliza el
modelo de Tierra eliptica basado en el elipsoide de referencia WGS 84, tomando como marco
de referencia inercial un sistema geocéntrico alineado con el plano de la ecliptica, con el eje x en
direccion al punto vernal (sistema J2000) (Curtis, 2010; Zipfel, 2007). Se consideran vehiculos
con simetria axial con propiedades mésicas y propulsivas variables en el tiempo.

Para la integracion de las ecuaciones de movimiento se emplea un esquema de Runge-Kutta
de cuarto orden tradicional, donde las variables de estado estdn comprendidas por los vectores
posicion, velocidad traslacional y rotacional, y los elementos del vector cuaternién, mediante
los cuales se calcula la matriz de cosenos directores que relaciona el sistema de referencia fijo
al cuerpo con el marco inercial. La utilizacién de los cuaterniones permite reducir el nimero de
variables de estado, ya que los elementos de la matriz de cosenos directores se reemplazan con
los cuatro elementos del vector cuaternion.

2. CONSIDERACIONES CINEMATICAS Y DINAMICAS

En esta seccion se presenta primeramente el modelo de representacion de la geometria te-
rrestre utilizado para la determinacidn de la aceleracion de la gravedad; posteriormente se intro-
duce el modelo dindmico que resulta en las ecuaciones de movimiento y finalmente se muestra
el procedimiento para obtener la matriz de cosenos directores y los dngulos de actitud.

2.1. Geometria terrestre y fuerza gravitacional

Debido a que la Tierra es en efecto ligeramente achatada en los polos, la figura geométrica
utilizada para su representacion es un elipsoide de revolucion o esferoide, definido por su semi-
eje mayor a y su semieje menor b. Con estos dos valores se escribe el pardmetro de achatamiento

a—>b
[ = ; (D
a
Por otro lado, la excentricidad del esferoide e estd definida por
2 _p2
e =1/ LT 2)
a

Los valores de los pardmetros son a = 6378,137km y e = 0,08181919, los cuales constituyen
la conocida aproximacion elipsoidal WGS 84 (WGS 84 Implementation Manual, 1998).
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Figura 1: Latitud geodésica )\, y latitud geocéntrica A, en una geometria elipsoidal. La direccién BB, estd dada
por la direccién de la linea de plomada

La utilizacién del sistema WGS 84 implica cambios en la definicion de la latitud, mientras
que el computo de la longitud permanece igual que en el modelo esférico. En la Figura 1 se
muestran las definiciones de latitud geodésica (\;) y latitud geocéntrica (\.).

La diferencia 6 = Ay — \. depende del parametro de achatamiento f y de la altitud A del
vehiculo, siendo § = 0 en el caso de geometria esférica. Considerando la Figura 1 puede escri-
birse la siguiente aproximacion (Britting, 1971).

: f h
)= 2M0) 11— 5 — — 3
painag) (1-4 - ). ®
donde Ry es la distancia entre el punto By y el centro de la Tierra /, la cual puede calcularse
mediante los pardmetros que definen el esferoide terrestre y la latitud geodésica del vehiculo:

2
RO:a{l—g(l—COSQAd)—F%(l—cosél)\d)}. 4)

Con el valor de 4 es posible determinar la latitud geodésica a partir de la latitud geocéntrica
y asi, dada la longitud ¢ y conociendo la velocidad de rotacion terrestre wg, se obtiene la matriz
de transformacion del sistema geodésico | al sistema inercial |;:

—sin A\gjcosl; —sinAgsind; cos\g
Ty = —sin¢; cos t; 0 : 5)
—cosAgcosl; —cosAgsind; —sin Mg

donde ¢; es la longitud celeste dada por:
fi = EGO + w6 (t — to) + 67 (6)

siendo /¢ la longitud celeste inicial del meridiano de Greenwich.

Con las expresiones anteriores es posible determinar el vector posicién en coordenadas iner-
ciales sp; a partir de los datos de latitud y longitud geodésicas, altitud, y longitud celeste del
meridiano de Greenwich. El procedimiento consiste en un proceso iterativo donde se usa la
aproximacion [sp|, = [ 0 0 —(Ro+h) }T (Zipfel, 2007). La transformacién del sistema
geocéntrico | al sistema inercial se hace mediante:

[st); = [Ty [T pe [sm1l (7)
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donde la matriz de transformacion [T, es

cosd 0 sind
T pe = o 1 0 [. (8)
—sind 0 cosd

La aceleracion de la gravedad se calcula mediante la la ley de gravitacion universal

GM _ GM
I= 502 T spll’

9)

siendo G M la constante de gravitacion de la Tierra.

Teniendo en cuenta el modelo de gravitacion terrestre mediante la expansion en armoénicos
esféricos, para la representacion de la Tierra con geometria eliptica debe considerarse hasta el
segundo término de la expansion y el vector g en el sistema geocéntrico resulta (Mervart y
Verdun, 2005).

_ 2
3\/30270 <‘s;;]|> sin A, cos A,
0 ) (10)

_ 2
1+ 3V5C0 (57) (3sin®A. 1)

H B GM
96 = Jsp1]

donde todos los pardmetros ya fueron definidos, GM = 3,986005 x 10 m?/s%, y Coy =
—4,841668 X 10~*. Evidentemente la principal contribucién es en la direccién vertical, y para
(5,0 = 0 desaparece la componente horizontal recuperdndose el modelo esférico.

Para el cédlculo de las propiedades atmosféricas, se utiliza el conocido modelo de atmds-
fera estdndar ISA con la posibilidad de ajustar los pardmetros en funcién de las condiciones
atmosféricas en la superficie.

2.2. Ecuaciones de moviemiento referidas a un marco de referencia inercial

Las ecuaciones de movimiento pueden integrarse en cualquiera de los sistemas de referencia
utilizados, en este trabajo se escoge el sistema de referencia inercial geocéntrico el cual estd
alineado con la ecliptica y cuyo eje x tiene la direccién del punto vernal (Curtis, 2010; Mervart
y Verdun, 2005, entre otros).

Para el caso de movimiento traslacional, la segunda Ley de Newton provee:

d

m [vp], =fp + mg, (11)

donde la derivada esta referida al sistema inercial, m es la masa del vehiculo, [vé} ;s el vector
velocidad del c.m. respecto al sistema inercial en coordenadas inerciales, f,, es el vector de
fuerzas externas (aerodindmicas y propulsivas), y g es el vector aceleracion de la gravedad.

Si bien el miembro izquierdo de la Ec. (11) se expresa en coordenadas inerciales, en el caso
de las fuerzas externas es mds conveniente utilizar el sistema fijo al cuerpo |z, mientras que
para la aceleracion de la gravedad se utilizan coordenadas geocéntricas. De esta manera resulta:

m-= [UJIBL = [TH?I [fapl g +m [T]EI 9] (12)
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donde [T]TBI es la inversa de la matriz de transformacion del sistema inercial al sistema fijo
al cuerpo [T'] 5, que por ser ortogonal es igual a su traspuesta. La matriz de transformacion
del sistema geocéntrico al sistema inercial puede calcularse con lo desarrollado en la seccién
. T T
anterior ([T']; = [T [T pe)-
El otro conjunto de ecuaciones de Newton se obtiene del vector posicion del c.m. del vehiculo
referido al sistema inercial [sp];.

d

T [sp1]; = [vB], - (13)

Por otro lado, las ecuaciones de Euler permiten escribir las ecuaciones de movimiento angu-

lar en el sistema fijo al cuerpo

d
a [IBI]B = mp, (14)
siendo mp la resultante de los momentos aerodindmicos y propulsivos respecto al c.m. del
cuerpo y [/pr|z el momento angular del cuerpo B con respecto al sistema de referencia fijo al

cuerpo, resultando:
Unrlp = [I5] [wh] 5 - (15)

donde [I B } es el tensor de momentos de inercia del vehiculo referido al c.m. y

wil, =1 a| . (16)
B

es el vector velocidad angular del cuerpo con respecto al sistema inercial en coordenadas del
sistema fijo al cuerpo.
Reemplazando las igualdades se obtiene la ecuacion

d

o bl s = (E]) ™ (=[] 5 18] [wh] + lmsly) (17)

donde [m |5 es la suma de los momentos externos y ademds se ha utilizado la matriz

0 —r g
Qpl,=| r 0 —p (18)
-q p O

para representar el producto vectorial [wh]| x ([I§] [wg]).
De esta manera quedan definidas las tres ecuaciones diferenciales vectoriales de movimiento.

d I . 1 T T
a [UB}] = E [T]BI [fap]B + [T]G’I [g}G’
d I
dt [spi]; = [UBL" (1

d B1\~! I B I

3 Wil = (5]) (= [25] 5 5] [wB] 5 + mals)

Las primeras dos ecuaciones diferenciales corresponden a los grados de libertad traslacionales
y estdn acopladas a través de la matriz de cosenos directores [T] ;,. La restante es la ecuacién
rotacional, que en el caso de simetria axial (tensor de inercia diagonal) se acopla Unicamente
por los momentos aerodindmicos.
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Hay que tener en cuenta que para la integracion del sistema deben conocerse las condiciones
iniciales correspondientes a la velocidad y posicion inerciales, y a las velocidades angulares.
Normalmente estas variables se conocen referidas a sistemas de coordenadas mds familiares,
como ser el sistema geogréfico, por lo tanto existen numerosas transformaciones que deben
realizarse durante la simulacién. Estas expresiones no se escriben en este trabajo debido a su
extension y a que verdaderamente no son relevantes para el desarrollo y pueden consultarse en
las referencias (Thomson, 1986; Zipfel, 2007, por ejemplo)

2.3. Determinacion de la matriz de cosenos directores y los angulos de Euler

Uno de los aspectos importantes de la simulacion es la forma en que se resuelve la matriz
de cosenos directores. Una alternativa es tomar directamente los elementos de esta matriz co-
mo variables de estado del problema para integrarlos en el tiempo. Otra opcién es utilizar los
cuatro elementos del vector cuaternién y obtener a partir de ellos la matriz de transformacion,
reduciendo de esta forma la cantidad de variables de estado del problema.

Siendo el vector cuaterniéon g = [ Qo q1 Q2 (3 }T, la matriz de cosenos directores [T 5,
se calcula mediante:

G%+ai—a -4 2(@e+aos) 20— q0)
[T = 2(q1g2 — qog3) G5 —ai + a5 — 45 2(qeaz + qoq) - (20)
2 (143 + q092) 2(q2qs2 — qo1) 43 — G — @ + 43
Durante la simulacién, la integraciéon numérica y los errores de redondeo introducen una
falta de ortogonalidad en la matriz [T 5, y por lo tanto es necesario restablecer esta propiedad
en cada paso de integracion. El siguiente procedimiento permite recomponer la ortogonalidad
de la matriz (Savage, 1984)

1

[T,]BI = [T]BI + 5 {[E] - [T]BI [T]EI} [T]BI7 21

donde [T"], es la nueva matriz ortogonalizada basada en la actual matriz [T"] 5, y [E] es la
matriz identidad.

Para inicializar los cuateriones se usan los dngulos de actitud referidos al sistema de coor-
denadas inercial. Estos dngulos se obtienen a partir de los dngulos de Euler del vehiculo ¢, vy
¥ (rolido, cabeceo y guifiada), es decir los dngulos de actitud del vehiculo que son en general
datos iniciales de la simulacion. Siendo la matriz de transformacion del sistema geografico al
sistema cuerpo

cOoS 1 cos 7y sin ¢ cos y —siny
[T)pp = | costsinysing —sinycos¢ sinysinysing + coscos¢ cosysing
cossinycos ¢ 4+ sinysin ¢ sint sinycos ¢ — cosysing cosycos ¢
(22)
se obtiene la matriz de cosenos directores inicial mediante
[T Bl — T BD [T DI s (23)
y con ella se determinan los dngulos de rotacidn del vehiculo respecto al sistema inercial

Ypr = arccos (— [T13]BI) )

T
Ypr = arccos (%}g) sgn ([T12] g;) » (24)

[1 33]BI T
JR— ——— 2 .
¢pr = arccos (cos o sgn ([T2s] 1)
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donde los [T};] 5, son los elementos de la matriz. Finalmente los cuaterniones se calculan con
las siguientes expresiones:

go = COs (@) COoS (@> cos (@) + sin (@> sin (@> sin (¢BI>
’ 2 2 2 2 2
g1 = COs (ﬁ) Cos <@) sin (ﬁ) — sin (@) sin (QBI> ((bBI)
2 2 2 2 05)
g2 = COS (@) sin <@) cos (@> + sin (wBI) (QBI) sin ((bBI)
: 2 2 2 2 5
q3 = sin (%> cos (@) cos (ﬁ) — cos <@) i (QBI) sin (¢BI)
’ 2 2 2 2 5

Para el cdlculo de los dngulos de Euler durante la simulacién, se realiza el procedimiento
inverso utilizando la matriz [T'] 5, conocida y realizando la transformacion

[Tpp = [T [T]TDI7 (26)
Con los elementos de la matriz se obtienen los dngulos de actitud del vehiculo

v = arccos (— [T1s] zp)

T
¢ = arccos (%) sgn ([Tha] pp) 27)
o= () o ).

3. FUERZAS AEORODINAMICAS Y PROPULSIVAS

La particularidad de estudiar vehiculos con simetria axial permite realizar algunas simplifi-
caciones, no sélo en lo referido al tensor de inercia diagonal, sino también en la definicién y
célculo de los coeficientes aerodindmicos, ya que este tipo de geometria promueve la utilizacion
de coordenadas en el sistema aerobalistico |

Figura 2: Angulos de rotacién del sistema aerobalistico respecto al sistema fijo al cuerpo

Los dngulos de rotacion del sistema aerobalistico se muestran en la Figura 2. El angulo o se
denomina dngulo de ataque total y junto con el dngulo de rolido aerodindmico ¢’ reemplazan a
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los dngulos de ataque y deslizamiento « y (3 utilizados normalmente.. La matriz de transforma-
cién del sistema cuerpo al sistema aerobalistico es:

cosa’  sind/sing’  sina’ cos ¢’
T pp = 0 cos ¢’ —sin ¢/’ (28)
—sina’ cosa’sing’  cosa’ cos ¢

Las fuerzas y momentos aerodindmicos se determinan mediante las expresiones habituales

fdp=aS[ —Ca C —Cx 1",

(29)
mpl,=aqSl[ —Co C, —C. 1",

siendo ¢ la presion dindmica, S y [ la superficie y longitud de referencia, y los coeficientes
aerodindmicos son funcién de los diferentes parametros de vuelo (nimero de Mach, dngulo de
ataque, etc) y configuracion geométrica (posicion del c.m., deflexion de superficies de control,
etc). En la Figura 3 se indica el sentido positivo de los coeficientes

Figura 3: Coeficientes aerodindmicos de fuerzas y momentos en el sistema de ejes aerobalistico

Finalmente, una vez conocidas las fuerzas y momentos aerodindmicos en coordenadas del
sistema aerobalistico, se realizan las transformaciones para obtener las solicitaciones aerodina-
micas en el sistema fijo al cuerpo.

(30)

En cuanto a la determinacion de las fuerzas propulsivas, se asume que la propulsion del
vehiculo se obtiene mediante un motor cohete y por lo tanto no existen elementos rotantes
en el sistema. Este tipo de sistemas permite ademds modelar la fuerza propulsiva en funcién
del tiempo sin necesidad de considerar las caracteristicas propias del funcionamiento. Para la
direccion de la fuerza se considera que el vehiculo posee un sistema de empuje vectorial cuya
tobera puede deflectarse segun se indica en la Figura 4.

De acuerdo a la figura, la fuerza y el momento propusivo estdn dados por las siguientes
expresiones:

cos ( cosm
[folg = | sinC cosn | F), (31)
—siny
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<)

n(+)

Figura 4: Movimiento de la tobera para una configuraciéon de empuje vectorial

0
[mP]B = —sin n Fpmprom (32)
—sin( cosn
donde £, es la intensidad de la fuerza propulsiva y ., €s la distancia entre la tobera y la posi-

cioén del centro de masa. Obviamente, para deflexion nula de la tobera, el momento propulsivo
se anula y la direccién de la fuerza coincidde con el eje de simetria.

4. FUNCIONAMIENTO DEL CODIGO COMPUTACIONAL

El desarrollo de la simulacién comienza con la carga de los datos iniciales, los cuales co-
rresponden a las propiedades del vehiculo (mdsicas, propulsivas, aerodindmicas), a los datos
de la mision (cantidad de etapas, duracion de las mismas) y a las condiciones de lanzamiento
(posicion y velocidad en coordenadas geograficas, angulos de actitud). Con los datos inicia-
les provistos, se procede con la inicializacion de las variables de estado las cuales se obtienen
mediante la transformacién de coordenadas.

Una vez conocidas las variables de estado iniciales se ejecuta la integracion de las ecuaciones
de movimiento, la cual se lleva a cabo mediante un esquema de Runge-Kutta de cuarto orden. En
la Figura 5 se presenta el diagrama de flujo simplificado del simulador. Puede observarse en la
figura que, con cada cambio en las variables de estado para calcular los coeficientes de Runge-
Kutta, es necesario realizar la transformacion al sistema geografico, ya que para calcular las
propiedades atmosféricas (densidad del aire, velocidad del sonido) se requiere conocer la altitud
geografica, y para determinar el dngulo de ataque debe calcularse la direccion de la velocidad
geografica. Luego de las transformaciones, se determinan las demds variables necesarias para
obtener las derivadas en las ecuaciones de movimiento.

Cuando se completa el calculo de los coeficientes de Runge-Kutta, se computan las variables
de estado del paso de tiempo siguiente y se realiza el incremento de tiempo correspondiente,
para luego actualizar las variables restantes. En el caso de que se haya alcanzado el tiempo
maximo de la simulacién o que el vehiculo haya impactado contra la superficie terrestre, la
simulacion finaliza.
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DATOS INICIALES
Aa, AL, [V, 7.1, ¢

Inicializacion de las variables de estado
[se1l;> [vB] . la) [wB] ;=0

Célculo de la gravedad y Transformacién a
las propiedades atmosféricas coordenadas geograficas

Célculo de las variabllesl
cinemdticas [T] 5, o', ¢

Incremento de las
variables de estado

Cilculo de las fuerzas y
momentos [fap) 5, (M55

. . Lazo de
Calculo de las derivadas Runge-Kutta Cilculo del coeficiente
7 [vfg] P [wfg} B de Runge-Kutta

Actualizacién de las variables
y avance en el tiempo ——| Continuar simulacién l—
t=t+ At

FIN DE LA SIMULACION |

Figura 5: Esquema de funcionamiento del simulador

S. RESULTADOS

En esta seccidn se presentan simulaciones realizadas con el objetivo de verificar el correcto
funcionamiento del c6digo. Las primeras pruebas consisten en comprobar el cumplimiento de
trayectorias orbitales conocidas y verificar la ortogonalidad de la matriz de cosenos directores.
Posteriormente se analiza el modelo de dindmica del vuelo evaluando la respuesta a momentos
aplicados y verificando la conservacién del momento angular. Finalmente se utilizan los datos
de un vehiculo tipo cohete para comparar los resultados con los obtenidos por otro cédigo.

5.1. Verificacion de trayectorias orbitales

Para este analisis se estudian los casos de dos érbitas circulares de 500 km de altitud, conside-
rando un vehiculo sin empuje con coeficientes aerodindmicos nulos cuyas condiciones iniciales
de lanzamiento coinciden con las de la 6rbita correspondiente.

La velocidad orbital para h = 500 km es:

GM km
Voo = 4| =—— = 7,612 ,
b R5 + h

S
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siendo Ry el radio ecuatorial de la Tierra. La velocidad angular orbital es entonces

‘/orb

ob = ———— = 1,011 x 10735
Worb R6+h

Con el valor de V,;, se determina el médulo de la velocidad geografica dependiendo de la
orbita considerada.

5.1.1. Orbita ecuatorial retréograda

En una 6rbita ecuatorial retrograda el objeto se mueve en una trayectoria contenida en el
plano del ecuador en sentido contrario a la rotacidn terrestre. De este modo, el 4ngulo de rumbo
es ¢ = —90deg y el médulo de la velocidad geogréfica resulta de la suma de la velocidad
orbital V,, calculadad anteriormente y la velocidad tangencial debida a la rotacién de la tierra

a la altura orbital, es decir:

km
[v5] = Vow + (B +h) wg = 8,114 ==

Ademais, el periodo para ¢ = ( se obtiene mediante:

27
Ty—g = — = 5326,1s
w6 + Worb
180 0
& — B [vE) ¢ [vBslo
500 ‘& o =25 :
0 = "
Z g 5t
= 5]
| | | | | | | = =
(3 W W W T T O W <
| | | | | | | L
-8,114
8o o g e e gy . . .
0 10000 20000 30000 40000 0 10000 20000 30000 40000
Tiempo [s] Tiempo 3]
(a) Latitud, longitud y altitud geograficas (b) Velocidad geografica

Figura 6: Resultados de la simulacién para una 6rbita ecuatorial retrégrada de 500 km de altitud

En la Figura 6 se presentan los resultados obtenidos para el caso de la orbita ecuatorial re-
trograda. Se observa tanto en el caso de la posicion (latitud, longitud y latitud) como en el de
velocidad geografica ([vg] ) que la simulacion satisface los resultados tedricos. Mds alla de
una pequefia oscilacién en el valor de altitud, la latitud permanece aproximadamente nula du-
rante toda la simulacién y la latitud varia linealmente satisfaciendo el periodo 7Ty, el cual fue
resaltado con lineas de trazo para la visualizacion. En cuanto a la velocidad geografica, tanto la
primera componente (direccién Norte) como la tercera (direccidn vertical) se mantienen nulas
tal como ocurre en una 6rbita ecuatorial circular, mientras que la segunda componente (direc-
cion Este) permanece aproximadamente constante con el valor de }vg ‘ calculado previamente
y con direccién contraria a la de rotacidn terrestre (signo negativo).
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5.1.2. Orbita polar

Para la 6rbita polar se considera una trayectoria en la cual el objeto describe un movimiento
circular que pasa por los polos terrestres. En este caso debe calcularse el dngulo de rumbo de
acuerdo a la componente de velocidad que introduce la rotacion terrestre, entonces para una

posicién del objeto con Ay = 0:
— (Rg +h)ws

= —3,770d
Vi ) cg;

1 = arctan

[vE| = \/V2, + (Bs + h)® 6_762911(—

El periodo para que se produzca A; = 0 es T /2, siendo Ty, directamente el periodo orbital

dado por
T = 2T w1 b = 0077,0s.

T T T T T T T
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o0 | £ | | 1 | | | f
500 = = osbooo ]
R
- Hm | | | | | | [
0 E = 0 P o o o OSSR
i :82 _2’5_...|... I
-90 3 TS A PR —[vE ] Bl [vBsl e
el | T T T T 1
-180 . . 0 ’ | | L1 | | 1
0 10000 20000 30000 40000 0 10000 20000 30000 40000
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(a) Latitud, longitud y altitud geograficas (b) Velocidad geografica

Figura 7: Resultados de la simulacion para una 6rbita polar de 500 km de altitud

De igual manera a lo realizado en el caso de la 6rbita ecuatorial, en la Figura 7 se presentan
los resultados obtenidos por el simulador para posicion y velocidad geograficas. Puede obser-
varse nuevamente que la simulacidn reproduce correctamente los resultados tedricos, en el caso
de la posicion otra vez se registra una pequefa oscilacion en el valor de altitud pero hay que
tener en cuenta en este caso que parte de esa oscilacién se debe al modelo de Tierra eliptica.
Por otro lado, la latitud y la longitud verifican el comportamiento esperado, es decir, variacion
lineal de la latitud entre sus valores maximos con un periodo igual a 7, con la longitud cam-
biando de signo cuando el objeto pasa por el polo. En cuanto a las componentes de velocidad
geografica, los resultados también son satisfactorios, pudiendo apreciarse el cambio de signo en
la primera componente de [vg}  con valor igual a Vi, cuando el objeto pasa por el polo, y la
variacion de la segunda componente desde un valor mdximo para Ay = 0 hasta hacerse nula en
el polo. Naturalmente la componente vertical de la velocidad permanece igual a cero.

5.2. Comprobacion de la ortogonalidad de la matriz de cosenos directores

En esta seccidn se analiza el cumplimiento de la ortogonalidad de la matriz de transformacién
del sistema fijo al cuerpo al sistema inercial. La propiedad de ortogonalidad establece

[T]BI [T]E] = [E] )
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donde [E] es la matriz identidad.

x10” x107
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Figura 8: Verificacion de la ortogonalidad de la matriz de transformacion [T'] 5, para los casos de orbitas circulares
de 500 km de altitud

Haciendo [R] = [Ty, [T]}; — [E], los elementos de [R] deberian ser todos nulos para el
caso de ortogonalidad perfecta. Sin embargo, la integraciéon numérica y el redondeo introducen
errores que no permiten cumplir estrictamente esa condicion. En la Figura 8 se grafica el error
de ortogonalizacion de la matriz [T] 5, mostrando el elemento de mayor valor absoluto de la
matriz [ R] para los dos casos de trayectorias orbitales analizados previamente. Puede observarse
en la figura que en todo momento este error se mantiene muy reducido con picos miximos de
1,5x 1077, lo cual es muy pequefio si ademds se tiene en cuenta que para todas las simulaciones
se utiliza precision simple.

5.3. Respuesta a momentos aplicados

En esta seccion se analiza la respuesta a momentos externos, para lo cual se evalda la veloci-
dad y la aceleracion angular del vehiculo cuando se aplica una curva de momento determinada
en cada eje. Se considera un cuerpo esférico homogéneo, el cual tiene un tensor de inercia
diagonal y presenta el mismo comportamiento en cada uno de sus ejes.

0
75 -
_10 -
15 : : : : ~0.4 -15 ? i : i -0.4
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Tiempo s Tiempo [s]
(a) Funcion escal6n (b) Variacion lineal

Figura 9: Respuesta a momento externo aplicado

La aceleracion angular % [wé}  presenta la misma forma que la curva de momento aplicada,
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escalada segun el momento de inercia del objeto. En la Figura 9 se muestra la variacion de la
velocidad angular para una curva de momento tipo escaldn y tipo rampa.

Para el caso de un momento aplicado constante, segin se desprende de las Ecs. (14) y (15),
la velocidad angular debe variar linealmente tal como se observa en la figura para el caso de la
funcion escalén, donde se produce la variacion lineal hasta que deja de aplicarse el momento y
la velocidad permanece constante. Posteriormente se aplica el momento opuesto y la pendiente
de la velocidad angular cambia de signo. En el caso de un momento que cambia linealmente, la
velocidad angular varia de manera cuadratica, observandose los puntos de inflexién de la curva
cuando la pendiente de momento cambia de signo.

5.4. Simulacion de un vehiculo lanzador

En este apartado se realiza la simulacién de vuelo de un vehiculo lanzador de dos etapas
considerando dos condiciones de lanzamiento diferentes: la primera con dngulo de vuelo v =
75 deg en direccion Este (1 = 90 deg), y la segunda con v = 60 deg en direccién Norte (¢ = 0).
El dngulo de ataque inicial es nulo en ambos casos.

El tiempo de duracién de la primera etapa es de 32s y el de la segunda de 40 s, totalizando
un tiempo de combustion de 72 s. En las Figuras 10 y 11 se grafican la altitud, latitud y longitud
geograficas, y el médulo de la velocidad geografica vE con sus respectivos dngulos vy, y ¢y Al
igual que para las simulaciones anteriores, se utiliza un paso de integaciéon At = 0,01s

Observando las figuras, se destaca en el caso de la velocidad geografica el cambio de pen-
diente para cuando finaliza la primera etapa (t = 32s) y posteriormente se registra el efecto del
cambio de geometria del vehiculo. Mds adelante en el tiempo se aprecia el fin de la combustién
(t = 72s) y la consecuente desaceleracion, hasta alcanzar la altitud méxima. En cuanto a los re-
sultados de posicion, para la altitud se observa la variacion tipica en forma parabdlica mientras
que la latitud y la longitud tienen una variacion de acuerdo al 4ngulo de rumbo de lanzamiento
1p. Resultados practicamente coincidentes a los de las las Figuras 10 y 11 fueron obtenidos
utilizando otros simuladores (Zipfel, 2007; Zapico et al., 2008).
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Figura 10: Simulacion para vy = 75deg y 1o = 90deg
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Figura 11: Simulacién para vo = 60degy ¢g = 0
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6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha implementado un simulador de vuelo de seis grados de libertad que
utiliza un modelo de Tierra segun el elipsoide de referencia WGS 84, basando las ecuaciones
de movimiento en el marco de referencia inercial J2000. Para la obtenciéon de la matriz de
transformacion del sistema inercial al sistema fijo al cuerpo se emplean los elementos del vector
cuaternion.

La evaluacion del cédigo se llevé a cabo mediante la simulacién de trayectorias de Orbitas
circulares cuyas condiciones son conocidas. Posteriormente se analizé la respuesta del vehiculo
a momentos aplicados externos y finalmente se realizé la simulacién de un vehiculo lanzador
de dos etapas.

Los resultados de las trayectorias orbitales fueron satisfactorios en todos los casos, cum-
pliéndose las condiciones de altitud y periodo orbital, ademds de las variaciones correctas de
latitud, longitud y velocidad geogréfica. En el caso de la altitud se registra una pequefia osci-
lacién en el caso de la 6rbita ecuatorial, la cual puede atribuirse a los errores de redondeo ya
que el simulador realiza los cdlculos en simple precision. En este andlisis se verificé también la
ortogonalidad de la matriz de transformacion del sistema inercial al sistema fijo al cuerpo.

La respuesta a momentos externos también arrojo resultados correctos. Se evaluaron dos ca-
sos: momento aplicado constante y momento con variacion lineal, registrandose las variaciones
lineal y cuadratica de la velocidad angular correspondientes. Este comportamiento fue evaluado
en cada uno de los ejes del vehiculo.

Para finalizar se realizé la simulacién de vuelo de un vehiculo lanzador de dos etapas para
dos condiciones iniciales de lanzamiento. En ambos casos los resultados presentaron la forma
esperada y ademaés fueron corroborados mediante la utilizacion de otros simuladores.

Para concluir, es vdlido decir que el simulador de seis grados de libertad implementado
presentd resultados satisfactorios en las pruebas realizadas. La extension de este simulador para
considerar otros fuerzas ademds de las aerodindmicas y propulsivas, como por ejemplo efectos
de separacion, sloshing, etc., es de relativa sencillez ya que la programacion del c6digo ha sido
realizada en forma modular. Por otro lado, los tiempos de ejecucién del c6digo son bastante
reducidos, lo que permitié su implementacion en una simulacién de tiempo real con posibilidad
de utilizar HiLL (hardware in the loop).
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