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Palabras clave. Mal condicionamiento, regularizacién, variacién total, método de Tikhonov.

Resumen. Los métodos de regularizacion de tipo variacién acotada (BV) fueron introduci-
dos originalmente por L. Rudin, S. Osher y E. Fatemi en 1992 (L. I. Rudin et al., Proceedings
of the 11th Annual International Conference of the Center for Nonlinear Studies, Physica D,
60:259-268 (1992)) y estudiados luego por R. Acar y C. R. Vogel en 1994 (R. Acar and C.
R. Vogel, Inverse Problems, 10:1217-1229 (1994)). Estos métodos pueden verse como méto-
dos de Tikhonov-Phillips generalizados en los que se utiliza como penalizantes la norma o la
seminorma de variacion acotada o bien una perturbacién diferenciable de la seminorma. En
los dltimos 15 afos, los métodos BV han sido empleados exitosamente en una gran variedad
de aplicaciones, especialmente en procesamiento y restauracion de imagenes y en Medicina, en
problemas en los cuales es deseable preservar bordes y discontinuidades. No obstante es bien
conocido que los métodos de Tikhonov-Phillips regulares pueden formularse como problemas
de optimizacién sin restricciones, para el caso particular de penalizantes de tipo BV surgen
dos tipos de inconvenientes: el primero de cardcter analitico estd relacionado con la existencia
y unicidad de minimizantes y el segundo de indole numérico-computacional puesto que tales
funcionales no son derivables.

Este trabajo tiene dos objetivos fundamentales. En primer lugar presentar brevemente al-
gunos resultados sobre existencia, unicidad y estabilidad de los minimizantes globales de fun-
cionales Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV. En segundo lugar vere-
mos como el penalizante asociado a la seminorma BV se puede escribir como un penalizante
cuadrdtico asociado a un funcional no-lineal. Este enfoque permite escribir la correspondiente
ecuacion normal como una ecuacién no-lineal, la que a su vez induce un método iterativo para
aproximar la correspondiente solucion. Esta solucidn, a su vez puede verse como el estado
estacionario de una ecuacidn de difusion no lineal. Ciertas variantes de este enfoque dan lugar a
los métodos de regularizacion de Perona-Malik (P. Perona and J. Malik, IEEE Transactions on
Pattern Analysis and Machine Intelligence, 12:629-639, (1990)). Finalmente se mostrardn va-
rios resultados de estos métodos iterativos en problemas de restauracion de sefiales e imdgenes.

Copyright © 2012 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Copyright © 2012 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.a

1 INTRODUCCION

Problemas inversos mal condicionados (“ill-posed") surgen en una gran variedad de aplica-
ciones en diversas dreas de la Ciencia y la Tecnologia tales como Medicina, Geologia, Geofisica,
Astronomia, etc. Es principalmente por esa razon que el tratamiento matematico de los mismos
y el disefio de algoritmos y métodos de regularizacion apropiados para cada caso, reviste gran
interés.

En un contexto bastante general, un problema inverso puede formularse de la siguiente ma-
nera: determinar z en una ecuacion de la forma

Tz =y, oY)

donde 7" es un operador lineal y acotado entre los espacios de Hilbert X e ) de dimension
infinita (en general estos serdn espacios de funciones), el rango de 7', R(7T'), es no cerrado e
y € Y es el dato conocido exactamente o quizas inevitablemente con un cierto grado de error,
el que puede originarse en errores de medicion y/o en procesos de discretizacion y redondeo.

Es bien conocido que bajo estas hipétesis el problema (1) es mal condicionado (“ill-posed")
en el sentido de Hadamard (Hadamard (1923)). La causa de este mal condicionamiento es la
no acotacién del operador T, la inversa generalizada de Moore-Penrose de 7. Esta inversa
generalizada se define como la tnica extension lineal del operador (7 ] N(T)L )_1 : R(T) —
N(T)* al subespacio denso de Y dado por D(T7) = R(T) & R(T)*, donde N(T) es el
nucleo de 7. La inversa generalizada de Moore-Penrose es de fundamental importancia en el
tratamiento matemaético de los problemas inversos mal condicionados. Esta importancia radica
principalmente en la estrecha relacion existente entre la inversa generalizada de Moore-Penrose
y las soluciones de cuadrados minimos. En efecto, es bien conocido que el problema (1) tiene
soluciones de cuadrados minimos si y solo si y € D(T'") y, en tal caso, existe una tnica solucién
de cuadrados minimos de minima norma, conocida como la mejor solucién aproximada del
problema (1), la cual estd dada por ' = Ty, Ademds, el conjunto de todas las soluciones de
cuadrados minimos del problema (1) esta dado por 2 + A/ (T') y toda solucién de cuadrados
minimos del problema (1) satisface la llamada ecuacion normal

T Tx =Ty, 2)

donde 7™ es el operador adjunto de 7.

La no acotacién de 7" genera problemas de estabilidad en la aproximacién y tratamiento
numérico del problema (1). Asi, pequefias perturbaciones en el dato y pueden resultar en errores
muy grandes en la correspondiente solucion aproximada. Resulta imprescindible antes de re-
solver un problema inverso mal condicionado proceder a restaurar la estabilidad del mismo. Las
herramientas matemadticas apropiadas para tal propdsito son los llamados “métodos de regula-
rizacion". Estos métodos consisten esencialmente de una familia uniparamétrica de operadores
continuos (no necesariamente lineales) que aproximan a 7'". Un estudio comprensivo y exhaus-
tivo sobre la amplia teoria matematica de los métodos de regularizacion puede encontrarse en
el libro de Engl, Hanke y Neubauer (Engl et al. (1996)).

Entre los métodos de regularizacion mds tradicionales mencionamos los métodos de Tikho-
nov-Phillips, descomposicion en valores singulares truncada, el método de Showalter, el método
de Landweber, etc. Estos métodos pueden derivarse en un contexto muy general a partir de
la descomposicion espectral (Dautray and Lions (1990)) de la inversa generalizada de Moore-
Penrose. Sin embargo, el método mds ampliamente conocido y utilizado es sin dudas el de
Tikhonov-Phillips, propuesto originalmente por Phillips en 1962 (Phillips (1962)) y Tikhonov
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en 1963 (Tikhonov (1963)). Este método es ampliamente utilizado en la practica y en problemas
concretos por diversas razones, siendo quizds la principal de ellas el hecho que también puede
formularse de manera muy sencilla como un problema de optimizacién sin restricciones. En
efecto, la solucion regularizada del problema (1) obtenida aplicando el método de Tikhonov-
Phillips es el minimizante global x,, del funcional

JIP(2) = || T2 — y||* + a[|z]?, 3)

donde « es una constante positiva conocida como pardmetro de regularizaciéon. El término
penalizante « || || en (3) cumple dos objetivos fundamentales: por un lado induce estabilidad
en el cdlculo de las correspondientes soluciones regularizadas y por otro lado este “selecciona”
como limite (para @ — 0) a la solucién de cuadrados minimos de minima norma, esto es
lim z, = .

a—0t

Una restricciéon que presentan todos los métodos de regularizacion tradicionales radica en
el hecho que ninguno de ellos permite soluciones discontinuas o no regulares en general. Esta
puede ser una restriccién no deseable en algunas aplicaciones en procesamiento de sefales,
restauracion de imdgenes e identificacion de pardmetros (Dobson and Santosa (1994), Gutman
(1990)), en las que se sabe (o se supone) que la solucién exacta posee discontinuidades, vértices
o gradientes pronunciados. Las soluciones regularizadas obtenidas con tales métodos resultardn
en aproximaciones muy pobres o de baja calidad cerca de puntos o regiones donde la solucién
presenta pérdidas de regularidad. Si se desea preservar tales discontinuidades o bordes, entonces
los métodos cldsicos de regularizacion no son la mejor opcion. En estos casos es de particular
relevancia el estudio y diseno de estrategias que introduzcan estabilidad sin “regularizar”, quizds
mediante la utilizacion de diferentes penalizantes en el funcional de Tikhonov-Phillips (3). Esta
linea de razonamiento ha originado en los dltimos 15 afios una gran variedad de métodos con
penalizantes generales que pueden ser considerados como “variantes" del tradicional método de
Tikhonov-Phillips y que se conocen como métodos de Tikhonov-Phillips generalizados. Tal es
el caso de los penalizantes asociados a seminormas del tipo || Lz||, inducidas por un operador
diferencial L. El uso de ||z 5, (donde |-|| 5,, denota la norma de variacién acotada) en lugar
de ||z||* en (3) ha dado lugar a los llamados métodos de regularizacién por variacién acotada
(BV), conocidos también como regularizacién por variacion total, introducidos originalmente
por L. Rudin, S. Osher y E. Fatemi en 1992 (Rudin et al. (1992)) y ampliamente estudiados
luego por R. Acar y C. R. Vogel en 1994 (Acar and Vogel (1994)). Para el caso de penalizantes
arbitrarios W (z), la existencia, unicidad y estabilidad de los minimizantes de los correspon-
dientes funcionales fueron estudiadas recientemente por G. Mazzieri, R. Spies y K. Temperini
(Mazzieri et al. (2012)).

La organizacién de este trabajo es la siguiente. En las secciones 2 y 3 presentaremos breve-
mente algunos resultados sobre existencia, unicidad y estabilidad de los minimizantes globales
de funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes “de tipo BV”: la norma o
seminorma de variacion acotada, y perturbaciones diferenciables de la seminorma. En la sec-
cién 4 presentaremos brevemente el enfoque bayesiano para el tratamiento de problemas inver-
s0s y, en particular mostraremos como este enfoque, mediante el uso de modelos autoregresivos
de Markov puede utilizarse para construir métodos estadisticos de regularizacion, particular-
mente apropiados para el caso de soluciones exactas que presenten saltos, discontinuidades,
vértices o regiones de gradiente pronunciado. En la seccién 5 mostraremos como la seminorma
BV se puede escribir como un penalizante cuadratico asociado a un funcional no lineal. Este en-
foque permite escribir la correspondiente ecuacién normal como una ecuacién no lineal, la que
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a su vez induce un método iterativo para aproximar la correspondiente soluciéon. Mostraremos
también como estos métodos iterativos resultan ser casos particulares de los métodos resul-
tantes del enfoque bayesiano para cierto tipo de distribuciones a-priori y ciertos valores de los
parametros e hiperparametros. Ciertas variantes de este enfoque dan lugar a los métodos de
regularizacion de Perona-Malik (Perona and Malik (1990)). Finalmente en la seccion 6 se pre-
sentardn varios resultados numéricos de estos métodos iterativos en problemas de restauracién
de sefiales e imdgenes.

2 EXISTENCIA, UNICIDAD Y ESTABILIDAD DE MINIMIZANTES GLOBALES DE
FUNCIONALES SOBRE EL ESPACIO DE FUNCIONES DE VARIACION ACO-
TADA

En esta seccion recordaremos brevemente algunos resultados de existencia, unicidad y es-
tabilidad de los minimizantes globales de funcionales generales sobre el espacio de funciones
de variacién acotada. La mayoria de estos resultados pueden encontrarse en las referencias
Acar and Vogel (1994) y Larrdan (2011). Previamente necesitaremos introducir algunas defini-
ciones y resultados fundamentales sobre existencia y unicidad para funcionales generales.

Definicion 2.1. Sean X un espacio normado y J un funcional definido sobre un conjunto no
vacio D C X. Diremos que:

(1) El funcional J es (débilmente) semicontinuo inferiormente en x € D si para toda suce-

sion {z,} C D tal que x,, “) & cuando n — oo se tiene que J(z) < liminf J(x,).

n—oo

(ii) El funcional J es (débilmente) semicontinuo inferiormente en D si J es (débilmente)
semicontinuo inferiormente en cada punto x € D.

En el resto de esta seccién supondremos d = 1,2 6 3, Q2 C R? un conjunto abierto, con-
vexo y acotado con frontera 02 Lipschitz continua, 1 < p < % (con d%'ll = 4oosid=1),
X = LP(Q), D = BV(Q), donde BV (Q2) es el espacio de las funciones de variacion aco-
tada sobre €, i.e. BV(Q) = {z € L'(Q) / Jo(z) < oo}, donde Jo(x) = sup [, (—x dive) ds

gev

es la seminorma BV de z y V = {0 = (vy,...,v) € C5(Q,R) : [T(s)| <1 Vs € Q}. Si
z € BV(1), lanorma BV de z se define como ||z gy ) = [|2[| 110y + Jo(2) y si z es sufi-
cientemente suave (e.g., z € C1(2)) se tiene que

Jo(z) = / |Vz| ds. )
Q

Definicion 2.2. (BV-ACOTADO) Diremos que M C BV () es un conjunto BV -acotado si
existe una constante k > 0 tal que ||z|| ) < k para todo x € M.

Definiciéon 2.3. (BV -COERCITIVIDAD) Diremos que J : L*(2) — R es un funcional BV -
coercitivo si para toda sucesion {z,} C BV () tal que lim ||,y o) = +00 se tiene que

lim J(z,) = +oo.

n—oo

En el siguiente teorema se establecen condiciones suficientes que garantizan la existencia y
unicidad de los minimizantes globales de un funcional general definido sobre LP(£2).
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Teorema 2.4. (EXISTENCIA Y UNICIDAD) Sea J : LP(§2) — R un funcional BV -coercitivo.
Entonces cualquiera de las dos condiciones siguientes es suficiente para la existencia de un
minimizante global de J sobre BV ({2).

(Cl Sil<p< ﬁ y J es semicontinuo inferiormente.

(C2) Sip= ﬁ, d > 2 y J es débilmente semicontinuo inferiormente.

En ambos casos, el minimizante es vinico si J es estrictamente convexo.

Como se menciond previamente, el objetivo fundamental del término de penalizacién en los
funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados es el de inducir estabilidad en el cédlculo de las
correspondientes soluciones aproximadas. Por lo tanto es necesario verificar que los penalizan-
tes que se utilicen sean tales que se satisfaga tal condicion. Por esta razon, es de particular in-
terés el andlisis de estabilidad de los minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips
generalizados bajo diferentes tipos de perturbaciones. Para proceder con algunos resultados en
esta direccion necesitaremos las siguientes definiciones.

Definicion 2.5. (BV -COERCITIVIDAD) Sea {.J,,} una sucesion de funcionales definidos sobre
LP(QY). Diremos que la sucesion {J,,} es BV -coercitiva si para toda sucesion {x,} C BV (Q)
tal que lim ||z, | gy ) = 400 se tiene que lim J,(x,) = +oc.

Definicion 2.6. (BV -CONSISTENCIA) Sean J, Ji, Jo, . .. funcionales definidos sobre LP(f).
Diremos que {.J,,} es BV -consistente para J si J,(xr) — J(x) uniformemente sobre todo
conjunto BV -acotado, es decir, si dados ¢ > 0y € > 0, existe N = N(c, €) tal que para todo
n > N yparatodo z € BV(Q) con ||z| gy (o) < c se tiene que | J,(z) — J(z)| <e.

El siguiente teorema es un resultado de estabilidad para los minimizantes globales de fun-
cionales generales definidos sobre L?(£2).
Teorema 2.7. (ESTABILIDAD) Sean p € [1, d;fl) vy J, J1, Jo, ... funcionales definidos sobre
LP(2). Supongamos que J y cada uno de los funcionales J,, son BV -coercitivos, semicontinuos
inferiormente y tienen tinicos minimizantes globales sobre BV (X)), T y x,, respectivamente.
Supongamos ademds que la sucesion {J,} es BV -coercitiva y BV -consistente para J. En-
tonces x, — T en LP(Q)) paran — oc.

Sid>2yp= d%‘ll, reemplazando la hipotesis de semicontinuidad inferior por la de

_d_
semicontinuidad inferior débil de J y los J,,, se tiene que x, — T en La1() paran — oo.

3 FUNCIONALES DE TIKHONOV-PHILLIPS CON PENALIZANTES DE TIPO BV

En esta seccion presentaremos resultados de existencia, unicidad y estabilidad de los mini-
mizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo
BV'. Mas detalles sobre estos resultados como asi también las correspondientes demostraciones
pueden encontrarse en las referencias Larrdn (2011) y Acar and Vogel (1994).

Proposicion 3.1. Sean p € [1, %]’ Y espacio de Hilbert, T : LP(Q)) — Y un operador lineal,
acotado e inyectivo, « > 0,y € Y y JPV : LP(Q) — R definido por

T2V (@) = | Tx = yI* + a2l gy - ©)

Entonces JBY tiene un vinico minimizante global sobre BV (£2).
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Obs. 3.2. Notar que si bien la norma ||| 5y, ) no es estrictamente convexa, es la inyectividad

de T la que hace que JBV sea estrictamente convexo y por lo tanto, que su minimizante global
sea Unico.

A continuacién presentamos tres resultados de estabilidad para los minimizantes globales
del funcional JBY bajo diferentes tipos de perturbaciones. El primer resultado de estabilidad
que analizaremos es bajo perturbaciones en el dato y. Este es sin duda el mds importante puesto
que el problema (1) es mal condicionado, y por lo tanto x no depende de manera continua de .
Proposicion 3.3. (PERTURBACIONES EN EL DATO y) Seanp € [1, d;fl}, Y espacio de Hilbert,
T € L(LP(R2),)) inyectivo, « > 0,y € Y,y =y + &, Vn € N, ||&|| — 0 paran — oo,
JBV como en (5) y para cadan € N, sea J,, : LP(Q) — R una perturbacion de JB definida
por Jo(z) = ||[Tz — y||* + %] y () Sean Z,x, los iinicos minimizantes globales de JBV
y Jn, respectivamente, sobre BV (Q2). Entonces x, — T en LP(QQ) para n — oo (débilmente si

p= ;%)

Proposicion 3.4. (PERTURBACIONES EN EL PARAMETRO DE REGULARIZACION «) Sean p €
[1 d ], Y espacio de Hilbert, T € L(LF(2),Y) inyectivo,y € Y, {a,,} C R, o, > angin > 0

Y
Vn €N, a,, — a paran — oo, JBV como en (5) y para cadan € N, sea J, : LP(Q)) — R
una perturbacion de JBV definida por J,(z) = | Tz — y||* + an 2] gy (- Si T, T s0On los

linicos minimizantes globales de JBV' y J,, respectivamente, sobre BV (), entonces x,, — T
en LP(Q) para n — oo (débilmente si p = 7).

Proposicién 3.5. (PERTURBACIONES EN EL OPERADOR T) Sean p € [1, %), Y espacio de
Hilbert, T € L(LP(R2),)) inyectivo, o > 0, y € Y, {T,,} C L(L*(Q),)) tal que T,, — T
uniformemente (i.e. | T, —T|| "= 0), T, inyectivo ¥Yn € N, JBY como en (5) y para cada
n €N, sea J, : L’(Q) — R una perturbacion de JBV definida por J,(x) = || T,z — y|” +
a|z|| Bv (@) St T, Tn son los iinicos minimizantes globales de JBV'y J,, respectivamente, sobre
BV (Q), entonces x,, — T en LP(Q)) paran — oo.

3.1 Penalizacion con la seminorma BV y perturbaciones diferenciables

Es razonable cuestionarnos sobre la posibilidad de inducir estabilidad utilizando como pena-
lizante sélo la seminorma BV, es decir el funcional Jy. Esto nos lleva a considerar el siguiente
funcional definido sobre L?({2)

JP(x) = || T = ylI* + o Jo(x). (6)

Surgen inmediatamente todas las cuestiones relacionadas con los problemas de existencia, uni-
cidad y, obviamente, estabilidad de los minimizantes globales del funcional J;l]O. Como se vio
anteriormente, una condicidon necesaria para la existencia de minimizantes globales del fun-
cional J/° sobre BV (2) es que el mismo sea BV -coercitivo. Se observa inmediatamente que
la omisi6n de ||z || ;1 g, en el penalizante de J7° puede originar la ausencia de esta propiedad.
En efecto, tal es el caso, por ejemplo si el operador 7" anula funciones constantes (i.e. T'xqo = 0)
puesto que para tales funciones x se tiene obviamente que Jy(x) = 0. Serd necesario entonces
imponer condiciones adicionales al operador 1" para preservar la propiedad de BV -coercitividad
del funcional J7o.

Por otro lado, de la misma forma que en el caso de la utilizacion de la norma [|-|| 5y, ) como

penalizante (J2V definido como en (5) ), desde el punto de vista numérico-computacional surge
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ademds el inconveniente de que el funcional J7° no es derivable pues Jj no lo es. Una forma de
solucionar este problema consiste en considerar en lugar de J° funcionales de la forma

(@) = | Tx — y|* + o Js(@), (7

donde Jj es una perturbacion diferenciable de J, definida como

Ja(x) = sup/Q (—x divi+ /6 (1 — |27|2)) ds, (8)

Fev

donde [ es un pardmetro positivo.

A continuacion se presentan dos resultados que proveen condiciones suficientes, parala BV -
coercitividad y la existencia de minimizantes globales del funcional JJ? sobre B V().
Lema 3.6. Sean p € [1, d;fl], Y espacio de Hilbert, T € L(LP(2),Y), y € Y, 8 >0, Jz como
en (8), J&]B como en (7) y supongamos que T' no anula funciones constantes (no nulas), es decir
Txq # 0. Entonces JJ? es BV -coercitivo.
Teorema 3.7. Sean p € [1, ﬁ], Y espacio de Hilbert, T € L(L*(Q),)), y € Y, 5 > 0,
Jg como en (8) y JC{[’ como en (7). Si T no anula funciones constantes (no nulas) entonces
el funcional J(;]B tiene un minimizante global sobre BV (). Si T es inyectivo tal minimizante
global es tinico.

Finalizamos la seccién presentando un resultado de estabilidad para los minimizantes globa-
les del funcional J.* , bajo perturbaciones simultdneas en el operador 7"y en el dato y.

Teorema 3.8. Seanp € [1, %), Y espacio de Hilbert, T € L(LP(Q),Y), {T} C L(LF(2),))
tal que T,, — T paran — oo, [|[Toxall > v >0 Vne N a >0,y € Y {y.} C Y tal
que y, = y+ &, Vn € N, ||&,]| — 0paran — oo, 3 > 0, Jg como en (8), 7 como

en (7) y para cada n € N, sea J, : LP(Q)) — R una perturbacion de JJ definida por

Jo(@) = | Tz — yal® + @ Js(x). Sean T y x, los iinicos minimizantes globales de JPy
Jy, respectivamente, sobre BV (Q2). Entonces x,, — T en LP(Q)) para n — oc.

4 EL ENFOQUE BAYESIANO: MODELOS DE MARKOV AUTOREGRESIVOS E
HIPERMODELOS

En esta seccion presentamos suscintamente el enfoque bayesiano para el tratamiento de pro-
blemas inversos y mostraremos como se pueden utilizar modelos de Markov autoregresivos
para disefiar modelos estadisticos de regularizacion los que, bajo ciertas elecciones de las dis-
tribuciones involucradas y de los pardmetros e hiperpardmetros, resultan particularmente ade-
cuados para el tratamiento de problemas con soluciones no regulares como los descriptos en las
secciones precedentes. Por simplicidad describiremos solamente un ejemplo unidimensional,
aunque las mismas técnicas son facilmente adaptables a problemas en mds dimensiones, en
particular, a problemas de restauracion de imagenes.

Consideremos una funcién (o sefial) f : [0, 1] — Ry denotemos con = = [z1, ..., 7|7 a una
muestra uniformemente espaciada de f, i.e. z; = f (%), 1 < 5 < n. Por simplicidad supon-
dremos f(0) = 0y definimos zy = 0. El paradigma bayesiano comienza con modelar la funcién
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muestreada como un proceso estocdstico { X, Xo, ..., X,,} . Para este proceso consideraremos
un modelo de Markov autoregresivo de primer orden:

X;=X;4+02W;, 1<j<n, X;=0 )]

donde W; ~ N(0, 1) y 6; es un pardmetro conocido como la varianza del proceso de innovacion.
Las ecuaciones (9) pueden escribirse en la forma

LX = D2 W, (10)
donde D = diag(6s, ...,0,), X = [ X1, ... X,)]T, W = [Wy, ... W,|Ty
1 0
11
L= . : (11)
0 -1 1

Puesto que W ~ N (0, I), de (10) se tiene que la distribucién a-priori de X estd dada por

1 _1 2
Torior () 0% €Xp (—5 HDQ 2LmH ) . (12)

Permitiremos que f pueda presentar saltos. Si la amplitud y ubicacién de estos saltos es cono-
cida, esta informacién cuantitativa puede volcarse de manera obvia en la estimacion de los
pardmetros ¢;. Si, en cambio, la informacién es de tipo cualitativa (por ejemplo podriamos
saber que f posee saltos pero ignorar el nimero de ellos y sus ubicaciones y amplitudes), en-
tonces el paradigma bayesiano indica que las varianzas ¢; deben también pensarse como vari-
ables aleatorias O, y asignarles una distribucion en base al conocimiento previo que se tenga
sobre las mismas. En este contexto esta distribucién se denomina ‘“‘hiperdistribucién”. Deno-
taremos entonces con mhyper(¢) @ la hiperdistribucién del vector aleatorio © = [y, ..., @n]T. La
distribucién conjunta de X y O estd entonces dada por

7Tprior(£7 0) = 7Tprior(x|6)7Thyper(9)7

con la salvedad de que ahora, en lugar de (12) se tiene

det(LTD; L)\ 2 Tyt 2
Tprior (2|6) = (W) exp (—5 HD9 2Lz ) , (13)

puesto que la constante de normalizaciéon que depende de 6 ahora no puede ignorarse. En
general el cédlculo del determinante en (13) presenta serias dificultades computacionales, es-
pecialmente en grandes dimensiones. Una forma de evitar su cédlculo consiste en definir las
variables

Z;j=X;—X;1, 1<j<n, Xo=0,
_1
donde Z = [Z3, ..., Zn]T =LX =D, *W. Asi,
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La distribucion mpyper(f) del vector de varianzas debe modelarse teniendo en cuenta toda la
informacion a-priori de la que se disponga sobre los saltos que presenta f. Como dijimos pre-
viamente, supondremos que f es suave a trozos con algunas discontinuidades de saltos, lo que
sugiere que las variables ©; deben ser independientes. Supondremos ademds que la ubicacién
de los saltos es desconocida y ninguna region tiene predileccion sobre otra para la ocurrencia
de los mismos, lo cual sugiere que las variables ©; deberian ser idénticamente distribuidas.
Finalmente, suponemos que existen solo “unos pocos” saltos, lo cual sugiere para las ©; una
distribucién que permita unas pocas observaciones andmalas. Existen dos candidatos naturales
para esta distribucién, a saber: la distribucion Gamma (I") y la distribucién Gamma inversa
(invI"). Con la primera eleccion se tiene que

Jj=1

mientras que con la segunda

O ~ Invl'(a, B), Mhyper(0) o Hej_a_l exp <_§) XR7% (0).
J

=1

El método bayesiano requiere finalmente del modelo de observacion, al que en nuestro caso lo
supondremos lineal con ruido aditivo (en nuestro caso gaussiano con media cero):

Y =AX +E, E~ N(0,0%I),

de donde, expresando a X como X = L~'Z, se obtiene que la distribucién de la observacién Y’
condicionada a la variable de interés Z, denominada “distribucion de verosimilitud”, esta dada
por

1
Trlikelihood (Y] 2) OC €Xp (—ﬁ ||y - AL12H2) )

(observar que esta densidad no depende del hiperparametro #). Finalmente, la utilizacion de la
féormula de Bayes nos permite escribir la densidad a-posteriori de los vectores aleatorios (Z, ©)
condicionada a la observacién Y = y como

7T'post(za e‘y) X 7Tlikelihood(fg’Za 9) 7T<Z7 9)
= 7T1ike1ihood(y|2’) 7Tprior(2’, 9) 7Thyper(9)- (14)
A diferencia de los métodos deterministicos que resultan en una sola solucién aproximada (o
regularizada), los métodos bayesianos resultan en una distribucién de la variable de interés, de
la que deben ahora obtenerse estimadores puntuales. Uno de los més utilizados en este contexto

es el llamado estimador “MAP” (“Maximun a-Posteriori”) definido como el maximizante global
de la distribucion a-posteriori (14), 1.e. se definen

(zrmap, Orrap) = arg maxmpos (2, 0y). (15)

Una forma eficiente de calcular este estimador (zy;4p, 0174 p) €s mediante el siguiente algoritmo
iterativo ciclico:

(1) inicializar 0 = 0y, k = 1;
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(ii) actualizar (estimar si k = 1) 2¥) = arg max mpox (2, 0%V |y);
(iii) actualizar 6*) = arg max (2%, 0|y);

(iv) incrementar k en 1 y repetir desde (ii) hasta obtener convergencia (i.e. hasta satisfacer un
cierto criterio de parada).

Se puede demostrar de manera sencilla que tanto para el caso de una hiperdistribucién I'
como para el caso de una InvI', el paso (ii) del algoritmo anterior es equivalente a resolver para
2 en el sentido de minimos cuadrados, el sistema

o TAL! -1
o= |7 Y (16)

mientras que el paso (iii) puede resolverse de manera explicita, resultando

2 A
k .
0 = qays |Prg | 1<is<n,

sila densidad de 7yior (©;) €s 1a de una InvI'(cv, 3). La metodologia anterior se puede generalizar
de manera relativamente sencilla a problemas en dos dimensiones. Por razones de extension no
presentaremos aqui las correspondientes deducciones, algunas de las cuales pueden verse en
Calvetti and Somersalo (2008).

5 REGULARIZACION POR VARIACION ACOTADA Y ESTIMADORES MAP

Como ya mencionamos, los métodos de regularizacion por variacién acotada han sido em-
pleados exitosamente en los dltimos 15 afos en una gran variedad de aplicaciones, especial-
mente en procesamiento de sefiales y restauracion de imagenes y en Medicina, en problemas en
los cuales es deseable preservar bordes y discontinuidades que pudieran existir en la solucién
exacta. Los métodos BV son métodos de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes no
suaves (||-|| 3y, ¥ Jo) 0 por una perturbacién diferenciable de la seminorma, J3. En los casos
mencionados, el uso de alguno de estos penalizantes puede resultar en una mejora significativa
en las soluciones aproximadas, con respecto a las que pueden obtenerse con otros penalizantes.
Esto justifica el costo computacional extra debido al uso de penalizantes no cuadriticos y no
diferenciables.

Denotemos con =z € RY, N = n2, a la versién vectorizada de una imagen discretizada de
n x n pixeles. La contraparte discreta del penalizante .J; se define como

N
Jo(x) = jzlw/vjz- + hZ,
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donde v = Lyx, h = Ly, siendo Ly y Ly las matrices de N x N que definen las aproxima-
ciones discretas de las derivadas parciales en las direcciones vertical y horizontal, respectiva-
mente. Mds precisamente, Ly y Ly estdn dadas por Ly = [,, ® L, Ly = L ® I,,, donde I, es
la matriz identidad de n x n, L es la matriz de diferencias de primer orden dada en (11) y “®”
denota el producto de Kronecker. Considerando la versién discreta del modelo lineal y = Az,
se tiene que la solucion regularizada con el método BV con penalizante .J, es el minimizante
global de la contraparte discreta del funcional de Tikhonov-Phillips generalizado J(‘;]O definido

como en (6), es decir
N
x({o:argmm{HAx—y||2+5Z@/v]2-+h§}. (17)
j=1

El pardmetro de regularizacion § puede seleccionarse, por ejemplo, mediante el Principio de
Discrepancia de Morozov (Morozov (1996)) o el método de la curva “L” (Engl et al. (1996)).
Asimismo, la solucién regularizada con el método de Tikhonov-Phillips con penalizante cua-
drético, ||-||°, es el minimizante global de la contraparte discreta del funcional J7* definido
como en (3), esto es

N
:B(;TP—argmmin{HA:B—y‘F—l-(SZ(v?—i—h?)}. (18)

Jj=1

Notar que mientras que en (18) s6lo se requiere la solucion de problemas lineales de minimos
cuadrados, en (17) se requiere la solucién de sistemas no lineales lo cual resulta sumamente
oneroso desde el punto de vista computacional. Es bien sabido que el minimizante global 217
de (18) satisface la forma regularizada, con Tikhonov-Phillips, de la ecuacién normal lineal (2)

ATAx + 62 = ATy,

A continuacién mostraremos como el penalizante asociado a la seminorma BV en (17) se
puede escribir como un penalizante cuadritico asociado a un funcional no lineal. Para ello
expresemos el penalizante .Jy de la siguiente manera:

2
Z,/U he - Z \;;Thh? — WA,
Ly

donde M = | € R2V*N y W, = I, ® diag <\/ : ey ) € R?V*2N_ En conse-
H HT

cuencia, para el método de Tikhonov-Phillips con penahzante Jo, la correspondiente ecuacion
normal no lineal puede escribirse en la forma

ATAz + 06 MTW, Mz = ATy, (19)

De la ecuacion (19) deducimos el siguiente método iterativo para aproximar la correspondiente
solucion.

(1) Inicializar z = g, k = 1.

(i) Actualizar z:
(ATA+ 6 M™ W0y M) 2™ = ATy, (20)
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(iii) Incrementar k en uno y repetir desde (ii) hasta obtener convergencia (i.e. hasta satisfacer
un cierto criterio de parada).

Se puede probar que este método iterativo para aproximar el minimizante global del fun-
cional (17) es equivalente al algoritmo ciclico iterativo para aproximar el estimador MAP de
la distribucion a-posteriori en el caso bidimensional cuando la hiperdistribucién de las com-
ponentes del vector de varianzas es una Gamma de parametros & = 2y § = 25%4. De igual
modo, para el caso unidimensional, se puede probar que la solucién regularizada por variacién
total con penalizante J; (i.e. el minimizante global del funcional (6)), coincide con el estimador
MAP cuando la hiperdistribucion de las varianzas se elige como una Gamma con parametros
o= % ypg= %. En este sentido entonces, una solucion regularizada por variacion total puede
verse como un estimador MAP de un hipermodelo bayesiano. Estas observaciones son impor-
tantes pues nos permiten aproximar las soluciones regularizadas por variacién total utilizando
los algoritmos ciclicos iterativos derivados del enfoque bayesiano los que, a menudo son muy
rapidos y eficientes.

Por otro lado, es importante observar que la solucién de (19) puede verse como el estado
estacionario de la siguiente ecuacion de difusion no lineal

dz

dt

por lo que también podria utilizarse un algoritmo de marcha de ecuaciones diferenciales para
llevar cualquier estado inicial cerca del estado estacionario.

Finalizamos la seccion mostrando que ciertas variantes de este enfoque dan lugar a los méto-

dos de regularizacion de Perona-Malik, otros métodos ampliamente utilizados en procesamiento

de imagenes (Perona and Malik (1990)). Estas variantes se obtienen cambiando en la matriz W,

(t)=(A"A + 6 M" W,y M ) x(t) — ATy,

de (19) el funcional no lineal asociado. Por ejemplo, si W, = I,®diag (1+ @ )12+ z )2)) €
v vV i HZT j

R2V*2N 1a solucién de la ecuacién normal no lineal (19) es la solucién regularizada por el
método de Perona-Malik. En efecto, la ecuacion (19) induce ahora un método iterativo que es
equivalente al método de iteracidn ciclica de la seccion anterior cuando la hiperdistribucién de
las varianzas se elige como una Gamma inversa con parametros o = T;% —2ypf= i

En consecuencia, tanto el método de regularizacion por variacion acotada con penalizante
Jo y el método de Perona-Malik pueden ser vistos como métodos para estimaciones MAP en
hipermodelos jerdrquicos Bayesianos.

6 APLICACIONES EN PROBLEMAS DE RESTAURACION DE SENALES E IMA-
GENES

A continuacién, presentamos algunos resultados numéricos de estos métodos iterativos en
problemas de restauracion de sefiales e imédgenes.

Ejemplo 1: Para este caso utilizamos un modelo de tipo convolucién dado por

1
o) = [ hito)f)as e
0
donde A(t, s) es un nidcleo gaussiano de la forma h(t, s) = \/2i - exp (— (t; 52)2) . Procedemos
o Ub

a discretizar el modelo (21) en forma usual (cuadratura y colocacién), resultando en un modelo
discreto de la forma

y = Az, 22)
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donde A es una matrizde n X n, z,y € R" (z; = f(t;), y; = g(t;), t; = %, 1 <5 <n).
Para este caso tomamos n = 100, o, = 0.05 y utilizamos el algoritmo ciclico descripto en la
seccion 4, con una hiperdistribucién Gamma de pardmetros o = % y # = 0.1864. El dato y se
obtuvo contaminando con ruido blanco aditivo del orden de 1 % (del rango del dato sin ruido).
En la Figura 1 se muestran el dato y la solucion exacta que, en este caso es constante a trozos.
En la Figura 2 se muestran las aproximaciones obtenidas con el algoritmo MAP después de 13

——=Solucién exacta
Dato con ruido

Figure 1: Solucién exacta (- -) y dato (linea sélida).

iteraciones y la solucidn obtenida con el método clasico de Tikhonov-Phillips (el pardmetro de
regularizacion utilizado en este caso fue obtenido por el método de la curva L, § = 0.0208). Se
observa claramente como la aproximacién obtenida con el método MAP es capaz de capturar
satisfactoriamente los saltos presentes en la solucién exacta, mejorando significativamente a la
solucion regularizada obtenida con el método clasico.

,,,,,,

——-Solucién exacta
2 |——MAP, iteracion 13 (BV)
“““““ Tikhonov

Figure 2: Solucién exacta (- - -) y soluciones regularizadas con MAP (BV) y Tikhonov-Phillips.
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Ejemplo 2: Para este ejemplo utilizamos nuevamente el modelo del Ejemplo 1 con para-
metros n = 100, o, = 0.03, a = % y 8 = 0.1858. En la Figura 3 se muestran el dato y la
solucidn exacta que, en este caso, posee tres saltos pero es suave en el intervalo [0.25,0.95].
La Figura 4 muestra la aproximacién MAP después de 13 iteraciones y la solucién regularizada
por el método de Tikhonov-Phillips cldsico. Aqui nuevamente se observa como la aproximacion
MAP es significativamente mejor donde la solucidn exacta es constante a trozos, pero de menor
calidad donde la solucién exacta es suave (en esta region se observa el cldsico efecto escalera
de la regularizacion BV).

26+

—==Solucién exacta
Dato con ruido

05+

——————

o5k

/!
1
1
1
i
]
I
|
1
1
I
1
I
1
]
i
1

Figure 3: Solucién exacta (- - -) y dato (linea solida).

Ejemplo 3: Para este ejemplo utilizamos un modelo de convolucién bidimensional con fun-
cion de dispersion puntual de tipo “turbulencia atmosférica” (nicleo gaussiano) con varianzas
vertical y horizontal o2 y o3, respectivamente. El modelo fue discretizado de la forma usual
con la misma cantidad de puntos en ambas direcciones, resultando en un modelo discreto de la
forma y = Ax donde A es una matrizde N x N, N = n?y z,y € R". Al dato del problema
inverso se lo contaminé con ruido blanco aditivo de varianza 0. Los valores utilizados en este
caso fueron n = 100, 0, = 4, 0, = 4y 0 = 0.01. En la Figura 5 se muestran las imagenes
original y degradada (dato) mientras que en la Figura 6 se muestran las restauraciones obtenidas
con el algoritmo iterativo descripto en la Seccién 5 con 9 = 0.001 después de 4 iteraciones (a)
y con el método de Tikhonov-Phillips con el mismo parametro ¢ (b). Aqui nuevamente se ob-
serva como la aproximaciéon MAP mejora la deteccion de bordes pero tiende a producir mayor
“pixelado” en regiones donde la solucion exacta es regular.
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—=-Solucion exacta
——MARP, iteracién 13 (BV)
o Tikhonov

Figure 4: Solucidn exacta (- - -) y soluciones regularizadas con MAP (BV) y Tikhonov-Phillips.

N

2 J

(a) (b)

Figure 5: (a): Imagen original; (b): Imagen degradada con ruido.
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N N

A A

(a) (b)

Figure 6: (a): Algoritmo iterativo; (b): Tikhonov-Phillips.

Ejemplo 4: Para este caso se utiliz6 el mismo modelo que en el Ejemplo 3 con pardmetros
n = 100, 0, = o, = 4.5, 0 = 0.01 y 6 = 0.001. La Figura 7 muestra las imdgenes original
y degradada (dato) mientras que en la Figura 8 se muestran las restauraciones obtenidas con el
algoritmo iterativo (a) y con Tikhonov-Phillips (b), observandose idénticas caracteristicas que

en el ejemplo anterior.
) (b)

(a

Figure 7: (a): Imagen original; (b): Imagen degradada con ruido.

|
|
(@) (b)

a

Figure 8: (a): Algoritmo iterativo; (b): Tikhonov-Phillips.
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7 CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron algunos resultados sobre existencia, unicidad y estabilidad de
los minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes
“de tipo BV”. Se present6 brevemente el enfoque bayesiano para el tratamiento de proble-
mas inversos y se mostré6 como este enfoque, mediante el uso de modelos autoregresivos de
Markov puede utilizarse para construir métodos estadisticos de regularizacion, particularmente
apropiados para el caso de soluciones exactas que presentan saltos, discontinuidades, vértices
o regiones de gradiente pronunciado. También se mostré como la seminorma BV se puede
escribir como un penalizante cuadrético asociado a un funcional no lineal, resultando en una
ecuacion normal no lineal, de la que a su vez derivamos un método iterativo para aproximar
la correspondiente solucién. Asimismo mostramos también como estos métodos iterativos son
casos particulares de los métodos resultantes del enfoque bayesiano para cierto tipo de distribu-
ciones a-priori y determinados valores de los pardmetros e hiperpardmetros. Finalmente se pre-
sentaron varios resultados numéricos de estos métodos iterativos en problemas de restauracion
de sefales e imagenes.
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