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Resumen. En el presente articulo estudiamos las frecuencias naturales de las oscilaciones transversales
en placas moderadamente gruesas de contorno poligonal apoyadas, fijando una metodologia general para
la obtencion numérica de las frecuencias naturales y modos de vibracion para contornos poligonales
arbitrarios. Obtenemos analiticamente la solucion para el caso de las oscilaciones transversales en placas
moderadamente gruesas rectangulares apoyadas y obtenemos formulas sencillas y practicas para la
determinacion de las frecuencias naturales tanto de este caso, como para el de las placas moderadamente
gruesas de contorno hexagonal, todo ello enmarcado en unas ecuaciones de célculo para placas
moderadamente gruesas deducidas por los autores en una publicacion anterior.
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1 INTRODUCCION

Las vibraciones de placas son un tema de indudable interés en el campo de la ingenieria
civil y aerondutica. Hoy dia encontramos numerosos ejemplos donde se producen este tipo de
fendmenos, véase por ejemplo el fuselaje de aviones supersonicos o los fendémenos dindmicos
a los que estdn sometidas las estructuras en Ingenieria Civil, donde existen elementos
estructurales que podemos estudiar como placas o laminas Clough (1993).

Los primeros estudios sobre vibraciones libres en elementos estructurales datan de los afios
1800. Kirchhoff (1850) introdujo la célebre ecuacion biharmonica que relaciona los
corrimientos verticales de la placa con las cargas transversales aplicadas. Sin embargo, esta
teoria solo es valida para placas delgadas; los corrimientos obtenidos son menores que en la
realidad y hace una sobrestimacion de las tensiones, frecuencias naturales y cargas de pandeo.
Fue Reissner (1945), quien introdujo la deformaciéon por corte en placas y quien propuso
incluso la formulacion dindmica del problema incluyendo en el término de la energia cinética
la inercia rotacional. A partir de ahi, han surgido numerosas teorias de placas de orden
superior con infinidad de variantes que analizaban tanto el problema dindmico como estatico;
podemos citar por ejemplo, Bhimaraddi (1984), Reddy (2007). Las soluciones analiticas para
estas ecuaciones casi nunca son posibles por lo que se ha de acudir a métodos aproximados.
El Método de los Elementos Finitos (MEF), ha sido y es una herramienta muy potente para
resolver ecuaciones diferenciales o integrales Zienkiewicz (2000), Bathe (1996). Entre las
técnicas alternativas mas utilizadas en el contexto de las placas con deformacion por corte
podemos nombrar los métodos de bandas finitas, Cheung (1981), los métodos mediante
funciones spline, Lal (1997), el método de Rayleigh Ritz, Cupial (1997) y Dickinson (1982) o
los métodos de colocacion Lin (2005). E1 método de Galerkin es otra posibilidad interesante
que se puede aplicar sin dificultad y al que no se le ha prestado tanto interés como al MEF. Se
le ha englobado en los llamados Meshless Methods. Una de las ventajas de estos métodos
respecto al MEF es que no necesitan operar con ningun funcional y que la discretizacion se
realiza sobre todo el dominio del problema. Esto, en conjuncion con el uso de coordenadas
naturales ha aportado buenos resultados como veremos en esta publicacion. Al igual que con
el MEF, existen variantes para el método de Galerkin y distintas técnicas para aliviar el
bloqueo por corte. Podemos citar a Buy (2009), Tongsuk (2004 a, b) y Wang (2004) como
autores que abordan el problema.

La resolucién del problema dindmico de placas de contorno poligonal arbitrario fue
estudiado inicialmente por Leissa (1973) o Soedel (1993). Sin embargo, no tenia en cuenta la
deformacion por corte. Una revision interesante sobre vibraciones de placas con la inclusion
de la deformacién por corte la podemos encontrar en los trabajos de Liew et al (1992,
1993,1994,1995,1997). Sin embargo, las referencias a placas de contorno poligonal arbitrario
son muy escasas y la metodologia utilizada suele ser compleja.

En una comunicacién anterior, los autores propusimos unas nuevas ecuaciones de céalculo
para placas moderadamente gruesas que tenian una serie de ventajas respecto de las existentes
de 1°y 2° orden (Bolle Reissner, Vlasov). Las teorias anteriores, Panc (1975), se reducian a
las deducidas por los autores con tal que se admitiera que el giro alrededor de la normal era
nulo Martinez (2011).

En esta comunicacion, tratamos de validar las ecuaciones deducidas anteriormente pero
estudiandolas en régimen dindmico. Para ello hacemos uso del principio de D"Alembert. Por
una parte, obtenemos una solucidon analitica para placas rectangulares mediante funciones
trigonométricas y posteriormente comprobamos la solucion obtenida mediante el método de
Galerkin. Ademas exponemos un procedimiento numérico general para placas de contorno
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poligonal arbitrario. Para ello subdividimos el dominio en una malla de tridangulos de manera
que podemos discretizar cualquier figura trapezoidal.

El fenémeno conocido como bloqueo de cortante no se manifiesta y las soluciones
obtenidas tanto por el planteamiento tedérico como por métodos numéricos es Optima (con
diferencias del orden del 1 por mil).

2 DEFINICION DEL PROBLEMA DEL ESTUDIO DE LAS OSCILACIONES
TRANSVERSALES DE PLACAS MODERADAMENTE GRUESAS DE
CONTORNO POLIGONAL APOYADAS

Las ecuaciones de calculo de la teoria clasica de placas incluyendo deformacion por corte
de la placa en régimen dinamico sin fuerzas externas aplicadas tienen por expresion, Reddy
(2007):

M,  OM,, 920,
“ox oy "% VG =0

oM., OM, GRS (1)
“Tox oy TO TV =0

0Qx 6&_ vh (?Z_W
dx  dy at?

=0,

donde M,, M,, y M,, son los momentos generalizados, Q, y @, son los cortantes generalizados, y
es la densidad, I es el momento de inercia, h es el espesor de la placa, y los 6, y 6, son los
giros de la normal alrededor de los ejes y y x, wes el corrimiento vertical. Tenemos que notar
que en las teorias cléasicas de placas con deformacidon por corte y en las teorias de orden
superior, los giros estan desacoplados de los corrimientos por lo que resulta un sistema de 3
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que, en general, no tienen soluciones
analiticas. Las dos primeras ecuaciones tienen en cuenta la inercia rotacional o lo que es
equivalente, la influencia de la deformacion por corte en el fendmeno de la vibracion.

Notamos también que una vez conocidas las ecuaciones de equilibrio de una cierta teoria de
placas, podemos abordar el estudio dinamico con tal de aplicar el principio de D" Alembert. Por
tanto, para el estudio dinamico de placas moderadamente gruesas podemos obtener un sistema
de ecuaciones diferenciales equivalentes a las ecuaciones anteriores haciendo uso de las
ecuaciones diferenciales de equilibrio en desplazamientos bien de Bolle-Reissner, bien de
Mindlin, de Vlasov etc. todas ellas descritas en el libro de Panc (1974).

Si recordamos, estas ecuaciones son para la teoria de Bolle-Reissner,

09 -

0x dy 5Eh
Ap, L) 9 [90y 09y} S(-u)fy _ow (2)
X 2 0Ox| Oy 0x h? b0y
oY (1—
A9 7(1+H)i %+i =5<1 u)-[ﬂ +@]
Y 2 Oyl ox ay h2 Yoo

donde E el modulo de Young, ;. es el coeficiente de Poisson y P son las cargas aplicadas.

Todas ellas pueden ser armonizadas, es decir llevadas a unas uUnicas ecuaciones, si
adicionalmente a las hipotesis de partida de cada una de ellas, se acepta que el giro alrededor
de la normal al plano de la placa es nulo, Martinez (2011). Para el caso estatico es,
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AM =-P + e’ ‘AP (3)
10-(1+ p)
pw=M___6P (4)
D 5Gh(1+p)

b

donde M es el momento suma, que lo definiamos como

_M+M, (5)
{M‘ (&) }

Este es un sistema analogo al sistema de ecuaciones presentado por Reissman (1980).

Si, como es nuestro caso, se esta interesado en el estudio de las oscilaciones transversales,
en aplicacion del principio de D"Alembert, tenemos que tener en cuenta para establecer las
ecuaciones de equilibrio dindmico, las fuerzas verticales de inercia en lugar de las cargas
estaticas P, obteniendo para la teoria sefalada.

3
AM = yhiv ——HEYIT g (6)
101+ )
AW = _M +6V7W (7)
D 5G{l1+p)

donde D es la constante de rigidez la placa, G es el modulo de cizalladura y y es la densidad
del material, p el coeficiente de Poisson, h el espesor de la placa y w la derivada segunda del
corrimiento vertical w respecto del tiempo.
En sintesis, la resolucion del problema del estudio de las oscilaciones transversales pasa por
encontrar w y M tales que verifiquen:

- en el dominio constituido por la placa:

=y — YD ()
AM = yh-w 10-(1+u)Aw ,
pw = M, 6V ©)
D 5G{l1+p)

- enla frontera: w=M = 0.

3 RESOLUCION ANALITICA PARA PLACAS DE PLANTA RECTANGULAR
APOYADAS.

Nuestro primer propdsito es obtener soluciones analiticas para vibraciones de placas
rectangulares con influencia de la deformacion por corte. Una de las grandes ventajas que
posee nuestro sistema de ecuaciones que presentamos en las ecuaciones (8) y (9) es que la
unica variable a estudiar es el corrimiento w, por lo que es la variable a desarrollar en serie.

Dado que nuestro estudio es para placas apoyadas, (ver Figura 1) las condiciones de apoyo
en los contornos (w = M = 0) se cumplen si la solucidon se expresa mediante

w= (Cl cos (£T) +Cy s en(f-r))- D" Apysen mr -sen% (10)
M =(C;-cos (fT) +C,sen(f1)) D By, sen @.Sen% (11)
a
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Figura 1. Placa rectangular simplemente apoyada. Condiciones de contorno

Donde w es la frecuencia natural y t denominamos al tiempo. De ellas deducimos

W = —f2 ~(Cl 'cos(f'T) +C,-sen (f'T))' ZAmn ‘sen @'sen%
a

b

2 2
Aw = —(Cl-cos (fT1)+C,sen (f'T))' Z[(m_ﬂj _{n_r[j }-Amn sen — m-sen%
a

a

v = —(Ccos (1) +C2,Sen(f.T)).z[(m_ﬂf Az }.Bm 8 1Y

Sustituyendo en la ecuacion (8)

y haciendo uso de la ecuacion (9),

_|D { mmP () 1
=] 5 (5 |
' e[ [ ey
10.(1 - IJZ) a b
que nos dice que la frecuencia fundamental, para m=n=1, vale
2
f, :.5.{1+[.:j ‘| th 1 ’
™h? | p(l-p)+2 (bjz
1+ . J1+] —
b? 10~(1 - uz) a

115

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

Lo que conduce al valor de la frecuencia fundamental correspondiente a placa delgada cuando el

espesor es pequetio, Leissa (1993):
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[t - 0=1f), ::j-\/g{u[:jzﬁ (18)

Si la placa es cuadrada para p=0.25 obtenemos

2 [D 1
fiy :'2'\/:' (19)
bn vy /[1 + 0.466-Ti'?2}

4 RESOLUCION NUMERICA DEL PROBLEMA POR EL METODO DE
GALERKIN.

El sistema formado por las ecuaciones (8) y (9), es una variante del tipico problema de
Dirichlet (resolucion de la ecuacion de Poisson con condiciones tipo Dirichlet en la frontera), en
el que la unicidad de la solucion esta asegurada y es conocida como funcion de Green,
Haberman (2003). Admite su resolucion por métodos numéricos de elementos finitos y es
fuertemente convergente incluso para mallados poco tupidos, aproximando la formulacion
integral débil mediante el método de Galerkin (método muy extendido en los problemas
elipticos elementales).

4.1 Aproximacion a la formulacion integral débil mediante el método de Galerkin

Supongamos la placa, dominio de definicién del problema, discretizada mediante una
malla de n puntos (ver Figura 2).

¥
7l e
L~ w=M=0
NN/

S

N
¥

Figura 2. Subdivision del dominio de la placa rectangular.

Comenzamos por resolver en primer lugar:

e wyh?® e
MM = yhw o(+1) N (20)

Tomando V=V(x,y) , con V=0 en la frontera, formamos la ecuacién integral:

e WyR )
dn{j(AM yh-w +10‘(1+u) AN]VdA =0 (21)
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o también

_ ’ wyh?® ’
AM-V-dA = yh- WV-dA ———— N-V-dA 22
do r;[lj;n io do rij;nio 10(1 + u) do r!lj;nio ( )

Transformamos el primer miembro y el segundo sumando del 2° miembro segun la 1?
Identidad de Green

I AM-V-dA = | M y.ds - [ gradM-gradV-dA =- || gradM-gradV-dA (23)
dominio front 011 dominio dominio

I &%-VdA= | LLRVRT ([ gradvw-gradV-dA = - |[[  grad"v-gradV-dA (24)
dominio front on dominio dominio

por haber elegido V=0 en la frontera.
Nos queda entonces

vh3 .
- [ gradM-gradV-dA =vyh- [[ wVdA p YR [ gradw-gradV-dA (25)
domin io do min io 10'(1 + U) do minio
Siguiendo el método de Ritz-Galerkin adoptamos
M=Yarg(xy)+ X o (xy) (26)

nud inter

siendo a; constantes y ¢;(x,y) funciones de forma o funciones de interpolacién, por ejemplo

polinémicas a trozos, de valor unidad en el nodo en que se definen y nulas en el resto de los
nudos del dominio, incluso en la frontera. Con el subindice f denotamos los posibles nodos
que pudiéramos situar en los bordes del dominio. En este caso, en que M es nulo en la
frontera (M=0), tendriamos que al particularizar la expresion anterior a estos posibles nudos
los coeficientes ay serian idénticamente nulos y en consecuencia adoptamos

M= ¥ O(i-(pl(x,y) (27)

nud inter

que obviamente satisface las condiciones de frontera. Es claro que si particularizamos esta
expresion en cada uno de los nodos, que denominamos nodo i, debe proporcionarnos el valor
de M en ese nodo y como en ese nodo i se cumple @ =1 y resto de ¢; =0, deducimos que las

constantes a; tienen que tomar el valor de M en el nodo; es decir a; =M, denominando por
M?; el valor de M en el nodo 1. Asi pues escribimos

M= ¥ M%-q(xy) (28)

nud inter

En la misma forma adoptamos para los corrimientos w

w= ¥ w%q(xy) (29)

nud inter

Ahora bien si a las amplitudes de los movimientos de oscilacion de los nodos, w°;, las

llamamos W, podemos expresar el desplazamiento mediante
w® = Wisen(ft+p) (30)

Siendo fla frecuencia, t el tiempo y B el angulo de fase.
Por tanto, podemos poner
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w= 3 Wq (x,y)sen(ft +B
nud inter (3 1)
w=- ¥ fwlq(x,y)sen(ft +H

nud inter

Sustituyendo las ecuaciones (28) y (31) en la ecuacion (25) tendremos

Wvh3 .
-SM°;- [] gradq-gradV-dA {z 2w [ g(x,y) VA ilo“(ffu)‘fz-w:’~ Ji grad mgrade]-sen(f-t +p (36)
dom dom A dom

O también

Vi3
XM || gradg -gradV-dA {Z vh [ @(x.y)Vda o 31 (YE u)- i grad gpgradV'dA}fzwﬁlf‘sen(ft +p (37)
dom : dom

dom

siendo las funciones V cualesquiera que cumplan las condiciones de contorno impuestas. En
particular podemos tomar sucesivamente para V los valores de ¢; (x,y), obteniendo

vhi
YM® || gradg-grad@-dA = X vh [f ox,y) pdA X wyh” [l grad j@rad @A ‘fz‘\?vﬁsen(f‘t H (38)
dom dom 10'(1 + 'J) dom

Que constituye un sistema de n ecuaciones en los que intervienen los valores de los
coeficientes M° en los n puntos de la malla y que si llamamos

Wij = grad(g-grad(q-dA; CDij :d” (q(x,y)- (Q-dA (39)

dom

escribimos en forma matricial como

3
w{me )= 12 yho +EYD_y
{ l} I:y +10'(1+H)

{\?v:} -sen(f-t +Q (40)

En igual forma para la ecuacion eliptica (9) formamos la ecuacion integral

Veda = — L. V. Y it vy
d(j)ijdeA Dd({ijVdA+5.G.(l+u)d({jmedA (41)

Que transformamos en igual forma y obtenemos

DA e fnlr ) SN g SO e fn(re § (42)

Que también escribimos en forma matricial como

. 0 _ 1 o 6y R
lP{Wi}-sen(f-t+B) —B~®{M i} +m-f2~®{wf}-sen(f-t +Q (43)
Ahora si de la ecuacion (40) despejamos {M°i} tenemos
ol - wyh® g
{me}=r{ynwlo o(ls u)-I}{wf} sen(ft +9 , (44)

en donde I es la matriz unidad. Sustituyendo en la ecuacion (43) nos queda

W{\le} -sen(f-t +B) :II)'(MZ{ vh- y! qn_'_loe('\l/.iﬁp)_l}{wic} ,Sen(f.t +g %,fz. ‘I{Wf} 'Sen(f-t +D?’ (45)
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de la que obtenemos

i = Lo yh o BYDT OV o e
wfs} =Lor [yh vios I}{wg ant o) (46)
Llamando =L en la ecuacion (46) podemos expresarla como

f2

(12 +6u —6-u2)-y

)\~I{\fvf} = y%l-q,l"l-q}klfld) + Wl {wf} (47)

Y si por tltimo llamamos A a la matriz

. 12+6u-6p%)y
yh w‘l-q>w‘1¢+( )

A=
D 5-E

vl o, (48)

nos queda el tipico problema de autovalores (A—)\-I){\?vf'} =Q, cuyo polinomio caracteristico

nos da las frecuencias naturales.

Debemos tener en cuenta que el sistema que debemos resolver, es muy similar al que se
formula mediante el método de los elementos finitos (MEF) mediante la matriz de rigidez K
y la matriz de masas M.

En proximos trabajos indagaremos la conexion entre el método de Galerkin y el de los
elementos finitos en el estudio de este tipo de problemas.

4.2 Calculo de los elementos de las matrices ¥; y o

Aunque el borde de la placa puede ser una poligonal cualquiera, para la exposicion del
proceso y ejemplos de la teoria expuesta, vamos a apoyarnos en el supuesto de una poligonal
rectangular.

Supongamos una placa rectangular discretizada segin una malla, en cuyos vértices vamos
a situar los nodos en los que queremos determinar el valor de las funciones incognitas. Asi
mismo suponemos una subdivision en elementos finitos triangulares. El subdominio de
definicion de la funcion en un determinado nodo, lo forman los tridngulos adyacentes con un
vértice en dicho nodo.

Tomamos funciones de interpolacion de primer grado. La definicion de las funciones de
interpolacion @; y del vector gradg; sobre cada triangulo es la correspondiente a un triangulo

plano (ver figura 3).
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¥
Qn
\M‘“\ condiciones
1 —— &1 14 frontera
w=MM=10
z
2 3
v 1 [ 5!
x [:xl,ylj .1 -/ =atea de Qn
: [ 2550w
2 (x2,m)
Figura 3. Subdivision del dominio en elementos triangulares.
Explicitamente tiene el valor,
¢ =p tmx +ny =
L x e Y1
@ =(1 x yN1 x5 yo| {0]=(1 x Yy} W (49)
I x3 y3) (0 W3

gradqy = Wy 1 + ]

Es obvio que planteada la ecuacion en los puntos adyacentes a uno de los bordes, dicha
funcién es nula en la frontera.
Como @;(x,y)es nula fuera del subdominio del nodo 7, para un término de
1

[ grade;-grade;-dA
dominio (50)
nos queda
1 - - - -
| grade-gradg-dA = Zan grad(;-grad@;-dA (51)

dominio

. . | -
En la misma forma, para un término de la forma  [gradg-gradgjdA, recordando que g(x.y) es
dominio

nula fuera del subdominio iy ¢;(x.y) fuera del subdominio j, nos queda

1 - - - -
[ grade;-grad@j-dA = [ i spajerad@r-gradgj-dA (52)

dominio
Si la interseccion de los subdominios es el conjunto vacio, deducimos
Jdominio €rad;-grad@;-dA =0 (53)

Aunque la obtencion explicita de los elementos de la matriz W en el caso de seccion
rectangular es facil, la forma mas comoda (y extrapolable a otros tipos de formas de
secciones) de calcular los elementos de las matrices W y @, es acudir a la integracion
numérica. En ella las integrales son de la forma
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1 L1
[£(Ly. Lo, L3 }dA =]dLy [(Ly,Ly,L3}dLy = AT H;f(a;) (54)
A 0 0

siendo A el area,L;,L,,L5, (ver Figura 4), las coordenadas naturales, H; coeficientes de peso

conocidos y f (ai) la funcion f particularizada en los puntos de Gauss (sobre el tridngulo).

¥ f

(xp v2) 2010
2=
L - w00

(z¥3)sz [/ 1(x71)
oD L =0

borde L
—
L

1 —

X

Figura 4. Elemento triangular plano. Coordenadas naturales.

Como es conocido las coordenadas naturales de un punto interior del tridangulo P (L, L, L3)
se definen como el cociente entre el area del tridngulo formado por el punto P y el lado
opuesto del vértice cuya coordenada estamos definiendo, dividido por el area total del
triangulo, Zienkiewicz (2000).

A su vez la relacion entre coordenadas cartesianas y coordenadas naturales es

x=L; x1+ Ly xot Ls X3 (55)
y=Liyit Ly ytLsys (56)

Con estas ultimas se definen cada una de las integrales figuradas en la ecuacion (38), cuya
integracion es inmediata con la ecuacion (54). Para que la implementacion del problema
resulte suficientemente exacta se toma una aproximacion de segundo orden, utilizando para
ello tres puntos de Gauss [O(h?)].

5 CASOS PRACTICOS.ASPECTOS INFORMATICOS DE LA RESOLUCION
NUMERICA

A continuacidon vamos a analizar los casos de la determinacion de las frecuencias naturales
fundamentales de placas apoyadas de planta rectangular y de planta hexagonal.

Para el caso de planta rectangular se fijan el nimero de subdivisiones deseadas seglin los
ejes x-y, 4 sobre cada eje, con objeto de calcular las coordenadas de los nodos y se enumeran
en primer lugar los nodos interiores y a continuacion los del contorno, quedando reflejado el
proceso sobre la matriz de numeracion de nodos (ver Figura 5).

22 7 25
15 & g 1B 19

Figura 5: Placa de contorno rectangular. Numeraciéon de nodos.
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La conectividad entre nodos asi mismo se deduce de la figura 5. Cada nodo interior esta
conectado siguiendo el sentido contrario a las agujas del reloj segiin el contorno sombreado
indicado, de tal manera que por ejemplo el nodo 1 se conecta con los nodos 2-12-11-20-21-4
y por ejemplo el nodo 9 con los 25-24-6-8-17-18. La conectividad del nudo 1 se almacena en
la fila 1 de la matriz de conectividad, que figura a continuacion, y la conectividad del nudo 9
en la fila 9.

= 1z 11 z0 @zl 4
3 13 1z 1 4 5
23 14 13 2 5 6
5 2 1 21 2z 7
MC= |l ¢ 5 2 7 5
24 23 3 5 5 g
5 5 4 2z 15 16
g 6 5 7 1l 17
25 24 6 8 17 18

Figura 6. Matriz de conexién de los nodos de la placa rectangular de la figura 5.

Para la planta hexagonal se sigue andlogo criterio de numeracion y subdivision. A
continuacion se muestra la localizacion y numeracion de nudos para 3 subdivisiones segun el
lado y la matriz de conexion (ver Figura 7).

Z0 21 22 23

AVATTAVA
AATATATATA
\VAVAVAVAVAV/

NaAVAVAVAV,
VA

23 £9

32

Mlatriz de conexdon

20— 21 . 22 23 0 0 0
~ 2
24l —= 2 3 25 0 0
26 4J 5 & 7 27 0

Mo= || zs 5 s 1 11 1z 2o
o 30 13 14 15—16. 3l
0 o 32 17 18 [%}33
0 0 o 34 35 35\“ 57

nu:udn@ccunectadn oot 2,21, 20,24, 4.5
nu:udu:u@ conectado cor: 33, 16, 15, 18, 38, 37

Figura 7. Placa de contorno hexagonal y matriz de conexion de los nodos.

Tenemos que hacer notar que el procedimiento seguido es extrapolable a placas de contorno
poligonal arbitrario u otras formas con tal que sea triangulable.
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6 CASOS PRACTICOS
6.1 Placa cuadrada de 10 m de lado:

Para el siguiente ejemplo hemos considerado una placa rectangular isotropa con
densidad=0.2446, modulo de Young E=2.100.000, p=0.25, mddulo de rigidez transversal
G=840000, canto h=0.25m. y constante de rigidez de la placa D=2916.7. La solucion teorica
segun la formula tedrica es f;; =43.048 rad/sg. La solucién numérica, con 20*20 subdivisiones,
para la frecuencia fundamental es de 43,12 rad/sg.

Lo que nos muestra que la solucién numérica difiere s6lo un 6 °/,, respecto de la solucion
teorica.

A continuacion presentamos los dos primeros modos de vibracion del citado ejemplo, (ver
figuras 8 y 9):

- Frecuencia fundamental: 43.3132 rad/sg

rmodo de vibracion 1

Lado L2

Figura 8: Representacion del primer modo de vibracion de la placa rectangular (h=0,25)

- 2% frecuencia: 108.52 rad/sg

modo de wibracion 2

Lado L2 0u Lado L1

Figura 9: Representacion del segundo modo de vibracion de la placa rectangular (h=0,25)

Para la misma placa cuadrada de 10 m de lado pero con un canto de Im, D=186666.67, con
20*20 subdivisiones, obtenemos que la frecuencia fundamental es de 169,61. La solucion
teorica segun la formula deducida de forma tedrica es de:

fil = 2n? | D 1
1 = _2,/_—22
T YR [1+0.466" 7

= 168,80 (57)
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que nos muestra que la solucion numérica difiere s6lo un 4°/,, respecto de la solucion
tedrica. De otro lado apreciamos que la influencia del factor que nos indica la influencia
debida al espesor es del 2 %.

2
fiq = zbiz\/% = 173,503 (58)

Los valores obtenidos difieren en menos de un 1% de los obtenidos por Leissa para placas
delgadas o Liew para placas moderadamente gruesas.
Igualmente presentamos los dos primeros modos de vibracidon en este caso:

- Frecuencia fundamental: 169.6179 rad/sg

trodo de vibracion 1

: 10
5
Lado L2 00 Lado L1

Figura 10: Representacion del primer modo de vibracion de la placa rectangular (h=1)

- 2*frecuencia: 412.34 rad/sg

modo de vibracion 2

Lado L2 00 Lada L1

Figura 11: Representacion del segundo modo de vibracion de la placa rectangular (h=1)
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6.2 Placa hexagonal de 10 m de lado:

Para este ejemplo tomamos los mismos datos: Densidad=0.2446, E=2100000, p=0.25,
G=840000, h=0.25, D=2916.7.
La solucion numérica, con 20*20 subdivisiones, para la primera frecuencia fundamental es
de: 15,16 rad/sg. El valor obtenido es muy parecido al de Leissa: 14,85rad/sg. Para
representar el modo de vibracion de esta placa hemos optado por presentar una seccion de la
misma (la diagonal) frente a las amplitudes debido a la complicada geometria deformada:

-Frecuencia fundamental: 15.636 rad/sg.

triodo de vibracion 1

0.06 :
] ;
= 0.04 :
— :
< po2 :
= ; _
] i 1 1
10 5 0 5 10
DIAGOMAL

Figura 11. Representacion del 1° modo de vibracion de placa hexagonal.

La 2% frecuencia que obtenemos es de 39.6579 rad/sg. y el modo de vibracion asociado es:

rrmodo de vibracion 2

0.04
0.0z

AMPLITUD
=

DIAGONAL

Figura 12. Representacion del 2° modo de vibracion de placa hexagonal.

Si suponemos que, de forma genérica, la frecuencia fundamental adopta la forma:

km? | D

fu =% | (59)

La correlacion con la solucion numérica nos lleva a encontrar que para la placa hexagonal
delgada apoyada de lado L se verifica

0.731C [D
f =0T \/y: (60)

Si la placa hexagonal es moderadamente gruesa encontramos que las frecuencia
fundamentales vienen dadas por
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espesor Frec. Funda.
1,5m 92,148 rad/sg
2m 121,168 rad/sg
2,5m 148,59 rad/sg

Tabla 1. Frecuencias fundamentales obtenidas para distintos espesores de placas hexagonales.

Por lo que podemos encontrar una formula analoga a la anterior pero valida para placas
moderadamente gruesas que nos represente este 1° modo de vibracion,

_0731C [D 1 61)

£, =
" 2 yh 12-h?
12

|:1+0.12'

En la misma forma podemos deducir féormulas practicas para la determinacion de las
frecuencias fundamentales de otras placas delgadas apoyadas con plantas regulares:
triangulos equilateros, pentagonos etc.

7 CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos mostrado una metodologia para la obtencion numérica de las
frecuencias naturales y modos de vibracion de las oscilaciones transversales en placas
moderadamente gruesas de contorno poligonal apoyadas.

Hemos obtenido analiticamente la solucion para el caso de estudio de las oscilaciones
transversales en placas moderadamente gruesas rectangulares apoyadas, incluso una férmula
sencilla y practica para la determinacion de las frecuencias naturales. La comparacion con la
solucion numérica nos ha permitido establecer la bondad de las soluciones obtenidas.

Asi mismo para las placas moderadamente gruesas de contorno hexagonal apoyadas también

hemos obtenido formulas sencillas y practicas, para la determinacion de las frecuencias
naturales en los casos de placa delgada y placa moderadamente gruesa.
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