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Resumen. Los elementos finitos clasicos utilizados en la resolucion de la ecuacion de elasticidad en
estado plano no incorporan en su formulacion, como grado de libertad, a la rotacion de sus nodos; sino
que esta rotacion puede ser calculada a partir de los desplazamientos relativos entre los mismos. En
otras palabras, es una consecuencia de los desplazamientos nodales. Por otro lado, pocos elementos
finitos incorporan en su formulacion a la rotacion nodal como grado de libertad. En este trabajo, se
propone inicialmente describir un elemento finito teniendo en cuenta la rotacion de sus nodos. De esta
manera el estado de la deformacién del sélido es calculado de la manera usual, tomando la parte
simétrica del gradiente del desplazamiento. Para incorporar la rotacion de cada nodo como grado de
libertad, resulta necesario rescribir la energia potencial total en términos de los tres grados de libertad.
A seguir, se determinan las condiciones de contorno admisibles por la formulacion variacional del
problema. Luego, es presentada una discusion acerca de las consecuencias cinematicas de esta nueva
formulacion. Una vez descripto el elemento finito que incorpora al campo de rotacion del solido, se
presenta su aplicacion al problema de optimizacion topologica estructural. Finalmente, se presenta un
estudio comparativo de los resultados obtenidos con el clasico elemento finito CST (constant strain
triangle). El algoritmo de optimizacion empleado, utiliza a la derivada topoldgica del problema como
una direccion de descenso viable para minimizar la energia potencial total de un sélido elastico.
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1 INTRODUCCION.

Los elementos finitos mas utilizados para resolver laa@én de elasticidad lineal
isotrépica bidimensional son, entre otros, los denomina@ds(€nstant strain triarg), los
cuales no consideran a la rotacion del nodo como un gradibedtad propio. Sino que
describen a la rotaciéon nodal o elemental como una coeseia de los desplazamientos
nodales. Esto quiere decir que toda rotaciéon nodal esta womadia a los desplazamientos
nodales. Sin embargo, a mediadas lal década de los 80’s, Allman 1984 comienza a
desarrollar un elemento finito para elasticidad plaovala incorporacion de la rotacion del
nodo como un grado de libertad a ser calculado. Los ddsaryobalidaciones numéricas de
este elemento finito pueden consultarseAdman 1988 Allman 1987 Cabe destacar que
Allman en 1993 publica un trabajo donde demuestra que su formuld§oreta que
incorpora a la rotacion como grado de libertad en el elemderiva de un proceso de
minimizacion de un funcional energia potencial total equital@l de un soélido elastico, vea
Allman 1993 Esto indica que existe un principio variacional asociada cinematica del
elemento finito que considera la rotacion nodal como graddead. En ese trabajo son
establecidas las condiciones bajo las cuales su foridnl&nergética es equivalente a la
formulacion variacional del problema de elasticidad plaimensional. En todos sus
trabajos Allman muestra que el elemento finito desarrollidoe mejor orden de
convergencia que el clasico CST y otros elementos finptopuestos para resolver la
ecuacion de elasticidad plana, Vvdanan1988

La optimizacién topolégica estructural es un area de stigacion ampliamente
desarrollada y que ha tenido una amplia difusion a partiadacbrporacion de técnicas
computacionales robustas y eficientes. En este sefdidmnplia difusidon obtenida se debe a
la utilizacién de técnicas de resolucion por el método slellementos finitos. Permitiendo,
ademas, la aplicacion de técnicas robustas y eficieniesbéemas altamente complejos. En
el caso particular de sistemas elasticos, uno de drseatos finitos mas utilizados en la
resolucion de problemas de optimizacién estructural ES €l

En este trabajo se propone comparar los resultadosiiaddde de un proceso de
optimizacion topoldgica estructural cuando se resuelveclaacion de estado con dos
elementos finitos diferentes, a saber, CST y el prépyas Allman. En efecto, se busca
establecer la influencia del campo de rotacién nodal émplalogia final de una estructura.
Para ello sera utilizado un algoritmo de optimizacion d@asen el concepto de derivada
topoldgical. Sokolowski & A. Zochowski 199%. Amstutz & H. Andréa 20Q6A.A. Novotny
& Sokolowski 2013 La derivada topoldgica es una funcion escalar que raiderisibilidad
de un funcional costo cuando una perturbacion singulatreslirtida en un punto arbitrario
del sélido. Este concepto es el apropiado para estudiaepralde cambios de topologia y se
ha mostrado robusto y eficiente en diversas aplicagideeoptimizaciors. Amstutz, S. M.
Giusti, A. A. Novotny, E. A. de Souza Neto 2010, A.A. NovotnyA.R-eij6o, C. Padra & E.
Taroco 2003

Este trabajo esta ordenado de la siguiente manera. $a8tddn 2 se formula el problema
de elasticidad plana y se presentan las bases delreteri@ito con rotacion nodal. El
problema de optimizacién es formulado en la Seccion 3, deadeesentan los conceptos
fundamentales de derivada topoldgica. La Seccion 4 edidada a la comparacion de los
resultados obtenidos. Para ello, se desarrollan dosplegnde optimizacion topolégica
estructural. El trabajo finaliza en la Seccién 5, donde mesentadas las apreciaciones y
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conclusiones finales.

2 FORMULACION DEL PROBLEMA.

Lo usual en mecéanica del continuo es describir el problereatiar mediante una
formulacion basada en algun principio variacional. Emtiqudar la elasticidad lineal
isotrOpica recurre a escribir un principio variaciobakandose en la conservacion de la
energia potencial total. Los términos que componen layienpotencial total son, a saber, la
energia de deformacion del sélido, el trabajo de fuaraaservativas de cuerpo y el trabajo
de fuerzas aplicadas en el contorno del cuerpo. La enawtgacial total del solido elastico
gue se estéa estudiando es dada por:

J(u) = §fﬂ [o(w e —2-P-uldd - [,, (t-w)ds, (1)

Donde el operadar(u) es un tensor de segundo orden cuya simetria se asegupaisol
pequefias deformaciones, bajo esta condicidOn su expreseduse a:

e = Sym(Vu) = Véu (2)

El operadora(u) es un tensor de segundo orden que devuelve el estado tensibnal d
cuerpo en el punto en el que se evalla. La simetria delonsie asegura tanto para grandes
como para pequefias deformaciones debido a que la cantidadvideiento angular debe
conservarsd.a relacion constitutiva que vincula ambos conceptoa sgliiente:

o(u) =C-e(u) (3)

Donde( es el tensor de cuarto orden utilizado para describir lagsspaonstitutiva del
solido.

Para el caso de elasticidad linear isotrépica, el tensoua®o orden puede caracterizarse
por dos coeficientes: el médulo de Young y coeficientealesBn. Entonces para un estado
de deformacion que no genere variacion en el potenciabtinamico del cuerpd,andau &
Lifshitz 1969 el estado tensional asociado a una deformacion pequefa es:

o= ﬁ (e + ﬁ tr(e)l) (4)

La solucién que minimiza el funcional energético descriptdaeecuacion (1), recibe el
nombre de ecuacion de Euler o ecuacion de estado, ddb sddistico, su expresion es la
siguiente formulacién fuerte:

Divo(u) =P eni
() =% o(w), =t sobredly (5)
u—u; =0 sobred]

dondet es una traccion externa aplicada en una parte del b@iddominio yu; es una
condicién de apoyo en otra parte del borde. A partir dertddseripto la ecuacion de estado
gue minimiza el funcional energético, lo que se encuerdrda esolucion que satisface
simultaneamente el conjunto de ecuaciones dadas porg&, solucion se la caracteriza por
las siguientes componentes:

u=[uv]" (6)

dondeu y v son las componentes del campo de desplazamiemeslidas en las direcciones
del sistema coordenado.
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Dado un elemento triangular clasico podemos escribirrgitled de uno de sus lados
como combinacion lineal de la longitud de los otros dosa Bl la base de trabajo dada por
[¢1; &,]1Tnos sirve para escribir la longitud del tercer ladosigaiente figura muestra como es
la disposicién del elemento triangular, respecto del s&sthreferencia global y local.

//\'i
Figura 1: Sistemas de referencias en un elemento triang

Para una cinematica de pequefas deformaciones se progemmtae la biyeccion entre
la longitud del lado combinacion lineal en estado deformaeo gstado sin deformar. Para
encontrar dicha variacion de longitud, consideramos ireméms diferenciales de los lados,

cuyo vértice comun dg
dgs* = (g d6)? + (g - dEx)* + 2+ Ly Iy - 4§y - dEy - Cosyy W)

Escribiendo en forma matricial la ecuacion (7), se llegue el tensor es simétrico, y
ademas invertible, dado que su determinante es no nulo. Estonc

Ly L "z Cosyii| (dé,2
dfgz — I 3j 3k *3j , yl]l < 512> (8)
L3 - l3j - Cos yij oy ds;,
El tensor en cuestion que hace el mapeo entre lo dedarglo original es
l3j2 l3k'l3j'COS]/ij
_ ; (9)
L3y - l3j - Cos yyj oy
El determinante de este tensor es no nulo lo cual b inaertible,
det(a) = 4 - A? (10)

DondeA denota el area del elemento triangular. A partico®cer la existencia de la
inversa del tenson, es posible estudiar la deformacion basandonos en lagemdion
original (sin deformatr)

Como es usual en el método de los elementos finiess,componentes del campo
desplazamiento se escriben como funcién de las funcimésma y de los valores nodales
de desplazamiento. Allman a esta interpolacion le agregankibucion de la rotacion del
nodo respecto de la rotacion del baricentro del triandgtitonces cada componentewase
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escribe como:

1 1
u=u; & tuyé +u3-€3+§-l12-Cosylz-(wz—wl)-fl-fz+§-l32

1
'COSY32'(<U3_0)2)'S(3'S(2 +§'l13'C05V13'(‘U1_‘U3)'Sz1'st3

(11)
1 , 1
V=018 U086 HUs$ +§'l12 Sinyy (W, —wy) & & +E'l32
. 1 .
Sinysy - (W3 —wy) &3+ & +§'l13 Sinyz - (W —w3) - &+ &3
Empleando las propiedades geométricas del triangulereedue:
y. —_— y . x —_— x
Cosvy;j = d ~; Sin Yij = ] - (12)

Por una cuestion de notacién hacemos uso de las sigudefitésiones;

Vjii =¥ — Vi Xji = Xj — Xx; = ljj = \Jy;? + x;? (13)
Entonces habiendo determinado, los desplazamientos noddédgigndo las funciones
de forma como las usuales de una formulacién isoparaméi un triangulo como se ve en

Hughes T.J.R 198%e tiene que las componentes del campo desplazamientogsgeidese
del siguiente modo:

Y1z §1783 = Y2182 61

U=U " §tH Uy &+ us-é3+ w >
Va1 61762 — V32782 &3 V32636 — V1383 &1
2 + w3 >

+ w,

(14)
X211 62 — %1383 &3
v=v08 v 6 vzt $z oy >
X32°83762 — %2182 &1 X13°83761 — X327 83" &
+ w3
2 2
De esta manera a la interpolacion lineal de los desplentwsi nodales clasicos se deben

agregar los valores de las rotaciones del nodo respediardsntro del triangulo.

+ w,

Debido a la cinematica de este elemento, la deformacionufeeus lado arbitrario del
mismo, ya no se visualiza como una variacion en su longitadgsie la contribucién de la
rotacion hace que el lado adquiera curvatura. Esto esctmmgda de trabajar con una
interpolacion de mayor orden.

El campo de desplazamientos definido por minimiza un determinado funcional
energético dado por el principio variacional que se desordseadelante; el cual utilizamos
en mecanica del continuo para describir los efectos tindmicos de la deformacion bajo
cargas en un cuerpo.

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



230 A.R. VALDEZ, S.M. GIUSTI
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Figura 2: Dominio de estudio en elasticidad line

Sobre el cuerpo definido por el domindy se aplican cargas de cuerpo, las cuales alteran
su estado energético. Ademas, sobre el contorno de Neumanotade pordf2, se aplican
fuerzas que provocan tracciones. La funcion a minimgta@r gada por:

1
= fj- l[o(w) - e(u) —2-P-uldn — f (Opn " Up + O - U )0S (15)
0 00N
La segunda integral evalGa los efectos de la tensignah@n dos direcciones, una normal
al contorno y la otra tangencial al contorno de Neun@omo lo estableceélughes T.J.R

1987. Donde las componentes normal y tangencial son definaas;c
{Unn =0-(nQ@n)
on=0-MQt)

La descomposicion de la componente normal de este temsatireccion normal y
tangencial debe cumplir

(16)

Op =0Opp " M+0,; "t (17)

Donde los vectoregn, t) definen la direccion normal y tangencéll contorno, como
puede verse en la siguiente figura.

On

Figura 3. Descomposicion de la componente normal de la tessiiye el contorno de
cuerpo

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXII, pags. 225-238 (2013) 231

Considerando un desplazamiento virtual denotado cimoii.]”, el trabajo virtual
asociado; no provoca cambios en el estado energéticgsistirina, dado que se define este
campo en donde no hay cargas de traccion en contorndJlre 1993 Asi, el funcional a
minimizar resulta:

nM=%-fa(u)-e(u)—2-P-udQ— Jo(u)n(ﬁn+ﬁt)d5
n 6.(2N

(18)
; f 0 (W (flny — 1) + 0 (W (@l — w)dS
on

Mediante técnicas clasicas de minimizacion de funcideainas de una variable se logra
encontrar que el funcionad,, tiene su minimo en cualquier direcciéon cuando su derivada se
anula para cualquier incremento. De acuerdo a esto;

Su=u+aw _diy . . . L
— =0 19
{&NL — 3+ av - Ja 0 -~ my es equipotencial en toda direccion (19)

La forma débil del problema asociado se puede escribir dekstgumodo. Dad®: =
N - R? encuentreu € §; tal que para toda variacion de; v} € V;, dondeV; espacio de
variaciones correspondientes, contenidas en un espaci@td que converge conforme al
espacio continuo.

d;—aMZO—)fﬂ [C-Vs(u)-VS(W)_2.p.w]d-Q_fanNC.{vs(Wn)'(an'i'ﬁt)‘i‘

VS () - (v — v)YAS + [ €+ (VS (W) + (Bl — ) + V5 () + (0 — i) + (20)
Vi(w,) - (i, —u)}dS =0

Entonces el problema ahora se puede formular tanto evafdébil como en fuerte. En
particular, la ecuacién que resulta del proceso de miaingg funcional se conoce como

ecuacion de equilibrio. Entonces la formulacion fuerteedee problema se expresa a
continuacion.

Div o(u) =P en!
_ U, + U =0 sobredfly
(F) = o(u), =0 sobredf) (21)

U, +t—(u,+u,) =0 sobredf]

En la ecuacion de estado anterior puede verse una catizaepropia del elemento
desarrollado e\liman 1987la cual considera al grado de libertad rotacional como un grado
de libertad solo valido para aproximar mejor a la solucidmééodo de los elementos finitos
pudiendo pre establecer rotacionesopggandole al usuario de este elemento la introduccion
de cargas que provoquen la rotacién como lo seria un momentdiman 1993

3 PROCEDIMIENTO DE OPTIMIZACION.

Para entender el funcionamiento del algoritmo de optoiinaimplementado, debe
caracterizarseel problema de Elasticidad lineal isotropica bifasica. La sigei figura
muestra como son los dominios de estudio.
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@

Figura 4:Representacion de una perturbaciéon en dominio coiimaogéneo

La respuesta constitutiva del cuerpo se caracteriza per tm valor diferente para cada
dominio; de acuerdo a esto podemos escribir;

c _{ C EnQ\n*
“ly-C Eng*
Por tener una diferente respuesta constitutiva, existiifarentes valores de estados

tensionales. En particulan la frontera de la inclusiém2* se establece que el campo de
desplazamientos es continuo,

(22)

[ul =0 (22)

El funcional a minimizar en el proceso de optimizaciéraeenergia potencial total, dada
por la suma de la energia interna de deformacién yabhjy de las fuerzas externas,
entonces;

J(uw) = %f o(u) - s(uw)dn — f t-uods (23)

0 002y

El algoritmo de optimizacion utilizado se fundamenta enstair una direccion de
descenso viable a partir de la informacién provista porrigatk topoldgica. Esta derivada
mide la sensibilidad de un determinado funcional de forma éntroduccion de una
perturbacion singular en su dominio. Asi siendo, permitedes rigurosamente cambios
topoldgicos de un sistema, Mgovotny, A.A. & Sokolowski, 2013

Teorema 1.La expansion asintética topolégica de la energitenial total, dada por
ecuacion (23) es:

Je(ue) =J(w) + f(e)Ho(u) - o(uw) + 0(€) (24)

donde el primer término corresponde a la energit@ngial del sistema sin inclusién, el
segundo término es la tasa de cambio de energém@at cuando se introduce una inclusion
en un punto arbitrario del dominio (derivada togid), y el tercero contiene los elementos
de mayor orden de la expansion. Ademaéu) representa el estado tensional del punto
donde se esta evaluando la sensibilidadegs el campo desplazamiento. El tensor de cuarto

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXII, pags. 225-238 (2013) 233

orden H es funcién de los parametros constitutdelgproblema y se escribe como:

11 1-y 1—y(a—2p)
=——|—|(4I - IQ1 2
2E 1+a-y]< 1+ By r®n (25)
Donde los coeficientes y 8 valen respectivamente;
1+u 3—u
=" =" 2
*T1- u p 1+u (26)

Prueba. La demostracion detallada del teorema puede encontrarseariny, A.A. &
Sokolowski, 2013
El problema de optimizacion a resolver puede escribirde siguiente manera:

Minimizar  J(u)
Tal que el >0

Ese problema sera resuelto empleando técnicas clasécasenalizacion. Entonces el
problema a resolver puede escsbiequivalentemente como,

Minimizar L(u) =J(u) + A||Q]| (28)

Dondeles un multiplicador de Lagrange que debe ajustarse manuealpeat obtener la
fraccion de volumen deseada. La derivada topologicaaasoal funcional (u) es dada por

(27

DrL(uw) = Ho(u) -o(u) £ 1 (29)

Donde el cambio de signo del multiplicador obedece aglaente regla: positivo si se
evallUa el progreso de la fase de material duro, y negatbeoevalla el progreso del material
blando.

El algoritmo de optimizacion implementado sigue los lineatagantes descriptos. Como
la solucién de Allman y la solucién clasica CST son amblagisnes de la ecuacion de Euler
(5), puedo comparar los desempefios del optimizador consideaanbos elementos.

4 EJEMPLOS DE APLICACION.

En esta Seccion son presentados dos ejemplos de aplicdoidae sera utilizado el
procedimiento de optimizacion antes descripto, pero cerasido los dos elementos finitos
analizados en la resolucion de la ecuacion de estado (5)bj&livo es realizar una
comparacion de los resultados obtenidos con ambos dfesnen

En ambos ejemplos seré utilizado un material conigpsesntes parametros caracteristicos
de la respuesta constitutiva: Modulo de Yoithg 10000; Coeficiente de Poissqn= 0.3 y
contraste materia = 1x1073. Ademas, como condicién de Neumann se considera uga ca
puntualP = 1, colocada en diferentes posiciones segun el ejemplo.

En todas las figuras, la parte en negro representatfédbdcion de material con Modulo de
YoungE y la parte en blanco es utilizada para mimetizar al @acisencia de material).
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4.1 Ejemplo 1.

Este primer ejemplo consiste en una viga cuadrada edizmjalonde la carga puntual es
aplicada en el vértice superior derecho en direccioricakrtsegun Fig. 5. Esta viga se
encuentra empotrada en todo su lado izquierdo, la linea gtaesalor negro en las figuras
representa la condicion de empotramiento.

Figura 5: Esquema estructural del ejemplo de aplicacion prirBerrepresenta ¢
empotramiento del lado izquierdo con una linea continua

Las topologias Optimas obtenidas para los elementossfiaitalizados se muestran en la
Figura 6.

Figura 6: a) Topologia 6ptima lograda con elemento de Allinjahopologia
Optima lograda con elemento clasico CST.
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En la figura siguiente se muestra el valor de la func@sto a lo largo del procedimiento
de optimizacion, para cada uno de los elementos analizados.
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Figura 6: a) Funcion costo empleando el elemento de Allmdyrmion costo utilizando e

elemento CST.

En relacion a las topologias obtenidas, podemos comglei la influencia del campo de
rotaciones es obvia, ya que se obtienen topologias tot@ndiferentes. Los valores de
energia potencial total obtenidos para la topologia detaito de Allman es menor que la

lograda con el CST, ver Fig. 6.

4.2 Ejemplo 2.

En este ejemplo se optimizara una viga simplemente apogad una carga puntual
colocada a la mitad de su lado inferior. La relacion geas del dominio de analisis es 2x1
(la base mide 100 unidades de longitud y la altura 50 unidades deiddnga siguiente
figura muestra la disposicion de cargas y vinculos pargpestema.

Figura 7: Esquema estructural del ejemplo de aplicacion segt
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Las topologias 6ptimas obtenidas para los elementogsfiaitalizados se muestran en la
Figura 8.

E

Figura 8: a) Topologia 6ptima lograda con elemento de Allbjjahppologia 6éptima lograda
con elemento clasico CST.
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Figura 9: a) Funcion costo empleando el elemento de Allmadyrmion costo utilizandc
el elemento CST.

En este caso también podemos concluir que la influenczadgdo de rotaciones es obvia,
ya que las topologias son totalmente diferentes. Barge el CST indica que la topologia
Optima deber contener elementos rectos, similar a tiouleslo, y el elemento de Allman
indica que la topologia 6ptima debe ser con elementosdegserrollen alguna curvatura.
Ademas, aqui también los valores de energia potencialotateidos para la topologia del
elemento de Allman es menor que la lograda con el CSTFige®.
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5 CONCLUSIONES

En este trabajo se presentdé una comparacion de losadesiltobtenidos de un
procedimiento de optimizacion topoldgica estructural cuandarapo de rotacion nodal es
considerado como un grado de libertad en un problema deidadtplana. La comparacion
fue realizada considerado el clasico elemento finito C8Tdesarrollado pofllman 1984
En ese elemento, la rotacién de los nodos es incorp@mada formulacion discreta del
problema al utilizar una aproximacion lineal para el despl@#o y una cuadratica para las
rotaciones.

Una de las caracteristicas principales del elemento pro@sidiman es no admitir una
condicion de Neumann en el grado de libertad rotacionaludd significa que no pueden
imponerse cargas asociadas a las rotaciones (momemtm) condicion de contorno. Ya
sobre los contornos de Dirichlet el elemento aceptaciaries nodales prescriptas. Otra
caracteristica importante es que los desplazamientosates a los lados del elemento son
incompatibles, por lo que la convergencia de los resultadeseaedireccion no es la 6ptima.

Para el procedimiento de optimizacion topolégica fukzatio el concepto de derivada
topologica, aplicado al funcional de energia potenciall el sistema. Esta derivada fue
utilizada como una direccion de descenso viable en un algodenoptimizacion via
funciones de level-set.

Los ejemplos realizados muestran las notables diferedeidaspologias obtenidas de los
dos elementos finitos. Ademas, las soluciones 6ptiratenmas con el elemento de Allman
se corresponden con un valor de energia menor que elE38Tindica que con el elemento
de Allman es posible obtener mejores resultados, desde el geiniista de la optimizacion,
gue con un elemento del tipo CST. Esto nos permite corpleida contribucion del campo
de rotacién nodal tiene una influencia importante en lacg&oi de la ecuacion de estado, ya
gue es posible obtener estructuras mas flexibles.
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