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Resumen El estudio de problemas de vibraciones de plaoasfisuras es de interés en ingenieria
para ciertas aplicaciones estructurales. La préselecuna fisura en una placa en general provoga un
disminucion de la rigidez y una disminucion deftasuencias naturales. En este trabajo se estldia e
problema de vibraciones libres de una placa reatan@nte la presencia de una fisura abierta. Se
analizan diversos modelos de fisura para la imphtaogdn analitica y los resultados se comparan con
mediciones experimentales y resultados con progtEm@ementos finitos.

A partir de la aplicacion del principio de Hamilt@n una placa rectangular con una linea con
restricciones elasticas intermedias y con sus BBoréstringidos elasticamente ante rotacion y
traslacion, se obtiene en forma natural las coodes en la transicion y contorno. Se implementa una
formulacién variacional para la determinacion deftacuencias naturales y de las formas modales de
una placa debilitada por la presencia de una koeadtulas elasticas intermedia. El analisis eeall

a cabo utilizando la teoria clasica de placas ydssltados se obtienen a través de la aplica@dn d
método variacional de Ritz utilizando polinomiosngles como funciones de aproximacion. Las
restricciones adicionales que generan las condisiate transicion en la linea mencionada se
incorporan en la formulacion mediante el uso detiplidadores de Lagrange y/o una funcion de
penalidad. La presencia de la linea con roétulastied®s permite contemplar una variacion de la
rigidez a la flexion de la placa que simule la presa de una fisura. Se analiza el comportamieaito d
diferentes modelos propuestos en la literatura yreslizan comparaciones con resultados
experimentales y resultados obtenidos con programatementos finitos.

Se presentan comparaciones con resultados obteraiddsabajos previos y se incluyen nuevos
resultados de frecuencias y modos de vibracionlaeag con fisura que no han sido previamente
analizadas en la literatura existente.
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1 INTRODUCCION

El estudio de problemas de vibraciones de placadisoras es de interés en aplicaciones
de la ingenieria para analizar los efectos causadosla presencia de la fisura en una
estructura. La presencia de una fisura en una plaggeneral provoca una disminucion de la
rigidez y una disminucion de las frecuencias nédsra

Debido a la combinacion de areas desarrolladad pregente trabajo, solamente se hara
mencion de alguno de los trabajos que se encueetrala literatura al momento y que
originaron el presente estudio. Numerosos traliegdaron el problema de contorno mediante
la aplicacion del célculo de variaciones en aplmaes fisicas y matematica€durant y
Hilbert, 1953 Guelfand y Fomin, 196Xantorovich y Krylov, 1964Mikhlin, 1964, Sagan,
1969 Bliss, 1971 Weinstock, 1974Ewing, 1985 Leitmann, 1986Brechtken-Manderscheid,
1991, Blanchard y Brining, 199&iaquinta y Hildebrandt, 199@routman, 199% Varios
libros tratan el estudio de placas isétropas ydarupas incluyendo la determinacion de
problemas estéaticos, de pandeo y vibraciornegm( y Shames, 1973Szilard, 1974
Timoshenko y Krieger, 1959 ekhnitskii, 1968 Whitney, 1987 Reddy, 1997 Jones, 1999
Grossi, 2010 Un gran numero de trabajos trataron el compadiaio dinamico de placas con
problematicas complejas como: bordes restringidi@stieamente, presencia de masas
vinculadas elasticamente o rigidamente, espesadables, material anisotropo, apoyos
puntuales o lineales, presencia de agujeros, ei@.relvision de la literatura muestra que hay
una limitada cantidad de trabajos donde se estadv@racion de placas con una linea de
rotulas. Esta linea puede ser utilizada para faciél plegado de compuertas y para simular
una fisura a través del espesor de la placa u aplasacionesWang et al. (2001analizaron
las vibraciones de placas con una linea de roint@sha aplicando el método de Riupta y
Reddy (2002)presentaron las cargas de pandeo exactas y agef@as de vibraciones de
placas rectangulares ortotropas con una linea tdéaséaplicando un método analitico que
implementa la solucién de Lévy y el método de desamsicion del dominioXiang y Reddy
(2003)realizaron la primer solucion basada en la tedei@eformacion de primer orden para
vibraciones de placas rectangulares con una liegatdla interna. Se implemento el método
de Lévy con un analisis espacio-estado para resel\y@oblema de vibracioneduang et al.
(2009) desarrollaron un método discreto para analizgr@blema de vibraciones libres de
placas rectangulares delgadas y moderadamenteagrges una linea de rotulas y varias
condiciones de contorno clasic&uintana y Grossi (2013nalizaron las vibraciones libres
de placas rectangulares con una linea de rotutasdes elasticamente restringidos. Donde la
ecuacion de gobierno para obtener los autovaleress®lvié con la combinacion del método
de Ritz y el método de multiplicadores de Lagrafdgelos estos estudios consideraron placas
con una sola linea de rétulas librégaffo y Grossi (2012)estudiaron el problema de
vibraciones libres de placas anisétropas rectarggilante la presencia de varias lineas de
rotulas elasticas y bordes elasticamente restisgidtilizando el método de Ritz en
combinacion con el método de los multiplicadoreslLdgrange para obtener resultados
numericos de las frecuencias naturales y formasalesdsrossi (2012presenta un modelo
analitico del comportamiento dinamico de placas@ropas, con la presencia de una linea de
rotulas con bordes suaves elasticamente restringadite rotacion y traslacion entre otros
efectos complejos. Introduciendo un adecuado camiéo variables, las energias
correspondientes a las distintas restriccionesiegddsueron desarrolladas rigurosamente.

En cuanto al estudio de fisuras en pla¢dsg (1983) model¢ fisuras en placas con una
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linea de resortes simplificado considerando efeeldsticos y plasticidad perfecta para
evaluar parametros fractomecanic@lecki (1983)obtuvo las frecuencias naturales de
vibracion de placas rectangulares simplemente @asyaon fisuras paralelas a un eje, que
atraviesan todo el espesor.

En cuanto a la implementacion de modelos de fisanao una discontinuidad elastica a la
flexion en de vibraciones libres de vigas fue dsila en numerosos trabaj@imarogonas
(1996)realiz6 un estado del arte en cuanto a vibracideesstructuras en presencia de fisuras
donde describe que desde 1957 varios autoresaedaon el factor de intensidad de tensiones
(SIF o K) con una flexibilidad local para variopds de geometrias de fisura y componentes
estructurales.

Numerosos trabajos analizaron las frecuencias alatude vigas con fisuras proponiendo
modelos de fisura en vigas para fisuras a un sao Bbiertas modeladas con un resorte
rotacional cuya rigidez varia en funcion de la pnofidad de la fisura, para simular el efecto
de flexibilidad local adicional.Ostachowicz y Krawezuk (1991)con herramientas
fractomecanicas propusieron un modelo basado écwr de intensidad de tensiones y lo
utilizaron para modelar fisuras simples y fisurdldgpara estudiar el efecto de estas en las
frecuencias naturales transversales de una vigaoteswlp que luegd-arghaly (1994)
profundizé y varios autores lo implementaron madate Narkis, 1994 Chaudhari y Maiti,
200Q Lin, 2002 Khaji, 2009. Liebowitz y otros (1967,1968) Okamura (1969propusieron
un modelo de fisura para calcular la flexibilidatacional local a partir de resultados previos
provenientes de estudios de mecanica de fracturenodelo propuesto esta basado en la
hipotesis de tensiones planas y para una fisurrtaba un lado de la viga. Este modelo
también fue utilizado poBhifrin y Ruotolo (1999Wonde propusieron una técnica de calculo
de las frecuencias naturales de una viga con urtadad arbitraria y finita de fisuragheng y
Fan (2001)obtuvieron las frecuencias naturales de una viga fcsura en presencia de
soportes elasticos con el método de Fourier madiéic Li (2001 y 2002)utilizé el mismo
modelo incluyendo la presencia de un resorte tislal y una masa concentrada para una
viga con varias fisuras abiertas proponiendo unod@tpara obtener el determinante de
segundo orderBinici (2005) estudié una viga con multiples fisuras con s@ain axial.
Risos y otros (199Q)saron este modelo para identificar la posicidonojyndidad de fisuras a
partir de mediciones experimental€shondros y otros (1997ompararon un modelo de
fisura propuesto a partir de considerar una fléiidd local, con un modelo que tiene en
cuenta el campo de tensiones y desplazamientodedbie de la fisura y a la vez lo
compararon con resultados experimentales, que stws eesultados e@Ghondros y otros
(1998) propusieron un modelo de fisura considerando lexabiflidad local que luego fue
extendido enChondros y otros (2001para fisuras que se abren y cierran en un ensayo d
fatiga. LuegoKhiem y Lien (2001, 2002 y 2004plicaron el modelo al estudio de mdltiples
fisuras, con vibraciones forzadas, optimizandaeehpo de calculo y proponiendo un método
de deteccion de mdltiples fisuraBernandez-Saez y Navarro (200@)plementaron un
modelo de fisura representado como una rotulaiedasbtenido déefada y otros (1985¢n
una viga de Euler-Bernoulliioya y otros (2006)utilizaron este modelo en una viga de
Timoshenko de seccion rectangular, incluyendo sorte traslacional unido a ambos tramos
de la viga que actia transversalmente, donde pespusuna solucion directa y una con
funciones aproximadas del giro y desplazamientativel. Hsu (2005) para fisura simple,
usando la aproximacion d&roek (1986)con el factor de intensidad de tensiones propuesto
por Tara y otros (1985aplicé un modelo de fisura en una viga Euler-Beliharticulada en
los extremos, vinculada elasticamente en la diéectansversal, con una fisura simple, carga
axial y una carga excitadora usando el método ddratura diferencialele y Maiti (2002)
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extendieron el uso de lo propuesto patachowicz y Krawezuk (199¥)Chaudhari y Maiti
(2000) modificado para su aplicacion en vigas cortas fsura abierta a un solo lado para
detectar fisuras a partir de resultados previdasiprimeras frecuencias naturales.

En el presente trabajo, se propone extender eraglat uso de modelos de fisura
propuestos en vigas, para obtener las frecuen@bgates y modos de vibrar de placas
rectangulares con lineas de fisuras que no atevielsespesor de la placa, paralelas a uno de
los bordes. Estos resultados se comparan conadsslhuméricos obtenidos con el programa
Abaqus y con mediciones experimentales.

2 FUNCIONAL ENERGETICO
Sea una placa anisotropa que en su estado debeiqusie encuentra en un dominio de dos
dimensionesG, con sus bordes suaves a tram®§ elasticamente restringidos contra

rotacion y traslacion. La placa tien®& —1 lineas de roétulas intermedias restringidas
elasticamente contra rotacion y traslacion, y sestta en laFigura 1 Para analizar el
desplazamiento transversal del sistema en estadisupone que la posicion vertical de la

linea media de la placa en cualquier instante empo ¢, es descripta por la funcidén
w = w(z,t), dondez = (z,z,)€ G, G =G UG y el dominio G esta dividido por las

1772

lineasI"“) k = 1,2,...,N —1, en N partesG"* de bordesHG", (verFigura J.

A
)

1 2 k N-1 N
Tp Tp Tp Ty Tp

Figure 1: Mechanical system under study.

El principio de Hamilton requiere que entre losmiws ¢, y ¢, en los cuales las
posiciones del sistema mecanico son conocidas, debair un movimiento que haga
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r/l . . . .
estacionario al funcionaF'(w) :f (E —Ep)dt, en el espacio de funciones admisibles
L\

0

(Grossi, 2019 Donde £, denota la energia cinétical% denota la energia potencial total del
sistema mecanico en estudio. Por lo tanto, el furatienergético es

1 [ a (k)| Ow 2 (k) 0*w ’
Plo) =3 [ [ )" 5]~ 2%

2
0 k=1 8t 8.1}1

2
Oz}

- 12 D) 22 22 aZL‘QQ 8x18x2 16 83;12 26 a:[‘%
9 2
e/ o] DT I P (1)
66 )
10Ty
2 9 2
. (k,m) 2 (k,m) w
2 ﬁ(k,rrz) [TT + TR [8_)(]6 HL) ] ] §

2
J ds | tdt,

donde: w(x,t) es v (z,t) cuando z € GW, (ph)(k) es la densidad de masa y

C(k>:0,(,’“)(x) son las rigideces del material anisétropoekfnitskii, 1968, que

i %J
corresponde al subdominié®), ow / 0n" es la derivada direccional de respecto del

vector normal unitario salienté*™ de la curval ™, y el simbolo[é?w / 8:1:1] , denota la

Ck
diferencia de las derivadas laterales

0 0 ow [ _
6—Z :TZ(c;,xZ,t)—a—Z(ck,xZ,t). (2)

G

Como el nuimero de lineas e& —1, es necesario adoptargfv) = T(CN)EO,

it = V2 = 12 — (N2 = o en la Ec. ), por lo tanto

j;u.z)(.)ds - j;m)(.)ds - j;(w) (+)ds = 0. (3)

La variacion deF' enw en la direccion de, esta dada por

dF
OF (wyv) = —(w + ev , 4
o) = G w0} Q
y la condicion de funcional estacionario requiese q
6F(w;v) =0,Yve D, (5)
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donde D, es el espacio de direcciones admisiblessenon espacio de funciones admisibles
D de este funcional. Para realizar los desarrollaeematicos requeridos para la aplicacion

de las técnicas del calculo de variaciones, se asum®:
(ph)" € C(GW), 0P € C* (@M )w(we) € C2[tyt)].
w(st) € C(G),uw(t)gn € CH(GM), G =M UIGW K =1,2,..,N. (6)

Debe notarse que como consecuencia de la presndies lineas de rotulas, la derivada
Jdw / Oz, y las de orden superior no necesariamente exéstest dominioG, por lo tanto es

necesario imponer las condicionaaﬁ-,t)‘ém ceC’ (@(’”), k=12...,N.

Debido a estas observaciones y ya que el prindgiblamilton requiere que en el instante
de tiempot, y ¢, las posiciones sean conocidas, el espaciesta dado por

D= {“”w(x") eC [tO’tl]’w<"t) € C@)’w("t)‘aw ec (é(k)>’

k:1,...,N,w(:c,t0),w(x,t1>prescribe(}i. @

Las direcciones admisibles en w € D son aquellas dondey + cv € D para todo
suficientemente pequefio> 0 y dondeéF(w;v) exista. Por lo tanto, y debido a E@), (v

es una direccion admisible en, siy solo si,y € D, donde:
D = {v;v(:z:,-) eC? [to,tl],v(-,t> € C(@),v(-,t)‘w ecCt (@“”),
. - ¢ (8)
i = 1,...,2,v(x,t0) = v(:c,t1> =0,Vx € G}.

Realizando desarrollos analiticos adecuados engidamotacion compacta (Verossi y
Raffo, 2013 se obtiene:

6F(w;v) =
_ b EN: < h)(k) (D1<3) )(D1<3) ) B is(k)Dam d
- ‘fto K1 ‘me ’ : ' =1 i i
- 9)
_ (k,m) (ksm)  Ow ov
Z—1L<kv"l> T T antkm) giikm) ]dS
_J;(%) (r}ck)wv + Téck') [aw / Oz, Lk [(91) / Oz, Lk )ds }dt,
donde
3
=2 AP (2) D w(zt), (10)
j=1

siendoAZ.(j’“) los coeficientes de la matriz simétrica
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a el
A=|cf oy 20y | (12)
20 20t 40l
Es conveniente introducir un cambio de variablesa paperar con los puntos
correspondientes a las curvB$). Consideremos las nuevas variabQ% y2) dondey, es
una distancia que va desde el contorno y nornédlray la variabley, es la longitud del arco
medido desde el pun{a;,b, ) del contornod G (verFigura 2.

Este cambio de variables transforma= w(z,t) en @ = @(yt) con y = (y,.4,).
También transforma en ¢. Por lo tanto se obtienen las siguientes relacidedas derivadas
originalele(i)v y las nuevaD!’s en notacion compacta (veérossi y Raffo, 2013

D"y = (D1<1)ﬁ)ﬁ§k) +(-1) (Dlmﬁ)ﬁgk_)i, i=12 endG". (12)

3 PLACA RECTANGULAR
Sea una placa rectangular anisétropa con:

G:{(x T

1772

<z <a,0<x <bp, (13)
1 2

y tres lineas de rdtulas elasticas paralelas alzgjePor lo tanto, los subdominios
correspondientes son:

GY = {(x x ),CH <z <c,0<x < b},z’ =1....4, (14)

17772

dondec, =0 y ¢, = a. Las curvas"*™ de la Ec. (1) son

D — {(CH + ZL‘l,O), T, € [O, c, — Cm]}ak =23,
{( pE=23

c —fBl,b),ZEl G[O,Ck—c k
¢, —.b),x, €[00 [}, 00 = {(06—2,b), 2, € [05]},

F<1’1) = {( 1 27 2
s {(ml,o), z, € [O, cl]}, 4o
) = {(03 - a:l,()), T, € [O,a — 03]},1“(472) = {(a, a:Q), T, € [O,b]},
) — {(a — ;pl,b>, T, € [0,(1 - Cg]},
donde se adoptd la notacion:
T — Py P2 G pis) (16)
y (verFigura 2
@ — p@ U2 (s (17)

En consecuencia, el borde superior de la placadesia por (veFigura 2:
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T4 (k,j) € {(1 1),(2 2),(3,2),(4,3)} (18)
que corresponde &’ =0, 7" =1, mientras que al borde inferior de la placa le
corresponde:
(k. 4) € {(1,3),(2.1),(3.1),(4.1)} (19)
y il =04 =-1.
T, A <Cl’b1>\ (cQ,bQ)\ (63,b3>\
N R < R
@y 22 132 43
_roa | p@ 1) _r) | e
Y
et G2 G®) G¥
J 3 y b . ¥ réh J 4
(01701) (02,(12) (C3a“3)

Figure 2: Rectangular plate with three internagdiminges

Del desarrollo del Calculo de Variaciones del fonal energético, se obtienen las
siguientes relaciones (v&rossi y Raffo, 2013

D" w(z,z,t) = —Dl“ 0,,,t),
Jive ) . (04:1) (20)
( t)Fm) =D (0 Yy )
donde(k ]) {( ) : 3,2) } y
"w xl,m2,t>rm = p"’ (0 yQ,t>, 21)
xl,xQ,t)F“ = -p" (0 yQ,t>

5
e
~—— —_—

donde(k,j) € {( ) ( ) (3,1

,(4, 1)} Finalmente
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Dl(l)w(q;l,xz,t) . = —Dlmﬂj((), yz,t),
Lo
ool et
D! w(xl,xQ,t>F(“) =D QD(O,y?,t)a
Dlmw(:ﬂl,x?,t)rm —Dlm (O Yy )
Analogamente se obtiene
70 (0,,) D" @ (0,y,.t) = =S (0,y,,t), (23)
cuandolf j) € {(1.1). ( 2),(3.2).(43)} v
70(0,,) D" @ (0,y,.t) = =S (0,y,.t), (24)
cuando(k, j) € {(1, 3),(2, 1),(3.1),(4.1)}.
Finalmente para los dos lados restantes:
72 (0,9, ) D" i (0,,,t) = =S (0,y,.t), (25)
y
7(0,,) D" (0,y,.) = =S (0,,.t). (26)

4 METODO DE RITZ EN COMBINACION CON EL METODO DE LOS
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Las condiciones de transiciéf7j aseguran la continuidad del desplazamiento teanal/
a lo largo de las lineas de rotulas elasticas.
- _ + _
w(ck ,xz,t> = w(ck ,xz,t> = w(ck,xz,t),ac2 € [‘%7[%]7 27)
k=12..N—1.

Para mantener esta condiciébn se emplea el métodRitdejunto con el método de
multiplicadores de Lagrange, para asi forzar ldicomad del desplazamiento en las lineas de
rétulas empleando multiplicadores de Lagrari@geiftana y Grossi, 20)2

En un andlisis de vibraciones libres de la placdesplazamiento transversal esta dado por
funciones armodnicas del tiempo, por ejemplo:

w™® (w, y,t) =W (w,y)cos wt, k=12,...,N, (28)

donde w es la frecuencia angular de la placa. Reemplaz&ud@8) en la Ec. {) se
obtiene la expresion maximg, __ y el metodo de multiplicadores de Lagrange requigre
sea estacionario el funcional

L=F, +F, (29)

donde
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F=3 Lo ()W (e sm,) =W (e 2,)) da, (30)

es la condicion que impone el requerimiento decla®).
El desplazamiento transversal de la placa se Isidera como

W (mp%) _ ii“;@pf;k) (ml)q;@ (%)7 kE=12...N, (32)

i=1 j=1
v, =2 /a,x,=1,/0,

dondea y b son los lados de la placa rectangulat),¢"’ son polinomios y para la
implementacion de los multiplicadores se considefancion

A (z,) = S dg, (32)

dondedf’“) son los coeficientes a determinar.

El desarrollo de la implementacion del método d& Bh conjunto con el método de los
multiplicadores de Lagrange lleva a la siguientegae®dn de autovalore§)(iintana y Grossi,

2012:
([x]-e2 [t fa} = o (33
donde () = wa,/ph/C es el pardmetro de frecuencias adimensional. iRglisidad se

adoptéOl(’f) =C,=C, " =h,ym =n =r, =M, conk=12,...,N.

5 MODELOS DE FISURA

Para la implementacion del modelo de fisura se iders alguno de los modelos
propuestos en la literatura para vigas con sea@oétangular. En este trabajo se analiza la
extension de estos modelos a placas con lineasuda. f

Todos los modelos considerados son para fisurastadia un solo lado de la placa.

5.1 Modelo 1

Ostachowicz y Krawezuk (1991propusieron originalmente, un modelo de fisura
formulado con herramientas fractomecanicas, basadel factor de intensidad de tensiones
para fisuras superficiales simples y abiertas fugura 3.

a_$\_/h\

Figura 3: Placa con una fisura superficial abiartan solo lado.

Este modelo consiste en considerar donde se emauarfisura, como una roétula elastica
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donde la rigidez del resorte rotacional varia desilguiente manera para una seccion
rectangular

2
L (34)
7210’ " ()

donde F es el modulo de Young del material de la pldcagl ancho de la placa ¥ el
espesor de la placay,=a / h es la relacién entre la profundidad de la fissiandoa la

profundidad de la fisura. La funcidf{n) es para una fisura abierta a un solo lado:

fY(n) = 0.6384 —1.0351 + 3.7201n* — 5.1773n* + 7.553n" — 7.332n" + 2.49091°, (35)

5.2 Modelo 2

Shifrin 'y Ruotolo (1999) para las mismas propiedades descriptas en el IMade
propusieron a la rigidez rotacional como

(c,) Ebh’

"R T o im0 @ 36
" 64.152f%(r) (36)
siendo
f(n) = 1.8624n° — 3.951° 4+ 16.375n" — 37.2261° + @7
+76.817° —126.97" +172n° —143.97° + 66.561".
5.3 Modelo 3

Chondros y otros (1998)para las mismas propiedades descriptas en loselaosod
anteriores, propusieron a la rigidez rotacional@om

(c,) Ebh®

r' = — (38)
rer(L= )77 )
siendo
9 (n) = 0627217 —1.045337" + 4.5948 " — 9.97367° +20.2048 7’ 39)
—33.0351n" +47.10637° — 40.7556 1" +19.6".
5.4 Modelo 4

Fernandez-Saez y Navarro (200@ara las mismas propiedades descriptas en loslasod
anteriores, usando técnicas de la mecéanica deurfsagt empleanddada y otros (1985)
propusieron a la rigidez rotacional como

R
&) bh

) )

siendo

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1632 J.L. RAFFO, I.G. CARDOZO

2
£ (n) = L] (5.93 —19.697 + 37.147° — 35.847" +13.12 774)- (41)

I—n

5.5 Modelo 5

Hsu (2005) para las mismas propiedades descriptas en loglasdnteriores, usando la
aproximacion déroek (1986)y con el factor de intensidad de tensiones prdpusslada y
otros (1985)propuso a la rigidez rotacional como

o) Ebh?

L 72m (1= p12) £ (n) 2
siendo
o= "n(g ) dn (43)
4
; 0.923 + 0.199|1 — sin 7;77]
) () — |2 ™
g (n) . tan 2] - - (44)
2
5.6 Modelo 6

Lele y Maiti (2002) para las mismas propiedades descriptas en loglasodnteriores,
extendieron el uso de lo propuesto pmtachowicz y Krawezuk (199¥)Chaudhari y Maiti
(2000) y propusieron:

7’1;%) = %7 (45)
72m f1 (a)
siendo
19(a)= [ @) da, con 7 =afn, (46)
g® (77> =1.2769 — 3.1057n + 14.878n° —25.81° + 45.32n" — 51.33n° (47)

+64.397° —62.96n" +200.9n° —243.2n° + 83.16n" + 225.6n".

6 RESULTADOS

Se analiza con el método propuesto en el preseaib@jd, con resultados numéricos
obtenidos con el programa Abaqus de elemento®diyitcon mediciones experimentales de

los valores del coeficiente de frecuen@ia= wb*+/ph / C, para placas rectangulares isétropas
con E =20.5 16° N/nv?, 1 =0.3, rigidamente empotradas en el barge= 0, y libres en los
otros bordes para distintas dimensiones, con udasylineas con fisuras. La isotropia esta
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caracterizada por
c,=0,=0C,=C,=0C,=npCC,=051-pu)C, (48)

dondeC denota la rigidez a la flexion de la placa isG#.dpa rigidez rotacional en las lineas
de rétulas se consideran con el coeficiente adiimealsde rigidez rotacional

R =ejc k=123 (49)

Para obtener los resultados con el método propsestonsideran, =n,_=r, = 8.

En laTabla 1se presentan las propiedades de las placas aoiigtsas analizadas, siendo
¢ = c, /a. La cantidad de valores de indicados representa la cantidad de fisuras giata

analizada.

Placa b/a h [mm] 3 n
1 0.9091 3.20 - -
2 0.4318 3.19 - -
3 0.9091 3.20 ¢, =0.4545 0.4684
4 0.4318 3.19 ¢, =0.4545 0.4702
) 0.9091 3.22 ¢, =0.8227 0.4657
6 0.4318 3.19 ¢, =0.8182 0.4696
7 0.9136 3.21 ¢, =0.4498 0.9346
7, =0.7316
8 0.9136 3.16 c, =0.2814 0.8544
7, =0.5407
@ =0.7225

Tabla 1: Propiedades de las placas analizadas.

Para la modelizacion con el programa Abaqus se@#l elemento hexaédrico, lineal de 8
nodos C3D8, realizando un andlisis previo de cayarazia para definir la distribucion de la
malla.

En la Figura 4 se observa el esquema de medicibn empleado pateneob
experimentalmente las frecuencias naturales deplasas analizadas. Para realizar las
mediciones, se emplearon acelerometros tipo 43mhplificador NEXUS tipo 2692-012 de
la firma B&K, y una placa adquisidora PCI-6132 defirma National Instruments y para
procesar la sefial se utilizé un programa de la mima. Se utilizé ademas un mecanismo
de excitacion de ondas mecanicas controladas pardeterminacion de las distintas
frecuencias naturales de vibracion.

En laTabla 2se presentan los primeros seis valorefdeara las Placas 1 y 2 cuyas
propiedades se indican enTlabla 1
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Placa :
analizada:

Analizador de
Amplificador 7| frecuencias

/ \ /
/%:eleréme?
1 1
G Exitador
|

G,

Figura 4: Esquema del sistema de medicion de freta® naturales con dos acelerometros.

Secuencia modal

Placa 1 2 3 4 5 6
1 Trabajo actual 2.8658 7.5541 17.6956 26.1428 1269 48.8665
Abaqus 2.8639 7.5140 17.6599 26.0485 26.7464 88.48
Experimental 2.7933 7.3134 16.7092 25.6478 27.019147.3342
2 Trabajo actual 0.6400 3.1321 3.9925 10.0460 ¥B21 18.8151
Abaqus 0.6393 3.0974 3.9849 9.9303 11.1755 16.5078
Experimental 0.5977 2.8737 3.6784 9.9546 10.6788 5.69D6

Tabla 2. Primeros seis valores Qepara las Placas 1 y 2 indicadas efdala 1.

Placa 3 Secuencia modal
1 2 3 4 5 6

Modelo 1 2.8285 7.5533 17.1114 26.0436 26.4073 48.5263
Modelo 2 2.8358 7.5535 17.2206 26.0611 26.4989 48.5861
Modelo 3 2.8302 7.5534 17.1368 26.0476 26.4285 48.5401
Modelo 4 2.8277 7.5533 17.0991 26.0417 26.3970 48.5196
Modelo 5 2.7742 7.5524 16.3577 25.8070 25.9348 48.1545
Modelo 6 2.8522 7.5538 17.4757 26.1037 26.7179 48.7326
Abaqus 2.8157 7.4585 16.5794 25.8085 25.9714 48.0295

Experimental 2.6389 7.2062 15.6812 24.8666 24.9681 46.4853

Tabla 3: Primeros seis valores fepara la Placa 3 indicada erillabla 1.

En laTabla 3aTabla 7se presentan los primeros seis valore&Xd@ara las placas 3 a 7
respectivamente, donde enlabla 1se presentan sus propiedades
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Placa 4 Secuencia modal
1 2 3 4 ) 6
Modelo 1 0.6318 3.1310 3.8558 9.9723 11.1671 18.8146
Modelo 2 0.6333 3.1312 3.8811 9.9848 11.1763 18.8146
Modelo 3 0.6321 3.1311 3.8615 9.9751 11.1692 18.8146
Modelo 4 0.6316 3.1310 3.8527 9.9708 11.1660 18.8146
Modelo 5 0.6199 3.1299 3.6831 9.8969 11.1051 18.8144
Modelo 6 0.6369 3.1316 3.9405 10.0161 11.1980 18.8147
Abaqus 0.6239 3.0634 3.7521 9.8223 11.0928 16.2485
Experimental 0.5851 2.8913 3.5223 9.2934 10.6587 15.8332
Tabla 4: Primeros seis valores fepara la Placa 4 indicada erillabla 1.
Placa 5 Secuencia modal
1 2 3 4 5 6
Modelo 1 2.8651 7.5442 17.6073 26.1056 26.9124 48.3764
Modelo 2 2.8653 7.5461 17.6249 26.1123 26.9124 48.4971
Modelo 3 2.8652 7.5446 17.6116 26.1072 26.9124 48.4067
Modelo 4 2.8651 7.5440 17.6056 26.1050 26.9124 48.3635
Modelo 5 2.8642 7.5311 17.4700 26.0626 26.9123 47.0994
Modelo 6 2.8655 7.5504 17.6641 26.1284 26.9125 48.7234
Abaqus 2.8804 7.5100 17.5559 25.9877 26.5801 47.4303
Experimental 2.6742 7.3162 16.5498 21.4945 25.7329 45.5119
Tabla 5: Primeros seis valores fepara la Placa 5 indicada enTlabla 1.
Placa 6 Secuencia modal
1 2 3 4 ) 6
Modelo 1 0.6398 3.1298 3.9702 10.0352 10.9452 18.7868
Modelo 2 0.6398 3.1302 3.9746 10.0371 10.9984 18.7918
Modelo 3 0.6398 3.1299 3.9712 10.0357 10.9575 18.7879
Modelo 4 0.6398 3.1297 3.9697 10.0350 10.9388 18.7862
Modelo 5 0.6396 3.1273 3.9362 10.0236 10.5477 18.7545
Modelo 6 0.6399 3.1312 3.9845 10.0418 11.1183 18.8042
Abaqus 0.6435 3.1020 3.9547 9.8253 10.6959 16.5629
Experimental 0.6199 2.8931 3.6738 9.4025 10.0110 16.0727

Tabla 6: Primeros seis valores fepara la Placa 6 indicada erillabla 1.
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Placa 7 Secuencia modal
1 2 3 4 5 6

Modelo 1 2.6887 7.5511 14.6136 25.1262 25.7309 39.9173
Modelo 2 2.2052 7.4931 11.0877 23.4109 25.1915 26.1759
Modelo 3 2.1489 7.4888 10.8262 23.3027 24.5836 25.7033
Modelo 4 1.3839 7.4525 7.9651 15.2620 22.4584 25.4035
Modelo 5 1.4050 7.4531 8.0469 15.4345 22.4722 25.4052
Modelo 6 1.7738 7.4670 9.3696 19.1700 22.7811 25.4487
Abaqus 1.7601 7.3494 9.5228 19.7737 22.4794 25.4274

Experimental 1.4245 7.0716 7.9365 14.1941 21.3165 24.6743

Tabla 7: Primeros seis valores fepara la Placa 7 indicada erillabla 1.

En laTabla 8se presentan los primeros cinco valoresXd@ara la placa 8, donde en la
Tabla 1se presentan sus propiedades. Las formas modalssades corresponden a los
resultados obtenidos con el método propuesto pavibdelo 5 y a los resultados obtenidos
con el programa Abaqus.

Placa 8 Secuencia modal
1 2 3 4 5

Modelo 1 24774 7.5010 14.5314 25.2233 25.7291
Modelo 2 2.0635 7.4171 11.9401 24.1511 25.5365
Modelo 3 1.9912 7.4039 11.5207 24.0076 25.5130
Modelo 4 1.7420 7.3620 10.1060 23.5801 25.4390
Modelo 5 1.7408 7.3618 10.0990 23.5782 25.4386
Modelo 6 1.8225 7.3750 10.5590 23.7079 25.4631
Abaqus 1.9810 7.3374 9.0968 22.2107 25.5243

Experimental 1.7054 7.2352 9.2507 21.7572 25.2714

Tabla 8: Primeros seis valores fepara la Placa 8 indicada enflabla 1.Las formas modales mostradas
corresponden al Modelo 5 propuesto y a los resastathtenidos con el programa Abaqus.

Realizando una comparacion entre los valores expetales y los obtenidos con los
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distintos modelos de fisura, se observa que el lnape mejor representa el comportamiento
de la fisura es el Modelo 5 que corresponéisia (2005)

7 CONCLUSIONES

Se utilizaron las ecuaciones del problema de coatgr transicion provenientes de la
aplicacion de las técnicas del célculo de variasoy se obtuvo aplicando el método de Ritz
en combinacion con el método de los multiplicadatesLagrange el comportamiento de
placas rectangulares con lineas de fisuras.

Se implementaron modelos de fisura abierta reptadas con un modelo de rétula
elastica, el cual en funcién de las propiedadel disura varia la rigidez a la flexiéon. Con
estos modelos, se obtuvieron los valores de lasepais frecuencias naturales de vibrar de
placas rectangulares con fisuras. Se compararomeggdtados con resultados numeéricos
obtenidos con el programa Abaqgus y con mediciorpsrenentales.

Se observa una muy buena concordancia entre lagesabbtenidos con el método
propuesto, con las mediciones experimentales yasoabtenidos con el programa Abaqus.
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