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Resumen. El andlisis del comportamiento dindmico de componentes estructurales es un estudio
esencial en problemas de ingenieria. Particularmente, el estudio de las vibraciones libres de porticos
es un analisis tipico cuando se estudia la dinamica de estructuras. En este trabgjo, se estudian las
vibraciones libres de un pértico de dos tramos con restricciones elasticas generales con dos rétulas
internas elasticamente restringidas. La ecuacién del movimiento, las condiciones de contorno y
condiciones de transicion se obtienen empleando el principio de Hamilton.

Lainclusién de las rétulas elasticas internas, permite simular la presencia de fisuras. Para verificar la
exactitud del modelo matemético desarrollado, se realizan comparaciones con resultados obtenidos
con el programa Abagus de elementos finitos. Se presentan nuevos resultados de formas modales y
frecuencias natural es para diferentes configuraciones mecanicas.
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1 INTRODUCCION

Realizar un analisis del comportamiento dinAmicocdmponentes estructurales es un
estudio esencial en problemas de ingenieria. Bd®sae la gran mayoria de mecanismos
estructurales cuenta con la presencia de portycakrealizar un analisis dinamico de dichas
estructuras, es importante realizar un estudio ideasiones libres y conocer sus formas
modales.

Realizando una breve descripcion de los trabapgzeglos al momento sin la intencidn de
hacer una revision completa de la bibliografia @¢tsolamente se citan algunos trabajos de
referencia. El problema de vibraciones libres d@mwicon restricciones elasticas intermedias
también ha recibido un extenso tratamiematemberg (1978)etermind las frecuencias de
vibraciones libres de una viga uniforme en voladian una restriccion elastica rotacional en
un punto intermedioLau (1984)presenté una extension del trabajoRigemberg (1978al
incluir un vinculo elastico traslaciond&ao (1989)determiné las frecuencias de vibracion de
una viga empotrada en ambos extremos pero corestr&ccion elastica intermediBe Rosa
et al. (1995)concretaron un estudio sobre vibraciones libregigies de espesor variable con
restricciones elasticas intermedidsenas y Grossi (1993)eterminaron soluciones exactas y
aproximadas para una viga uniforme con un extrenum ypunto intermedio elasticamente
restringidosGrossi y Albarracin (2003)eterminaron las frecuencias de vibracion de ugg v
con restricciones contra rotacion y contra traélaen los extremos y en un punto intermedio.
Raffo y Grossi (2012)ealizaron un estudio de sensibilidad sobre lamgyas frecuencias
naturales que consiste en la influencia de la posig valor de una restriccion elastica
intermedia en vigas con roétulas intermedias.

El estudio de las vibraciones libres de porticosiesanalisis tipico cuando se estudia la
dinamica de estructura@guamanam y otros (1998)odelaron un portico de dos tramos
abierto usando la teoria de vigas Euler-Bernowlfistderando un angulo generalizado entre
tramos y una masa en el extremo del segundo trel@apler y otros (2003xaminaron la
dinamica de un pértico abierto de dos tramos covinmento dentro y fuera del plano usando
la teoria de vigas de Euler-Bernoulli. El estud® lds vibraciones libres de porticos con
restricciones elasticas no ha sido tan extensamteat&do. Albarracin y Grossi (2005)
determinaron las frecuencias naturales de un pdidicnado por una viga y una columna con
restricciones elasticas considerando desplazamimsversal y axial segun la teoria de vigas
de Euler-BernoulliGrossi y Albarracin (2013yataron el problema de vibraciones libres de
porticos de tres tramos inclinados con restricogldsticas en extremos y puntos de unién
entre tramos desarrollando el calculo de variacg@aga obtener las ecuaciones de contorno.

En base a esta breve descripcion, no se encuante lgeratura el estudio de sistemas
mecanicos tipo porticos con rétulas elasticas méglias, las cuales permiten adicionamente
la implementacion de modelos de fisura como senaizado al momento en trabajos de
vigas. A modo de ejempl@stachowicz y Krawczuk (199propisieron un modelo de fisura
en vigas el cual fué implementado en varios trabgjsiendo los mas actualébaji y otros
(2009) donde implementaron el modelo de fisura en vigassiderando una flexibilidad
elastica local donde esta rigidez depende del tardafila fisura que luegQuintana et al.
(2010) utilizaron el mismo modelo en una viga con fiswrattingida elasticamente resuelta
con el método de Ritz en combinacion del métodmdkiplicadores de Lagrange.

El objetivo de este trabajo es obtener las ecuasidie contorno y transicion de un portico
de dos tramos con restricciones elasticas genecalesdos rotulas internas elasticamente
restringidas usando el calculo de variaciones.offarparte se presentan resultados numéricos
de las frecuencias naturales y las formas modalkdiamte la aplicacion del método de
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separacion de variables y la obtencion de la satuekacta.

Se presentan comparaciones con resultados numeébtesidos con el programa Abaqus
de elementos finitos y se presentan nuevos resgltdeé frecuencias naturales y formas
modales para distintas configuraciones mecanicisyindo un modelo de fisura.

2 FORMULACION VARIACIONAL Y OBTENCION DEL PROBLEMA DE
CONTORNO

Figura 1: Sistema mecanico en estudio.

Para analizar el comportamiento del sistema emiesan cualquier instante, se supone
que los desplazamientos axiales son descritos gsofuinciones, (%t)v T, € [O,li], con
i = 1,2, y los desplazamientos transversales qaic(rxi,t), T, € [O, ll,], coni =12, tal como
se esquematiza en kgura 1 Las restricciones traslacionales se denotantpgrs,, y las

restricciones rotacionales per, coni=1,...,4, y todas ellas estan conectadas a un punto

fijo. A su vez, las restricciones que estan comlatan ambos lados de la viga se denotan por
'y actian en el punto intermedio ubicadarer- c,, coni = 1,2.

De laFigura 1se deduce que las condiciones de compatibilidasl pantoz, = [, estan
dadas por las relaciones:

w, (I7,t) = —u, (0%,2), (1)

u, (l;,t) = w, (0*,75), (2)
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ow  \ Ow, .
051~ 52 )

dondel” y 0", indican que se usan limites y derivadas later&lasa simplificar la notacion

de aqui en adelante se eliminan los supraindices—.
La energia cinética del sistema para un determiimestiantet esta dada por

1| e ou ;) ow |
= LS o) |2t (o) %(%,t)] &
2 )
o) et

2
+(pA)i %(zﬁ)] dz, i,

donde(pA)_ = p,A, i =12, denota la masa por unidad de longitud correspateli& tramo

entre(0 y [. Por otra parte, la energia potencial total déésia mecanico correspondiente a
la deformacién elastica de cada tramo del péridas restricciones elasticas en los extremos
y a las restricciones elasticas intermedias esta dar

2

2
9w
au; (2.)

+ (EA)i I,

2
o) [ 2 )| + () L(xi,t)] &
K (5)
ow, ’ dw, ’
+7 le (ai,t> +r, 83;2 (am,t) -l-siu (a t) -1—s+2u2 (am,t)
+t.w? (a t) +t w ( >—i— r a—w(c.+ t) —%(c t)}2
i i+2 V2 \Yier 8% i 8% i ’

donde,(EI)_ = E I denota la funcién que da la rigidez a la flexié(rEyl)_ = E A denota la

K3

rigidez axial, correspondientes al tramo etttrg /.. Ademas es
a, =1. (6)

Segun se indico, el principio de Hamilton establgue la configuraci()n gque realmente

adopta el sistema mecénico es la que hace esteaoi@guncional F (v f Ldt, en el

espacio de funciones admisibles, donde el Lagramgda es igual aL =T —U. En
consecuencia, de acuerdo cdhy (5), el funcional energéticé’ esta definido por
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(7)

2

0
e [8:2 <az‘+27t)] o Sz’uf <a7: t) Sivally <a +27t) o tiwlz <a7:7t)
—t.,,w <a +2,t)—r

2

donde se compacto la notacion al usar=0, b, =c, b, =1.

Dada la cantidad de funciones involucradas en rasids del portico, es conveniente
introducir las siguientes funciones vectoriales (u,w), u= (ul,%), yw= <w1,w2), y los

dominios G, :(Ov%)’ GL2 :(ci,li) cuyas clausuras son:@m =G, U{O,cl},
G,=G, U{Ci’li} y G, = (O,li), coni=12.

Para establecer la regularidad de las funcionessiggone: u, (:z:i,-)eC2 [ta,tb],
w(st)eclol], ulst) €c’(G,) v wleelec i) w(st)eclod],
w, (-,t)‘é cC’ (G ) i=12  j=12. Siendo que las derivadas clasicas
(8 u (z,,t /8:1: 8 w, :n Jt /8:1: con n =2,3,4 nO es necesario que existan en el
intervalo (O,l.) pero si se deben imponer las condmone;(, )‘5 e C” (Gi_].), y

w, (-,t)‘é eC" (G .), i=12, j=12. En consecuencia, se observa que las derivadas

(8 u (7, t /8:1: y (8 w, |z, t /8:1: con n =2,3,4 extienden su continuidad hasta el
extremoz, = c, y por lo tanto las derivadas Iatera(&ui c ,t )/83; , (8 u et )/83; ,
(8”’101. (c{,t))/@x:’ y (8”107; (cj,t))/ami” existen, pero{@”ui (xi,t»/@xi" y (8”’wi (:Bi,t»/(?xi”

No son necesariamente continuasces c..
Si ahora se introducen los espacios

U = {ul;ul € C’(G1 X [ta,th,ul‘q] eC’ (C_?Lj X [ta,tb])}, (8)

U, = {1L2;u2 € C’(G2 X [ta’tb])’%‘@] €’ ((_?2’], X [ta,tb])}, (9)

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2242 J.L. RAFFO, R.O. GROSSI

W, = {wl;wl S C(Gl X [ta,th,wl‘éu et (51.]- X [ta,tb])}, (10)
W, = {wz;w2 € C(Gz X [t,l,t,,]),ub ., cC! (52’]_ X [ta,th}, (11)
U=U xU, (12)
W=Woxib, (13)

con j = 1,2, resulta que

17 2) = U’
W = (wl,w2> eWw,

u= (U U
(14)

y v es un elemento del espacio producte V. En consecuencia el funcional (7) depende de
v, 0 sea ed’ = F(v) y su dominio de definicion esta dado por:

D(F) = {v;v € UxW,v(:vi,ta),v(:Ei,tJ dados y

15
tales que satisfacen condiciones de Compatibilidad}. (15)

El espacio productd/ x W se transforma en un espacio lineal si se intradues
siguientes operaciones algebraicas:

(u<1>,w<1>) n (u<2>,w<2>) _ (uu) +u®,w® 4 W<2>>7 C(u(l),w(l)) _ (Cu(l)’ Cw(l))7 (16)
en dondeu”, u® e U y w",w"? e W.
La condicién de funcional estacionario requiere sgigerifique
6F(wv):(LVVel%, (17)

dondeéF(v;v) denota la variacion primera dé en v y en la direccion d&, D denota el

espacio de las direcciones admisiblesrgpara el dominioD del funcional .
La variacion del funcionaF' en el puntov esta dada por

5F(wv)=:§%ﬁ(v-+gv) (18)

e=0

Las direcciones admisible$ en v € D, son aquellas donde + v € D para todo
suficientemente pequefio y donde §F exista. De acuerdo coif), v es una direccion
admisible env € D si, y solo si,v € D donde

D, ={%v € UxW,¥(z,t)=7(z,t,)=0i=12

satisfacen las condiciones de compatibilidad}.

(19)

Para generalizar el andlisis del sistema mecaeiduti®duce el cambio de variables
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r =z /1, (20)
y para simplificar la notacion se considera que=c /I, y como consecuencia, los
dominios de los espacios quedan definidos como
Gi.l - (O’ Ci)’ Gi.Z - (ci’l)’ (21)
cuyas clausuras sof, = G, U {O, cl}, G,=G,U {Cwl} y G, = (0,1), coni=1,2.
Operando y agrupando, d@ &e obtiene

2
1 2 2 b 67:
rw =3 ‘Z >J, [(pA)Z ! [Q—Z(xﬂt)]

Bw. *(BI) (92w ©(EA) (ou ’
+(,0A>Z %(mi,ﬂ _( 1_3)1 8;? (;L«Nt) —¥ 8_?(:Ei’t>] ]dIL’Z
_ 7251 (El)l 8wl (a t)z_ rz+2l2 (E])z sz (a t)2

(EI)1 ooz VY (EI)2 2o\ oz, VY 2
BBl - pBIEI
AR 1y
td |\ Bl t 1
| |t
r i |(BI) (0w, ow )
_ (EI) ; 6: (c:,t)—a—:i(ci,tﬂ ]dt.
Reemplazando se obtiene
2
1 " 2 2 b’f./+1 a
F(V):Eft: ‘21: ;fb/ [(PA)le[a_u(x t)]
dw. ©(EI) (82w ©(EA) (9u ’
o) 1|2 (s _(Z) 2 ) 24 a_;%(xi,t)”dxz
EI) (& ? EI (8 ’
EI EI EI
-5 ( 113>1 uf <ai,t)—S.+2( 123)2 uj (aﬂ,t)—T( 113)1 wf (ai t)
EI) (9w dw ’
— +2( lj)z wi(am,t)—R (lfl 3_::(C+ )_8_1::(6 t)] ]dt.
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3 3 3
dondeR = 7"le , R :M, — Sz‘ll3 .S = 3z+212 T = till LT = ti+2l2 ,
(EI)1 2 (EI)2 (EI)1 2 (EI)2 (EI)1 2 (EI)2

R, :% coni = 1,2.

Si se aplica la definiciorlg) al funcional 23), se obtiene

2. [l du, o,
50 o)1 G S

2

oF (viv) = [ :" [Z

ow. ow. EI o 0w
(o)1 22 0,0) 20 g,1) - L D g0
EA) du o1, EI 9 oW
LS G B 5

g Aoy 00 (24)

EI EI
-5 ( 13>1 u1<a t)ﬁ1<ai,t)—5+2( 13>2 u, (a+2 t)ﬂz <a+2 t)
1 2
EI EI
(o, fo,t)- 7 o) o,
1 2

ITUISPRCYRP YRR Y

S e Gl e U e

Consideremos en primer lugar las integrales

S o) 1 1) ) (25)
y
S o) 12 ) ). (26)

Dado quex, (mi,->,wi (x,),a (x,),zb (:z:,) € C? [ta,tb], se puede integrar por partes
respecto de y al aplicar las condiciones impuestas E9),(esto es

€7<xi,ta) = €7<xi,tb) =0,

(27)
Vr € Gi=12

resulta
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0 i,
j; (p4) la—li( . t)a—:?(xi,t)dt =

La hipotesis quev € IV, permite integrar por partes dos veces respecto e las

integrales

fb:):_ﬁl (EI)L aQ’uJi (q; ,t) 82@1‘ (fBi,t) d:Ei,

lf’ 8:1:7.2 ! 8:1:1.2

1 =12, j =1,2, donde se obtiene

R T A P

11-3 axf ! 8:1:Z,2

P i 8:1:74 i | 8:51.3.
(EI) o 0@ "
+ P i 3; (:E’t>3::(x’t> ’

cont =12, 57=12.
La hipdtesis quar € U, permite integrar por partes en las integrales

b, (EA) 9 o1
Jo A

i =12, j=12, de donde se obtiene

[ (24), o, (1,6 2% (1) s, =

li axi (9:E
EA o 0? -
a ( L )1 J;_/ Bxu.; (:U“t>u7: (xi,t>dxi
(EA) ou. v

%___?;__8x (zt)a(z,t)

b.
i, j

coni=12 j=12.
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Ahora, si se reemplazan las expresiones obtenal@3da 33) en @4) se obtiene
2

58 (viv) = flz (T (£4), 0%,

~ |5 —(p4) 1 _8;;1- (%’t>+—é - (:pt)]u (2,.)
0w, (EI> o'w
(,OA)' : Z(:Ei’t)—i_ Z Z(:Ewt) i\"i
i

xi
t l:’ axf

i Ozt Ox (34)

2
EI EI
52 o) f0.0) 5. o),
1 2
EI EI
e fo.t)a, o) 7 e o),

i

1) fon -2

P oz V) ae

ow. ow, [ _
20 er) -2 ,t)]

]dt.

Teniendo en cuenta el caso en que

i, (ai,t) =, (a7:+2’t) =0, (35)
i, (a,t) = @, (a,,,,t) =0, (36)
o o
8:1 (ai,t) = 81;]; (am,t) =0, (37)

coni = 1,2, también considerando el caso en que la rigideAlaxion y la rigidez axial del
primer tramo del portico son infinitamente supedda del segundo tramo, se cumple que

D, (1,t) =0,

i, (1,t) =0, (38)
O

8%1 (1,t) = 0.

De acuerdo con las observaciones realizadas, &tiespe direcciones admisibIéE: esta
dado por
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D: = {V;ff € U x W, satisface las condiciones de compatibilidad,

Ow Ow
i, (ai,t>:ﬂ2 (am,t):(), b, (ai,t>:ﬂ;2 (am,t): , 8—1:1(%15): 81:22 (am,t):O, (39)

i, (Lt) =, (1t) = 22’1 (Lt)=0. 9(z,t, ) =¥(z,1) = 0¥z, € G, i = 1,2}.
1

De (34), (39) y teniendo en cuenta?), resulta que la condicion de funcional estaciones

6F(v;f/) =
: 2 2 b 82 7- EA 7- 82 1- .
J: |721: ;J;J [[ <’0A)i li %(mz;t)—f—(l—Z)’a—;;(x“t)] u, <x7:,t) (40)
&w El) ' )
[(pAl . (9:2]1 (zi,t)—i—( l? )z 3:? (xi,t) w <x,t) dz |t dt = 0,
vweD.
Dado que

wwel (G ), (41)
wie (@), (42)

y las funcioneso, y v, verifican las condiciones establecidas &),(se puede aplicar el lema

fundamental del calculo de variaciones generalizawldR”, de donde se deduce que las
funcionesw, y v, deben satisfacer las ecuaciones diferencialegm@vedas parciales

EA) 72 9

Q%(w) ~(p4) lvﬁ%(%t) =0, (43)
EI 4 9

) 2 ) o) 1 25 t) = "

Vt>0,i=12.

Si ahora se vuelve al caso original, que es cuartiben restricciones elasticas, dado que
se verifica

D cD, (45)

resulta que se verifica la condicion
6F<v;€r) =0,V eD), (46)

de donde surge que las funcionesy v, deben satisfacer las ecuacior&3)  (44) y que la
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condicion para funcional estacionario se reduce a

oF (viv) = [ Mz

CYSwn

bij
. <EI) 8210. aﬂ] b i1
_ L . (ZE t) i (Il,t>

;)
lf’ 8:31.2 "oz,

b
2¥)

EI o oW EI 9 ow

( >1 - (awt> - (awt) - Ri+2 ( l23 >2 81{:22 (a-+27t) 8:22 (a-+2}t>
El

_1u1 (aﬂt) i, (aﬂt) o Si+2 (Z—B)QUQ <a7:+27t) i, (az‘+27t)

(1)

(47)

: w, (azw’t)ﬂ@ (az+2’t>

0w, (e7.1) - %(Ci t)]

A
oz,

Vv e D, dondeD, esta dada porf). Dado que las funciones (O,-), W, (0,-), %(O,-),
Z.

i, <ci,-), w, (ci,-), i, (1,-), W, (1,-), g—i(l,), i =12, son continuas y arbitrarias, la

aplicacion de la condicién4) conduce a las correspondientes condiciones deorcmn

naturales. Teniendo en cuenta ademas a las comeicide compatibilidad se obtiene el
siguiente problema de contorno que describe el odiaamiento del portico analizado:

Hz,t)=0, Ve, E((O,ci)x<ci,1)), VE>0, i=12 (48)

R 2

8—;<xt) Ik at; (2,.t) =0, vz, E((O,ci)x(ci,l)), VE>0, i=12 (49)

0 0’
R, 8:11 (0.) = a;? (0.), (50)
EA
Sy (0,) = ((EI; s 331 (0,1), (51)
1
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018_331 17 7, 281’1 ‘7;12 17
EA ) )
S enf) = ((EI; 7[5 )- e
Tw (c t) = (93101 (c ) anI (c+ t)
2771\’ xlg 1 81’13 1

ow ow , o*w
Gl ) ) - Gl
u, (1,75) = w, (O t)
w, (l,t) = —u, (O,t),
ow [ Ow
8x11 (1’t> B i 8:522 (0 t>
0*w B (EA) P ou
8:55 (0 t) o (EI): i xi (1 t>
O*w (EA> I} du,
(93:131 (1 t) N (El)j i@xz <O t)
aZwl ( > (EI)2 E 821’”2 >
8:1:12 (E'I)1 Z;’ 8:1:22
0 0 - 0 ~ 0 _
RC2 8:22 (cJ,t) - (9:22 (CQ ,t) - R, 81:2.2 (02 , ) = 8::22 (CQ ,t)
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(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)
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S,u, (¢, t) = %Lj [g—;‘z(cg,t) _ ZZj (cz,t)], (66)
R R | @)
u, (¢, ) = u,(c) 1), (68)

w, (e, ) = w, () ,t), (69)
e 5 ) - T2l ) 0
R, 2—2(1,75) = —%(1,75), (71)

Sy, (1.1) = ((Zl)) . Z_Zj(“)’ (72)

T (1) = 2% (1.1), (73)

dondet > 0.
Notese que si los coeficientes de rigidez rotadipti@slacional toman valores tales que es
0<R <00, 085 <00 y0<T <oo, las condiciones de contorns0f-(55), (65)-(67) y

(71)-(73) son naturales. A su vez al hacgr,S,T — oo, se obtienen las condiciones de

contorno geomeétricas. Al dar valores a los distintmeficientes de rigidez se generan
distintos casos de porticos clasicos con distiotagdiciones de apoyo en los extremos de
cada tramo. Al hacer tender a cero o infinito avakres de los coeficientes de rigidez se

generan las distintas condiciones de apoyo cladfmsejemplo, al hacelt, — oo, S, — oo
y T, — oo, se obtienen las condiciones de contorno geoméird&;éﬁ,t) =0, w, (O,t) =0y
ow,

)

rigidamente empotrado. De forma analoga se detarmias condiciones geométricas en los
otros extremos.

(O,t>:0, las cuales establecen que el extremo inferior alepimer viga esta

3 METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Para realizar un analisis de vibraciones libresetemninar los modos normales de
vibracion, se deben determinar los valoreswda&ue son las frecuencias naturales para los
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cuales las ecuaciones diferenciakk®) (/ (49) que describen las vibraciones del pértico tiene
como solucion no trivial la forma

u, (mi,t> =u, (xi)cos (wt - 90), i=12, (74)

w(x,t)=w (z |cos|wt—¢),1=12, (75)
(zt) = w, () cos(wt o)

Donde w representa la frecuencia de oscilacion del poditsu estado libre por lo cual
se denomindrecuencia naturalLuego, en virtud de la continuidad de la funcx@seno y de
sus derivadas, las funciones dada pd@) ¢ (75 son continuas junto con sus derivadas (de
cualquier orden) respecto de

Al reemplazar4) y (75) en las ecuaciones diferencialé8)(y (49), se obtiene

0*u

= (2,)+ P2, () =0, ¥z, €((0.¢)x(c,1)), vE>0, i=12, (76)
Z.

0'w. .

3 - (ZE}) — kfwl. <£B1) =0, Vz € ((O, cl.) X (ci,l)), Vit >0, 1 =12, (77)

xi
donde p* = )ﬁﬂ(pi)iz, y k! = X‘ﬂﬂz, siendo que\ denota al coeficiente de
) )
pA

frecuencias\' = El4w2’ comunmente usado en los trabajos sobre vibracideesgas y

porticos. Siendd, p, A,I y E coeficientes genéricos que permiten referenceeigpresiones
analiticas a determinado tramo del portico.

4 SOLUCION EXACTA
La solucidn general de las ecuaciones diferenc{@®sy (77) estan dadas por

u, (xL) =0, cos(A'r,) + C, 2 sin(A'r),1=12,j =12, (78)

w, (ZEL) =C, ,cosh(\'z,) + C,_ sinh(N'z) + C,  cos(\'z) (79)
+C, sin(\'z), i =12, j=12

donde \' = \? Ly N = %—?ﬂw?, las constantes

Cj_]._k coni=12 j=12vy k=1,..,6, son constantes independientes a resolver con las

ecuaciones de contorno y transiciones del portiaizado. De esta manera, se llega a un solo
sistema de ecuaciones algebraicas que se denatan po

4] {c}={r}, (80)

donde[A] denota la matriz caracteristica de dimensdn« 24, {C} de 24 x1 denota el

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2252 J.L. RAFFO, R.O. GROSSI

vector de los coeficientes &R} de 24 x 1 denota el vector de términos independientes. Por

lo tanto, resolviendo el determinante de la ma@% del sistema, obtenemos la ecuacion
caracteristica:

G(r,,ti,si,r t

i+2?

,li,A,Ei,Ii,A,pi): 0,i=12. (81)

3

i+27 8z+2’ 7;1

5 RESULTADOS NUMERICOS

Para establecer las distintas condiciones de aglagicas en los extremos del pértico de
dos tramos perpendiculares analizado, se adoptatéeion donde E denota que el extremo
estda empotrado, A denota que el extremo esta ladizly L denota que el extremo esta libre.
Como ejemplo, si se indica la condicién de bordaunedrtico E-A, denota que el primer

tramo, enz, = 0, el extremo se encuentra empotrado, mientras que sggundo tramo, en
z, =1, el extremo se encuentra articulado. Los valoresiémicos del coeficiente de

frecuencia se presentan referenciados al primexotiel pértico:

A = ﬂw?zf. (82)
Elll
En laTabla 1se presenta una comparacion de resultados caomgriama Abaqus de los
primeros seis valores de para un portico de dos tramos con distintos apoiascos, con

I =1, =100, (EI) :(EI) = 0.00175, (EA) :(EA) =210. Para modelar en el
1 2 1 2
programa Abaqus se empled el elemento B21 formuleoio la teoria de vigas de

Timoshenko, por lo cual se emplearon tramos de lgragitud respecto a las dimensiones de
la seccion.

Secuencia modal

1 2 3 4 5 6

E-E Exacto  3.9266 4.7300 7.0686 7.8532 10.2102  10.9956
Abaqus  3.9257 4.7277 7.0636 7.8433 10.1955  10.9697

A-A  Exacto 3.1416 3.9266 6.2832 7.0686 9.4248 10.2102
Abaqus  3.1412 3.9254 6.2802 7.0620 9.4146 10.1909

E-A Exacto  3.3932 4.4633 6.5454 7.5916 9.6866 10.7338
Abaqus  3.3926 4.4616 6.5415 7.5834 9.6740 10.7115

E-L Exacto  1.0825 1.7863 3.9692 4.8053 7.0985 7.9132
Abaqus  1.0825 1.7862 3.9682 4.8033 7.0938 7.9049

Tabla 1: Comparacién de resultados con el progvsneajus de los primeros seis valoresX@ara un
portico de dos tramos con distintos apoyos clasimms/, = [, = 100, (EI)1 = (EI) = 0.00175,

2

(B4), = (BA4), = 210.
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Secuencia modal

2253

1 2 3 4 5 6
RS T R =8=T=0

0 0 0 14755 24360  3.7429 44114 54686  6.8380
100 0 0 08637 18616 25280  3.8548  4.9405  5.5922
100 100 0 07041  1.8208 22620 29136  3.9122  4.9419
R, S, T R =8 =T =100

0 0 0 06736 2.0606 29017  3.5002  4.0437
100 0 0.8487 2.3432  3.0436 35801  4.3189
0 100 0  0.8165 2.0627 29017 35010  4.0438
0 0 100 25075 3.0303  3.5415  4.1191

1.0270

Tabla 2: Primeros seis valores flepara un portico sin rétulas intermedias, parardeg valores de las
restricciones elasticas en los extremos, teal, I, =2, (EI)1 = (EI)2/2 = 0.007,

(EA)1 = (EA)2/2 = 210. Las formas modales mostradas corresponden alEasoS, =T, =T, =100 y
R, =8, =0.

En laTabla 2se presentan los primeros seis valores del ceefiide frecuencias para
un portico sin rotulas intermediasR(=R =o0, R =S =T =0, i=23), para
distintos valores de las restricciones elasticas l@n extremos, conl =1, [, =2,
(EI) = (EI) /2 =0.007, (EA) = (EA) /2 —210. Las formas modales corresponden al

1 2 1 2

casok =S5 =T =T, =100y R =5, =0.

Secuencia modal

1 2 3 4 ) 6

1.8879

2.7395 3.9659 5.3957 6.7587 7.5027

Tabla 3: Primeros seis valores flecon sus correspondientes formas modales parartingpi-L con una rétula
libre ubicada en, = 0.5, con, =1, [, =2, (EI) = (EI) /2 =0.007, (EA) = (EA) /2 = 210.
1 2 1 2

En laTabla 3se presentan los primeros seis valores dmn sus correspondientes formas
modales para un portico L-L con una rotula libreeeprimer tramo ubicada en = 0.5, con
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1 2

L=1,1,=2 (EI) = (EI>2/2 = 0.007, (BA) = (EA)2/2 = 210.

Secuencia modal

3.7493 6.8174 7.8360 8.8690 9.3567

1 3.3894 4.1063 6.8993 7.8360 9.1601 9.7027
10 3.8093 4.5795 7.0228 7.8361 9.8577 10.5314
100 3.9124 4.7095 7.0579 7.8361 10.1477 10.8880
1000 3.9243 4.7249 7.0620 7.8361 10.1854 10.9351
00 3.9256 4.7266 7.0625 7.8361 10.1897 10.9405

Tabla 4: Primeros seis valores depara un poértico E-E con dos rétula clin= R = R_ ubicadas en
¢, =05y¢c =05 conl =] =1, (EI)1 = (EI)2 =0.014, (EA)1 = (EA)2 = 420. Las formas modales
corresponden al casB = 0.
En laTabla 4se presentan los primeros seis valores\dpara un portico E-E con dos
rétula elasticas con coeficientes elasticis=R =R y R =S =T =0, i=2,3,
3 :

;2 =1, (EJ)1 = (EJ)2 = 0.014,

ubicadas en ¢ =05 y ¢ =05 con [

(EA)1 = (EA)2 = 420. Las formas modales corresponden al cése 0.

Secuencia modal
R 1 2 3 4 5 6

0 3.0109 6.2790 6.8217 7.8443 8.8335 12.5171

1 2.3831 3.3884 6.2790 6.9007 8.2296 9.1275

10 3.0009 3.8083 6.2790 7.0187 9.0464 9.8322
100 3.1256 3.9114 6.2790 7.0520 9.3638 10.1260
1000 3.1395 3.9232 6.2790 7.0559 9.4046 10.1643
00 3.1411 3.9246 6.2790 7.0564 9.4093 10.1686

Tabla 5: Primeros seis valores depara un portico A-A con dos rotula cdh= R = R_ ubicadas en
¢, =05yc, =05 conl =1, =1, (EI) =(EI) =0014, (BA) =(EA) = 420. Las formas modales
corresponden al casi = 0.
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Secuencia modal

R T 1 2 3 4 5 6
0 0 30109 62790  6.8217  7.8443 88335 125171
13157  3.0410 62790  6.8224  7.8463  8.8346
10 23334 32764 62790  6.8286  7.8650  8.8449
1000 5.8029 59881 62790  7.4150  9.6392  10.1005
o 62748  7.8193 124718  13.7755 161868  16.2717
100 0 31256 39114 62790  7.0520  9.3638  10.1260
1 31420 3.9202 62790  7.0523  9.3644  10.1264
10 32786  3.9964 62790  7.0543  9.3701  10.1303
1000  6.2691  7.4421  10.0234  10.5886 125183  13.2331
~ 62790 67688  7.7707 88211  12.5169  13.0141
~ 0 31411 39246  6.2790  7.0564  9.4093  10.1686
31571 3.9332  6.2790  7.0566  9.4099  10.1690
10 3.2908 40079 62790  7.0586  9.4153  10.1727
1000 6.2780  7.4432  10.0393  10.6080 125184  13.2377
o 62790 67817  7.8452 88873 125171  13.0343

2255

Tabla 6: Primeros seis valores flepara un pértico A-A con dos rétula elasticas coeficientes elasticos
R=R =R ,T=T =T,yR =5 =0, i=2,3, ubicadasen, =0.5yc,=0.5 conl =] =1,

(EI)1 = (EJ)2 =0.014, (EA)1 = (EA)2 = 420.

Secuencia modal

3 1 2 4 5
0.3 3.0319 3.8033 6.0443 6.9186 9.3799 10.1659
0.8 3.0936 3.9080 6.0475 7.0174 9.0792 10.0009

Tabla 7: Primeros seis valores flecon sus correspondientes formas modales parartingpA-A con una
fisura ubicada em, = 0.3 y ¢, = 0.8 conn = 0.8, siendol =1, =1, (EI)1 = (EI) = 0.014,

2

(B4), = (BA), = 420.
En laTabla 5se presentan los primeros seis valores\dgara un pértico A-A con dos
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rétulaelasticas con coeficientes elasticis= R =Ry R =5 =T =0, i=23,
ubicadas en ¢ =05 y ¢ =05 con [ =1[=1 (EI)1 = (EI)2 = 0.014,
(EA)1 = (EA)2 = 420. Las formas modales corresponden al cse 0.

En laTabla 6se presentan los primeros seis valores\deara un portico A-A con dos
rotula elasticas con coeficientes elasticBs= Rq = Rcz, I'=T=T,y R=5 =0,
i=2,3, ubicadas enc =05 y ¢, =05, con [ =1I =1, (EI)1 = (EI)2 = 0.014,

(EA)1 = (EA)2 — 420.

Secuencia modal

c c 1 2 3 4 5 6

1 2

0.2 0.2 3.4792 4.6171 6.0789 8.3877 9.1595 12.1439

0.4 3.6152 5.1587 6.8236 8.5252 9.0124 11.7153
0.5 3.6845 5.3741 6.8064 8.1624 8.8958 12.2064
0.7 3.8360 5.0002 6.2540 8.5469 9.4801 12.0592
0.9 3.5262 4.5677 6.8870 8.2912 9.7731 11.6188
0.4 0.4 3.0856 5.7810 6.4491 8.7603 9.5399 11.2959
0.5 3.2482 5.8596 6.6313 8.0654 9.6816 11.4205
0.7 3.7139 5.3531 6.0255 9.0910 9.6828 11.3430
0.9 3.4814 5.7098 6.6923 8.2652 10.1366 11.2369
0.5 0.5 3.0109 6.2790 6.8217 7.8443 8.8335 12.5171
0.7 3.5419 5.3369 6.6862 8.2369 9.4747 12.1226
0.9 3.4663 5.9859 6.8738 7.7868 9.7326 11.5390
0.7 0.7 3.2876 5.1307 6.0167 9.2674 9.7908 11.7536
0.9 3.4427 5.0274 6.7957 8.6632 10.1615 11.4909

0.9 0.9 3.4151 4.2251 6.5951 7.6255 9.4870 11.0357

Tabla 8: Primeros seis valores dlepara un portico A-A con dos rétulas libres pasdiios valores de, y

¢, conl =1, =1, (BI) =(EI) =0014, (EA) = (EA) = 420.

27 2

En laTabla 7se presentan los primeros seis valores dmn sus correspondientes formas
modales para un poértico A-A con una fisura ubicada, = 0.3 y ¢, = 0.8 con n = 0.8,

siendon = a / h, a la profundidad de la fisura § el espesor de la seccion. Siendo ademas
L=1=1, (EI)1 = (EI)2 = 0.014, (EA)1 = (EA)2 = 420. Adoptando el modelo de fisura

deQuintana et al. (2010%e debe considerar

1
R, ==, 83
7 (83)

12

siendo
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0 = 6mp’ f(n) (K1), (84)

£(n) = 0.6384 — 1.035n + 3.72015° — 5.1773n" + 7.553n" — 7.3321° + 2.49097°. (85)

En laTabla 8se presentan los primeros seis valores\degara un pértico A-A con dos
rétulas libres @ =R =S =T =0, i=2,3) para distintos valores de y c,, siendo

L =1,=1 (BI) =(EI) =0.014, (EA) =(EA) = 420.

6 CONCLUSIONES

Se aplicaron las técnicas del célculo de variasignaga obtener el modelo matematico del
comportamiento de un portico considerando desplerdamaxial y transversal con la teoria
de Euler-Bernoulli con los extremos elasticameestringidos ante rotaciones y traslaciones y
con dos rotulas intermedias elasticamente restiasgi

Se realiz6 un procedimiento riguroso al considerar funcional adecuado para la
formulacién del principio de Hamilton y los corresglientes espacios de las funciones
involucradas.

Se empled el método de separacion de variables gbtero la solucion exacta del
problema mecanico para obtener resultados numédeofecuencias naturales y formas
modales para distintas configuraciones. Se prasgntaomparaciones con resultados
numericos obtenidos con el programa Abaqus y sseptaron nuevos resultados incluyendo
un modelo de fisura.
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