Asociacion Argentina AMCL

de Mecanica Computacional

Mecéanica Computacional Vol XXXII, pags. 2259-2278 (articulo completo)
Carlos G. Garcia Garino, Anibal E. Mirasso, Mario A. Storti, Miguel E. Tornello (Eds.)
Mendoza, Argentina, 19-22 Noviembre 2013

VIBRACIONESLIBRESDE PLACAS ANISOTROPAS DEBI LITADAS
POR LA PRESENCIA DE UNA CURVA INTERMEDIA CON ROTULAS

Javier Leandro Raffo®, Maria Virginia Quintana®

%Grupo de Mecanica Computacional, Universidad Tecnol égica Nacional Facultad Regional Delta,
San Martin 1171, 2804 Campana, Argentina, jraffo@frd.utn.edu.ar, http://mww.frd.utn.edu.ar/grupo-
de-mecanica-computacional

P|CMASA - INIQUI - Facultad de Ingenieria - Universidad Nacional de Salta, Av. Bolivia 5150, 4400
Salta, Argentina, virginiaquintana@ar gentina.com, http://www.unsa.edu.ar/iniqui

“Facultad de Ingenieria e Informética- Universidad Catdlica de Salta, Campo Castafiares, 4400 Salta,
Argentina, virginiaquintana@ar gentina.com, http://www.ucasal.net

Palabras claves. Placas, Rotulas, Vibracion, Ritz, Multiplicador de Lagrange

Resumen. El problema de vibraciones libres de placas debilitadas con lineas intermedias con rétulas,
es de interés en ciertas aplicaciones de laingenieria. La presencia de las rétulas genera condiciones de
transicion cuyas expresiones analiticas son andogas a las de las condiciones de contorno y complican
notablemente la resol ucion tanto analitica como numérica.

En este trabgjo se presenta una formulacion variacional genera para la determinacion de las
frecuencias naturales y de las formas modales de vibracion libre de placas anistropas y laminadas
debilitadas por una curva intermedia con rétulas elasticas. El andlisis se lleva a cabo utilizando la
teoria clésica de placas laminadas (CLPT) y las ecuaciones gobernantes se obtienen a través de la
aplicacion del método variaciona de Ritz utilizando polinomios simples como funciones de
aproximacion. Para ssimular apropiadamente el comportamiento de la curva con rétulas, se incorpora
en laformulacion el uso de multiplicadores de Lagrange.

El agoritmo desarrollado permite obtener soluciones anditicas aproximadas para placas
anisotropas y laminadas delgadas con la linea o curva con rétulas ubicada en distintas posiciones
considerando restricciones el&sticas tradacionales y rotacionales en los bordes y en las rétulas.

Finamente, se destaca que la mayoria de las configuraciones que se consideran en este trabgjo no
han sido previamente analizadas en la literatura existente, por lo tanto los resultados presentados son
los primeros datos que se encuentran disponibles de acuerdo a conocimiento de los autores.
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1 INTRODUCCION

Las placas anisotropas, en particular las condéitude material compuesto reforzado con
fibras, son extensamente utilizados en diversassinds, como la aeroespacial, automotriz,
etc. El rapido aumento del uso industrial de essasicturas ha traido aparejada la necesidad
de desarrollar técnicas analiticas y numéricas spen apropiadas para el andlisis del
comportamiento mecanico de las mismas.

La presencia de una linea intermedia con roétulasiren placa, puede ser usada para
facilitar la apertura de portones, la plegadurpulertas y/o sillas y para representar grietas a
priori en el interior de una placa. Por otra pduds,resortes rotacionales ubicados en la linea
de rotula, pueden ser usados para modelar un glifractura con una profundidad arbitraria
(Yuan y Dickinson, 1992.i y col., 2009.

Wang y col. (2001gstudiaron el pandeo y las vibraciones de plaaaamgulares con una
linea con rotulas a partir del método de Ritzang y Reddy (2003proporcionaron la primera
solucion conocida para las vibraciones de placasmgulares con una linea intermedia con
rétulas libres basada en la teoria de deformac@mcprte de primer orden. Los autores
emplearon el método de Levy con una técnica deodgsasicion de dominio para resolver
este problema y obtener valores del coeficienterariencia. La metodologia propuesta solo
puede aplicarse a placas rectangulares con al meéo®sbordes opuestos simplemente
apoyadosHuang y col. (2009)esarrollaron un método discreto para analizaradlema de
vibracion libre de placas rectangulares moderadrgmuesas con una linea intermedia con
rétulas para condiciones de bordes arbitrarias.ieREmnenteQuintana y Grossi (2012)
analizaron el problema de las vibraciones librepldeas rectangulares con una linea con
rétulas considerando la presencia de restricciehesticas en los bordes. El problema fue
resuelto empleando una combinacién de los métodoRitt y de los multiplicadores de
Lagrange. Los trabajos hasta ahora mencionadosrfulesarrollados para placas isétropas.

Gupta y Reddy (2002¢xtendieron la metodologia empleada paang y Reddy (2003)
para obtener los coeficientes de frecuencias dmpleectangulares ortétropas con una linea
intermedia con rotulas utilizando la teoria clasieaplacas y la teoria de deformacién por
corte de primer orden.

Grossi y Quintana (2007, 2008ptuvieron el problema de contorno y autovaloras q
gobierna el comportamiento mecanico de placas dafgaanisétropas con una linea
intermedia con rotulas restringidas elasticamerdatra rotacion. Ademas los autores
presentaron valores de los coeficientes de frecaenclas formas modales para algunos
casos particulares de placas rectangulares.

Grossi (2012Yormulé un modelo analitico para analizar el congooiento dinamico de
placas delgadas anisétropas, con una linea int&anoed rotulas situada en una posicion
arbitraria. Mediante la aplicacién rigurosa dehpipio de Hamilton y la introducciéon de un
adecuado cambio de variables el autor obtuvo lasctznes de movimiento y las condiciones
de contorno y de transicion del problema. De lanmismaneraGrossi y Raffo (2013)
extendieron el modelo para analizar a placas aoz@ con varias lineas intermedias con
rétulas. Valores de los coeficientes de frecuengia®rmas modales fueron obtenidos
mediante la aplicacién del método de Ritz.

De la revisidon bibliografica se puede concluir qodos los articulos citados tratan sobre
placas isétropas y anisotropas con una linea ieidiancon rétulas paralela a dos de sus
bordes. Sin embargo, en ninguno de estos trabajosnsliza la presencia de rétulas
distribuidas en una curva ni en rectas no paratelas bordes de la placa.
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El objetivo de este trabajo es desarrollar un &igorgeneral que permita la obtencion de
soluciones analiticas aproximadas para el estuéiolad vibraciones libres de placas
rectangulares con rétulas intermedias ubicadasratibimente sobre una curva y restringidas
elasticamente. La metodologia desarrollada se basal método variacional de Ritz en
combinacion con el uso de multiplicadores de LaggarLa solucion analitica obtenida
permite analizar la influencia de la posicion dedava con rétulas y su grado de restriccion
rotacional sobre las frecuencias de vibracion.

2 ANALISIS

Sea una placa delgada anis6tropa de forma rectangukspesor uniforme, con sus
contornos elasticamente restringidos y con rétudgasrmedias uniformemente distribuidas
sobre una curva arbitraria. En particular, se d@ran placas con rétulas ubicadas sobre una
parabola y sobre una linea recta oblicua respegtejely tal como se muestra enfgura 1

Seaw" (a:, y,t) e G", conk = 1,2, el desplazamiento transversal de la linea media de

placa en cualquier instante de tiempg 0, siendoG"y G*?, dos subdominios de la placa
rectangular divididos por la curva con rotulBs y los bordes de la placa s@h,, con

i =1,...,4,siendo ademas queG, = 9G\" UIGY y 0G, = G UOGY (verFigura ).

) Gil) @ 0 Gf) Cp, ﬁ“ CT4
_@ N
@D el
0G| Lineacon rétula
1)
0G,
CRl @

Figura 1: Descripcion general de la geometria gedea.

El espesor de la placa estd dado poras restricciones rotacionales de los lados estan
caracterizadas por las constantes: = 1,...,4 y las restricciones traslacionales mediante las

constantes: ,i = 1,...,4. A su vez las restricciones elasticas sobre Iaacoon rétulas estan

caracterizadas por las constaalgie ye,.
2 c

El mecanismo de funcionamiento de las rétulas ergquique los desplazamientos
transversales a la linea media de la placa seamgos en todos los puntos de la linea con
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rétulas y que a su vez las secciones transversalesos puntos puedan girar libremente, es
decir que puede existir una discontinuidad de falate.

Cuando se analiza el problema de vibraciones lileeposible entonces aplicar el método
de separacion de variables y considerar a la déflaxansversal de la siguiente forma:

w® (m,y,t) =W (m,y)cos (wt), k=12, (D)

dondew denota la frecuencia angular de vibracion (x,y), k = 1,2 son las amplitudes

de los desplazamientos transversales de la placadanuno de los subdominios y las cuales
se aproximan a través de funciones de forma odunesi coordenadas.

Teniendo en cuenta las hipoétesis de Kirchhoff, Exima energia cinética de la placa
ejecutando vibraciones libres, se puede expresen@lenadas cartesianas rectangulares por

phw fo m(W“ T,y )d:cdy, (2)

dondep es la densidad de masa del material de la pldaanyegracion se realiza sobre los

subdominiosG"'y G de la placa.
La maxima energia de deformacion del sistema meca@sitad dada por

= U + UR.ma.x + UT,max’ (3)

max P,max

dondelU, —esla maxima energia de deformacion debida &x#fi de la placa y esta dada

por
2 2
1 ow ;W™ oPw® W

Up :_fo, quc) 2 +2D1(12C) 2 2 +D2<12C) 2

,max D) — o 8:17 837 8y ay
4
o™ oW ) 92 ® 32 * (4)

+4| D) ——— 4 DV +4D% dxdy.
oz’ dy® | 0z0y 0x0y

Las rigideces flexionales, torsionales y de acopgato ij“, k=12 i,7=126 para
una placa laminada estan dados paddy, 200%

N

IS (=P A
k) _ = (K) 3 .3
Dvﬁj - 3;(@]‘ ) (ZK+1 ZK) ’ (5)
dondez, , z, son las distancias desde el plano medio a la paperior e inferior de ld& —

, P . P , . . (K
ésima lamina,N es el nimero total de laminas que compone el Ia]‘nlr}an_(j ) son las

rigideces reducidas transformadas para un estato ple tensiones.
A su vez la maxima energia de deformaciéh)  almacenada en los resortes

traslacionales caracterizados por las consta&;te(s) ye, (s) ubicados en los bordes de la

placa y en la linea intermedia respectivamentedzsta por:

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXII, pags. 2259-2278 (2013) 2263

Up e = %2]: ¢ (W(s))2 ds + éfr ¢ (W(s))st, (6)

dondel. es la longitud del bord8G, coni=1,..,4 'y W(s) esta dada por:

wo(s) ¥se(0G! UG UIG)

W{s)= e (s) vse(oc® uag,uac?),

(7)

Por otra parte, la maxima energia de deformadion ~almacenada en los resortes

rotacionales caracterizados por las constanhr,e(s) yc, (s) ubicados en los bordes de la
i 12
placa y en la linea intermedia respectivament@, deda por:

2
14 I, ow 1
URJH&X = EZ;L CRL [ 8771 ] ds + 5"/;, CRﬁ

2

m @)
ow ow s, 8)

35(1) T 37-,:(2)

ow : L . ,
dondeaT es la derivada direccional d& con respecto del vector normal unitario saliente
n.

1

n. al contornod G, y cuyas componentes estan dadas porRigera 2:

{n — _1n :0,{n —0,n :—1,{71” —1n :0,{n,, —0,n =1, (9
o Y ) Yy 3 Y3 Z Yy
oW . . . o .
y 570 es la derivada direccional d& con respecto del vector normal unitario saliente
=

ﬁi"') a la curval’, cuando se la considera como parte del dom@fio, con k=12 (ver

Figura 2.
8Gil) T T_i4 aGf)

oG

=1
Q

G

Figura 2: Dominios y contornos
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Teniendo en cuent®) y que n ly n ) son las componentes del vector normal unitario

sallentenc"), se obtiene que la maxima energia de deformagion es

oW aw ow |
— _Zf ¢ + n | ds+
P oo oyt (10)
2
1 oww " oww " ow® - ow® @
+=1 ¢ n' + n |+ n + n || ds
2ff, foll Oz % dy " ox " dy "

3 COMBINACION DEL METODO DE RITZ Y EL METODO DE LOS
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE (R&LM)

3.1 Planteo del problema

Cuando se aplica el método de Ritz a una estructumguesta por la unidon de varios
elementos estructurales entre si (tal como el pestdeado en este trabajo), las condiciones
de transicion del problema requieren la continuidadlos desplazamientos en todas las
uniones de los elementos que la componen. Estalicammes de transicion generan varios
problemas en la construccion y en la eleccion redide las funciones de forma.

Afortunadamente no es necesario que las funcioadsrtha verifiquen las condiciones de
contorno naturalesdel problema Nlikhiln, 1964). Si se extiende este concepto a las
condiciones de transicion, se puede concluir que s necesario que las funciones
verifiquen las condiciones de transicion geomésti€ssto es particularmente cierto en el caso
de una placa con una linea intermedia con rét@asana y Grossi, 201%rossi, 201p

De acuerdo &uintana y Grossi (2013) Grossi (2012)a unica condicidon de transicion
geométrica del problema es aquella que aseguentmaidad del desplazamiento transversal
de la placa a lo largo de la curva con rétulasey egta dada por

w(s)-w(s)=0,vseT.. (11)

Existe una gran complejidad en encontrar funciateeftorma sencillas y adecuadas que se
apliguen a todo el dominio del problema y que iguié#n la condiciébn geométrica dada por la
Ec.(11)y que a su vez no impongan en la estructura cardsi adicionales en los puntos de
transicion. Una forma de eliminar estos requerimoigrsobre las funciones coordenadas es
realizar el proceso de minimizacion sobre un fumaioenergético aumentado utilizando
condiciones subsidiarias. En vista de lo antedgocdndicion de transicio(ill) puede ser
incorporada en el funcional de energia, usandoétbao de los multiplicadores de Lagrange
(Reddy, 1986Gelfand y Fomin, 193 Esto conduce al siguiente funcional:

L(W.A) = T(W)+ <G(W>,>\>, (12)
donde

G(W)=w® —w® =0Y(zy)el, (13)
(@(9)A) = J, MG (5)-w s s 0

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXII, pags. 2259-2278 (2013) 2265

N=U -T (15)

max max ’

y A es el multiplicador de Lagrange. Cabe destacareqq#4), el multiplicador de Lagrange
es una funcion.

Es conocido que sf : im(ﬁ) — R es una funcién continua definida sobre la imafjede

una curva suave : [a',b'] — I, la integral curvilinea d¢ a lo largo del’ esta dada por la

Jitasjas= [ (7))

donde(f o ﬁ)(r) = f(ﬂ(r)) yla norma‘ ﬁ’(r)” esta dada p(){/ﬁl’2 (r) + 3 (r) . La Ec.(16)

se utilizara para evaluar la integral curvilineg1#®. Ademas los vectoreﬁ(ﬂl’ (r), 5, (7‘))

siguiente expresion

ﬂ'(r)”dr, (16)

son perpendiculares & en el puntoﬁ(r). Por ello, si el puntor es regular, el vector
unitario y normal a la curva en el mismo punto éstdo por:

8; (r),—8, (1))
50|

La Ec. (17) permite evaluar la integral curvilirgpee figura en la Ec. (10).

_—

(17)

Rétulas distribuidas sobre una recta

En el caso en que la curfa sea una recta representada came mx + n, que pasa por

los puntosP, (:I:O,yo) y P, (93173/1) (ver Figura 3 se puede parametrizar en forma inmediata
como

6(r):[r_n,r], ﬂ:[yo,yl]ﬁfc. (18)

a3

o= H(l/m,l)H =+1+m*/m, la integral curvilinea de

la Ec.(14) cuando se reemplazapor r, es

fyi/l )\(y)(W(l) ((y _ n)/m,y) W@ ((y — n)/m,y))m/m dy, (19)

Teniendo en cuentd8) y que

dondey, =0 ey, =b.
Roétulas distribuidas sobre una parabola con eje plato al ejey

En este caso la cunda esta representada por una ecuacion cuadratica como:
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Y= a1x2 +a,r + a,, (20)

. 1 h ? -
siendoa, = —,a, = ——, a, = L k,donde(h,k) son las coordenadas del vérticey
4p 2p 4p
es la distancia del vértice al foco de la paradadaic.(20), también se puede escribir como

(x—h) =dp(y—Fk). (21)
La forma paramétrica d@1) es:

8(r) = (2‘/p(r_k) +h,7~), 8:[ym] =T (22)

Teniendo en cuenta la HR1)y que

) [y py A R T (23)
dr r—k r—k
la integral curvilinea de la E€14) cuando se reemplazapor r, es
fy )\(y)[W“) (24 /p(y —k) + h,y)
Y
' (24)
—w® (21 /p(y — k) + h,y)](1 1+ p/(y — k))dy
Rétulas distribuidas sobre una parabola con eje aleto al ejex
En este caso la cunda esta representada por
x = a1y2 +a,y + a,, (25)
1 k I L, -
dondea, = —, a, = ——, a, = — + h,que también se puede escribir como
4p 2p 4p
2
(y—k) :4p(x—h). (26)
La forma paramétrica de la E26) es:
(r—#)
6(7‘) =|—+ h,T‘ ) ﬁ : [yoayl] - F(,- (27)

4p

Teniendo en cueni{@6)y que
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D=, Hz , (28)
dr 2p
la integral curvilinea de la E€14) cuando se reemplazapor r, es
fyl )\(y)[W(D [(y — k:>2/4p + h,y
" (29)

W@ [(y - k>2/4p +h, y]] \/1 +(y- k)2/4p2dy.

3.2 Funciones de aproximacion

La deflexion transversal en cada subdomiid y G se puede expresar como
productos de polinomios simples en cada una deolaslenadas, de la siguiente manera:

WO ()= 33 (o) (o) 0)
i=1 j=1

donde |OSc§j1) y cff) son los coeficientes de ponderacion desconocidessg determinaran a
través de la aplicacion del método de Ritz.

Los conjuntos de polinomios{pjk)(x)},{q;_"’(y)},k::1,2, se generan de manera

automatica a partir de polinomios bases que seerwdii satisfaciendo las condiciones de
borde geométricas correspondientes a la direcaoéregpondiente en cada coordenada y en
cada subdominio. La incorporacion en el funciomargético de la condicion de transicion
(11), mediante el multiplicador de Lagrange, permitesoderar en la construccion de los
polinomios bases que la curva con rétulas es utebldore.

Los polinomios de orden superior se obtienen como:

pP () =p" (z)2, i=2...M, k=12 (31)

q?k) (y) = Qik) (y)y];l? ] = 27"7N7 k = 172 (32)
3.3 Funcion multiplicador de Lagrange

En este problema el multiplicador de Lagrange esfuncion que se puede representar por
un conjunto de polinomioRkeddy, 198%como

M
Ay) =Y Yy, (33)
i=1

dondec™ son coeficientes desconocidos.
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3.4 Formulacién de la ecuacion de autovalores

Si se reemplaza en el funcional de ener@i®y, la expresion de las distintas energias
dadas poK(6) y (10) la aplicacion del método de Ritz en combinacién ebmétodo de los
multiplicadores de Lagrange requiere cumplir condadicion de funcional estacionario, esto
es Reddy, 198§

SL(W, AU, n) =0, (34)
donde (U,n) son las direcciones admisibles pim,A). La condicién(34) conduce a la
formulacién variacionalReddy, 1985

8L, (W.\U) = 0 = 6TI(W) + MG (W) = 0,

6L, (W, )\;77) =0= G(W) = 0. (35)

Si se reemplaza ef385) las expresionegl?) y (33) se obtiene el siguiente problema de

autovalores:
([<]-* [M] e} ={o}. (36)

donde las matrices que contienen los términos @mdagia de deformacidon y de la energia
cinética del sistema estan dadas por:

ko] [0 | [se)

=] ] ) @
sim. [ 0 }
) [o] [

p=| ] (o)) s
sim. [ 0 }

Las expresiones de los distintos elementos de tazrde rigidez[K] y de la matriz de

masa[M ] estan dados por:
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“;ll) f f ) 11) 00 11 Oo)dxdy, (44)
W f fjl 7 00 22 Uoda:dy, (45)
donde

() s, (1)
plants) _ o'p, <x> o'p (y>7 (46)

g oz’ oy’

r_(a)

Q(a 1) (r,s) — a J ( )a pl ( ), (47)

gl o 8ye
Qk = ykil. (48)

En el caso en que o0 s sean nulos se asume que la derivada correspoademtlas
expresioneg46) y (47), toma el valor 1. La funciémn’ (y) se obtiene al reemplazar el

parametror por y en la expresion dg segun el caso analizado.

4 RESULTADOS NUMERICOS
En esta seccidn se presentan valores del paradeefrecuencia adimensional

Q = wb’\|ph / DY, (49)

para placas rectangulares con la incorporaciomiiéas. En particular se analizan placas con
rétulas distribuidas en rectas y parabolas corintist configuraciones geométricas y para
diferentes condiciones de apoyo perimetral. Paf@can el estudio en el efecto que casusa la
distribucion de las rotulas sobre el coeficientdrdeuencia, de no indicarse lo contrario, se

analiza una placa cuadrada de material isétropo Bgh= D\ = D, DV = DI =,
La posicion de las rotulas sobre una recta aritrgueda definida mediante los puntos

P (z,,0) y P(z,b) (verFigura 3. En el caso de adoptar una curva parabolica @oites, se

define el eje de la misma, se indica el vérticmqmrébola(h,k;) y la distancia focap.
En laTabla 1se presentan los seis primeros valores:de wb’+/ph / D para una placa
SSSS con rétulas distribuidas sobre una rectawgblionz, = 0.5, para distintos valores de

z,. En el caso en que la recta es aproximadamentealges decir parar, = 0.49, los
valores obtenidos se compararon con los propordmn@orQuintana y Grossi (2013) se
observa una excelente concordancia. Las formas|lesdwstradas correspondem a=0.1,

0.49 y 0.99.

En la Tabla 2 se presentan los primeros seis valores (de- wb*\/ph / D y Sus
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correspondientes formas modales para una placa $868306tulas distribuidas en una
parédbola eje de simetria paralelo al ejg vértice en(0.5,0.5) conp = 0.5.

Secuencia Modal

0.1 15.9710 39.1351 46.4099 71.8047 93.5841 95.7653

0.3 16.0818 44.6786 46.6403 75.5342 88.0002 95.8243
0.49 16.1346 46.7376 49.3307 75.3127 78.958 96.0402
Ref. 16.13478 46.73815 49.34802 75.28338 78.95684 96.0406
0.6 16.1204 46.6676 47.8493 76.7183 80.4007 95.9908
0.8 16.0307 41.6466 46.4867 73.5519 94.7940 95.7897

0.99 15.7385 37.3018 46.3957 70.8704 88.4590 95.5711

-

Tabla 1: Primeros seis valores flepara una placa SSSS con rétulas sobre una reataai os valores de
Ref. corresponden a los proporcionados@ointana y Grossi (201paraz = 0.5.

En laTabla 3se presentan los primeros seis valoreside wb*/ph / D para una placa
SSSS, con rotulas distribuidas en una parabolaemroincidente con el ejg y Vvértice

(0,—0.01) para distintos valores de.Las formas modales mostradas corresponden a

p = 0.2. Se observa que para valores pequefios, des valores d&) tienden a los valores
de una placa sin rétula interna. Esto se comprdetigo a que al disminuir el valor dela
parabola tiende a coincidir con el borde= 0 de la placa.
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Esquema de la pardbola:

Secuencia Modal

1 2 3
15.8710 46.0903 49.3319
4 5 6
75.3740 78.6655 95.1501

Tabla 2: Primeros seis valores Qey sus correspondientes formas modales para unoa 8SS, con una rétula
libre parabdlica interna, con su eje paralelo @l su vértice ubicado e(1).5,0.5) ,conp = 0.5.

En laTabla 4se presentan los primeros seis valoreside wb*/ph / D para una placa
ELLL con rdtulas distribuidas en rectas definidas pl punto z, = 0.01, para distintos

valores der,. Las formas modales mostradas correspondgn-a 0.99.
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Esquema de la pardbola para p = 0.16 :

Secuencia Modal

» 1 2 3 4 5 6

0.2 14.1491 41.8721 43.5196 71.7528 88.7928 91.5450

-

10 17.8036 35.6141 48.4747 71.6192 75.6352 97.8882

107 19.2557 42.2192 49.2003 73.3275 77.5811 98.5778
10 19.6154 47.3690 49.3151 78.4501 87.7059 98.6724
10° 19.7054 48.8150 49.3396 78.8298 95.7955 98.6900
106 19.7292 49.1904 49.3456 78.9196 97.8892 98.6943

Tabla 3: Primeros seis valores @epara una placa SSSS con rétulas distribuidas amparébola con eje
coincidente con el ejgy vértice(O, —0.01) , para distintos valores de Las formas modales mostradas

corresponden @ = 0.2.

Secuencia Modal

0.99 4.8227 18.4643 22.4969 27.8852 39.6411 53.3824

t‘\

0.8 5.4768 17.2639 24.0622 29.4339 40.9258 53.2738

0.6 6.5032 16.6206 24.9817 27.6801 48.3233 55.6979
0.5 7.0015 17.1481 24.9515 27.3475 49.9366 53.6404
0.3 7.4088 18.6761 27.0205 27.5728 48.0952 55.8532
0.1 7.0125 16.5895 26.4019 27.4206 51.1562 55.0097
0.02 6.7470 15.3546 25.8976 26.1278 49.4886 51.7214

Tabla 4: Primeros seis valores flepara una placa ELLL con rétulas distribuidas erta® definidas por el
punto T, = 0.01, para distintos valores de . Las formas modales mostradas corresponden = 0.99.

En la Tabla 5 se presentan los primeros seis valores (de- wb*\/ph /D Yy sus
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correspondientes formas modales para una placa EbbLrétulas en una parabola con eje
paralelo al ejer, vértice(0.1,0.5) y p=0.1.

Esquema de la parabola:

Secuencia Modal
1 2 3
2.7810 7.4402 19.5827

{ le' | |

4
26.3191 29.0020

Tabla 5: Primeros seis valores fey sus correspondientes formas modales para una BlaL con rétulas en
una parabola con eje paralelo al ejevértice(O.l,O.S) yp=0.1.

En la Tabla 6 se presentan los primeros seis valores{de waJph/Dﬁ), y sus

correspondientes formas modales para una placa 8&88tulas sobre una recta oblicua
paraz, = 0.2, z, = 0.8, siendo el dominia?"¥ con material anisétropo & con material

isétropo. La anisotropia del primer dominio estéacterizada pong)/Dﬁ) = 0.2130195,
D) /DY) = 0.3245569, D) /D)) = 0.5120546, D) /D)) = 0.1694905 y
Déé)/Dﬁ) = 0.3387559. Para este estudio se consid@fé= M = 13.
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Secuencia Modal
1 2 3 4 5 6
12.9147 30.9333 42.9712 55.3592 61.7761 82.2022

AL A7

Tabla 6: Primeros seis valores fey sus correspondientes formas modales para upa BSS con rétulas

sobre una recta oblicua parg = 0.2, 2, = 0.8, siendo el dominiaZ" con material anisétropo @(2) con
material is6tropo.

Secuencia Modal
1 2 3
1.3227 5.5566 10.7030

4 ) 6
14.2501 22.3377 27.0646

b

Tabla 7: Primeros seis valores fey sus correspondientes formas modales para unoa BB8SS con rétulas
sobre una recta oblicua parg= 0.2, =, = 0.8, siendo el dominiac@" con material anisétropo @(2> con
material is6tropo.

En la Tabla 7 se presentan los primeros seis valores(le wb21/ph/Dﬁ), y sus
correspondientes formas modales para una placadaaiSSFF con rétulas sobre una recta
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oblicua paraz, = 0.2, = = 0.8, siendo el dominioG"Y con material laminado con un
angulo 3 = 45°, y el dominio G laminado con un angulg = 30°. Parag = 45°, las
propiedades del material soR; = 0.6028973, D{) = 0.15359594, D) = 0.2029258,
D{) = 0.29412968, D)) = 0.0949542, D\ = 0.20264792, parag = 30°, las propiedades
del material son D! =0.32073661, DJ =0.32073661, DY = 0.26042281,
D =0.22463768, D\ =0.22463768 y D2 =0.26014493. Para este estudio se
consider6N = M = 13.

En la Tabla 8 se presentan los primeros seis valores (te- wb*\/ph / D y sus

correspondientes formas modales para una placgapsoton restricciones elasticas en todos
sus bordes y en la recta oblicua siengo= 0.6, r, = 0.3. Las restricciones elasticas estan

dadas pok, =c, =c, =¢, = Lc =c =c¢ =c¢ = ¢y = 10, Cp, = 1.

Secuencia Modal

1 2 3

6.2298

4 5 6
18.3595 26.0785 26.3480
'7// 7
/)
/ // /
// //' //

Tabla 8: Primeros seis valores fe y sus correspondientes formas modales para uoa ptmz,, = 0.6,

z, = 0.3, y restricciones elastlcasRl =l Ty =l = 1, Cp =Cp =Cp =0 = = 10,
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5 CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrolla un algoritmo comprabmente eficiente que proporciona
resultados con muy buena precision, para deterrfosgrarametros de frecuencias de placas
rectangulares con rétulas distribuidas arbitrariaeen distintas curvas. La metodologia se
basa en el método de Ritz en combinacion con eddoéle los multiplicadores de Lagrange.
El campo de desplazamientos se aproxima medianjartos de polinomios simples que se
generan automaticamente. La solucion obtenida tenentaja de ser una solucién analitica
gue permite apreciar de manera clara la forma enlagi distintos parametros mecanicos y
geométricos, y permite ademas, estudiar como iefilgn la respuesta dinamica del sistema,
lo que resulta especialmente atractivo en probleteatisefio y optimizacion.

En cuanto a los resultados obtenidos, y segun mboimiento de los autores, se
presentaron los primeros valores existentes al mtoyae placas rectangulares con una curva
de rotulas elésticas intermedia. Especificamentenpoc curvas intermedias se presentan
resultados considerando rectas y parabolas, dendiesgrva también que es extensible a otro
tipo de curvas.
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