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Resumen. Se considera un dominio acotado D de Rn con una frontera regular compuesta de
dos porciones de frontera F/ y F2. En Gariboldi — Tarzia, Adv. Diff. Eq. Control Processes, 1
(2008), 113-132, se considera la convergencia de una familia de problemas de controles
optimos frontera de tipo Neumann gobernados por ecuaciones variacionales elipticas cuando
el pardmetro alpha de la familia (el coeficiente de transferencia de calor sobre la porcion de
frontera F'1) tiende a infinito. Se demuestra la convergencia del control 6ptimo, del estado del
sistema y del estado adjunto de la familia de problemas de controles 6ptimos fronteras de tipo
Neumann a los correspondientes de un problema de control dptimo frontera de tipo Neumann
también gobernado por una ecuacion variacional eliptica con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet sobre F'/.

Se consideran, tanto para la familia de problemas de controles 6ptimos frontera de tipo
Neumann como para el problema de control optimo frontera limite, las aproximaciones
numéricas por el método de los elementos finitos con triangulos de Lagrange de tipo 1. Se
discretizan las ecuaciones variacionales elipticas que definen el estado del sistema y de su
estado adjunto y ademas las funciones de costo respectivas.

El objetivo del presente trabajo es el de estudiar la convergencia de la familia de problemas de
controles Optimos fronteras de tipo Neumann discretos cuando el pardmetro alpha tiende a
infinito. Se demuestra la convergencia del control optimo discreto, del estado del sistema
discreto y del estado adjunto discreto de la familia a los correspondientes del problema de
control 6ptimo frontera de tipo Neumann limite discreto.
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1 INTRODUCCION

Sea un dominio acotado Q< R" con una frontera I'=0Q =TI", UI', regular compuesta
por dos porciones de frontera I', y I', con med(I',)>0. Se consideran los siguientes
problemas elipticos con condiciones de frontera mixtas dados por:

-Au=g enQ; u=b sobrel ; —z—u:q sobre I', (D
n

—Au=g enQ; —6—u=a(u—b) sobre I'; ; _6_u=q sobre T, (2)
on on

donde g es la energia interna en Q, b= Const.>0 es la temperatura sobre I', para el sistema
(1) y la temperatura exterior para el sistema (2) respectivamente, ¢ es el flujo de calor sobre
I',. En Gariboldi and Tarzia (2008) se consideran los siguientes problemas continuos de

control optimo frontera para los sistemas (1) y (2) que pueden representar el caso estacionario
del problema de Stefan (Tabacman and Tarzia, 1989; Tarzia, 1988), a saber:

A) Hallar el control 6ptimo frontera de tipo Neumann ¢,, € O de manera que:

J(4,,)=min 7 (q) 3)

donde el funcional de costo J:(Q — R viene dado por la siguiente expresion (Bergounioux,
1997; Lions, 1968; Troltzsch, 2010)

1 M
s =2, f, + el “@
con M >0y z, € H dados, u, € K es el estado del sistema definido por el problema eliptico

mixto (1) cuya formulacion variacional estd dada por la siguiente ecuacion variacional
(Kinderlehrer and Stampacchia, 1980; Tarzia, 1981):

a(uq,v):(g,v)H—qudy, Vvel,
2 ©)
u, €k

y cuyo correspondiente estado adjunto p, €V esta definido por la ecuacion variacional:

V)= -z,,v), VYvel,
{a(pq v) (uq v) Ve ©)

p, €V,

donde:
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V=H'(Q),V,={veV, v/T|=0},K={veV, v/T\=bj=b+V,, ()

H=LQ), 0=L(),), a(u,v)=IVu.Vvdx, (u,v):juvdx. (8)

Q

B) Hallar el control optimo frontera de tipo Neumann g, € de manera que:

J, (4., )=min, (9) 9)

donde el funcional de costo J_ : Q — R viene dado por la siguiente expresion (Bergounioux,
1997; Lions, 1968; Troltzsch, 2010):

: M
oy =2, + = Nl (10)

J@=3

con M>0y z,eH dados, u, €V es el estado del sistema definido por el problema

eliptico mixto (2) cuya formulacion variacional estd dada por la siguiente ecuacion
variacional:

a, (uaq,v)=(g,v)H —qud7+a.[bvdy, VveV i
r, T,

U, €V

y cuyo correspondiente estado adjunto p, €V esta definido por la siguiente ecuacion

variacional:
{aa(paq,v)(uaq—zd,v), YvelV (12)
Doy € V
donde:
a, (u,v)=a(u,v)+a.|.uvd;/. (13)

I

En Gariboldi y Tarzia (2008) se estudio el limite cuando o — oo del problema de
control 6ptimo frontera de tipo Neumann (9) y se demostro que:

timfe,, —u, | =0 tm|p,, -p, | -0 (14)
lim|q, —q_ | =0, (15)
a—wll = %o e llg
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utilizando la teoria de las ecuaciones variacionales.

Se considera el método de los elementos finitos con tridngulos de Lagrange de tipo 1
constituido por elementos finitos de clase C°siendo 4 el pardmetro que tiende a cero
(Brenner y Scott, 1994; Ciarlet, 1978). Se discretizan las ecuaciones variacionales elipticas
que definen los estados del sistema (11) y (5), los estados adjuntos (12) y (6), y ademas los
funcionales de costo (10) y (4) respectivamente. Por Tarzia (2012; 2013) (ver también Casas y
Mateos, 2002; Casas y Raymond, 2006) existen unicos controles optimos frontera de tipo
Neumann Do, Y i, > sistemas u,, ty Y g, > Y estados adjuntos p,, ity Y Pha, Optimos

»
discretos y ademas se demuestran las correspondientes convergencias cuando 2 — 0 y se dan
los 6rdenes de convergencia, en funcién de 4, Vz, € H, utilizando la caracterizacion de los

controles Optimos frontera de tipo Neumann a través de un punto fijo de un operador bajo
ciertas hipotesis sobre el dato M .

El objetivo del presente trabajo es el de realizar el limite cuando & — oo de las soluciones
discretas de los problemas de control 6ptimo frontera (9) y demostrar que convergen a las
soluciones discretas del problema de control 6ptimo frontera (3).

En general, la solucién de problemas elipticos con condiciones mixtas se encuentra en

HF(Q) con 1<r£%—g(5>0) pero existen numerosos ejemplos para los cuales las

soluciones estan en H’ (Q) con 2<r que es lo que se supone en el presente trabajo (Azzam

y Kreyszig, 1982 ; Lanzani, Capogna y Brown, 2008; Shamir, 1968).

2 DISCRETIZACION DE LOS PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO
Se considera la siguiente discretizacion (Brenner y Scott, 1994; Ciarlet, 1978)

Q c R" : dominio poligonal acotado ; b = Const.>0 sobre I';,

7, : triangulacion regular de tipo no negativa constituida por elementos finitos,
afines equivalentes de clase C°,

h > 0:parametro de la aproximacion de elementos finitos que tiende a cero,

h =lado mayor de todos los triangulos 7" € 7,.

Se aproximan V',V y K por:

V,={n, eC*(Q)/v,/T e R(T), VT e, 6
Vou :{Vh eV, /v,/T, :0}; K,=b+V,,

donde £ es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1.

El funcional de costo discreto J,:Q — R, correspondiente al funcional de costo
continuo (4) se define por la expresion siguiente:

T (@)=l =[], + 5N, (7
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donde u,, es el estado del sistema discreto definido como la solucion de la ecuacion

variacional discreta siguiente (Kinderlehrer y Stampacchia, 1980; Tarzia, 1996; Tarzia, 1999):

a(uhq’vh):(gsvh)H —J.qvhd}/, Vv, €V,
& (18)

u,, ek,

y su correspondiente estado adjunto discreto p, —se define como la solucion de la siguiente

ecuacion variacional discreta:

a(phq’vh)z(uhq _Zd7vh)H A

phq € Vz)h'

(19)

El correspondiente problema de control 6ptimo discreto consiste en hallar g, € QO de

mancra que:

J,(9,,)=MinJ, (q). (20)

Analogamente, el funcional de costo discreto J, :Q— R, esta definido por la

expresion siguiente:

GO TEEN W e

donde u,,, es el estado del sistema discreto definido como la solucion de la ecuacion

variacional discreta siguiente:

a, (uhaq,vh)= (g,vh )H — I qvhd]/JraJ-bvhd]/, Vv, €V, o)
T, T,

uhaq € I/h

y su correspondiente estado adjunto discreto se define como la solucion de la siguiente
ecuacion variacional discreta:

a, (phaq’vh):(uhaq TZa Yy )H , Vv, €l
phaq EI/h'

(23)

El correspondiente problema de control 6ptimo discreto consiste en hallar ¢,, €O de

manera que:

I (G, ) = Min 7, (q). (24)

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2682 D.A. TARZIA

Teorema 1.
(i) Existen unicos w,, € K, y p,, €V,, soluciones de las ecuaciones variacionales (18) y (19)

respectivamente Ng € H,Nqe Q,b>0 sobre T',.

(ii) Se tiene que J, es una aplicacion Q - eliptica y por ende estrictamente convexa, es decir:

~1)

1
[P v Gl P

(l't)']h(%)"'Uh(ql)_']h(tql+(1_t)q2): 2t
> Mt(lz_t)“%_%|

2
0 Vq,q,€Q,Vte [O,l]. (25)

(iii) Existe un unico control optimo @, € Q que satisface el problema de optimizacion
discreto (20).

(iv) J,es una aplicacion diferenciable segun Gateaux y su derivada J, estd dada por la
siguiente expresion:

J; (q):M‘]_Vo(phq)a VgeQ, Vh>0. (26)

(v) La condicion de optimalidad esta dada por:

, 1
i (thp ) =0& qn, = ﬁ 70 (phq,bp ). (27)
(vi) Si la constante M verifica la siguiente desigualdad:

Il
M1l (28)

22

donde y, es el operador traza sobre I' y A>0 es la constante de coercividad de la forma

bilineal, simétrica y continua a, es decir:
/1||v||f/ <a(v,v), Yverl, (29)

entonces el control optimo discreto q, < Q puede ser obtenido como el unico punto fijo del

operador W, , es decir:

1
qn, = ﬁ Yo (phqhup ) =W, (qho,, ) =4, (30)
el cual estd definido por:
1
VVh:Q_)Q/VVh(Q)=M70(phq)‘ (31)

Demostracion. Las partes (i) a (v) surgen de (Tarzia, 2012). Para la parte (vi) basta demostrar
que el operador W, es una contraccion bajo la hipotesis (28).
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Teorema 2.
(i) Se tiene que existen unicos w,, €V, y p,,, €V, soluciones de las ecuaciones

variacionales (22) y (23) respectivamente Vg € H,Nqe Q.
(ii) Se tiene que J,, es una aplicacion Q- eliptica y por ende estrictamente convexa

verificando una desigualdad andloga a la (25).
(iii) Existe un unico control dptimo ¢q,, €Q que satisface el problema de optimizacion
op

discreto (24).
(iv) J,, es una aplicacion diferenciable segiin Gateaux y su derivada J,, estd dada por la

siguiente expresion:
J,;a(q):Mq—}/O(phaq), YgeQ, VYh>0, Va>0. (32)

(v) La condicion de optimalidad esta dada por:

, 1
Ti (41, ) =09 G, =7 7o(Pray,, ) (33)

(vi) Si la constante M verifica la siguiente desigualdad

wo Ll (34)
12

a

entonces el control optimo q,, puede ser obtenido como el uinico punto fijo del operador
»

w,

ha ?

es decir:

1
qhanp = H }/0 (phaq,%p ) = VVha (qhanp ) = qha(,], (35)
que se define por:
1
VVha:Q_)Q/VVha(q):ﬁ}/O(phaq) (36)

donde A, =4 Min(l, &) (4 >0) es la constante de coercividad de la forma bilineal a,, a

saber:
A, ||v||I2/ <a,(v,v), Yvel. (37)

Demostracion. Las partes (i) a (v) surgen de (Tarzia, 2013). Para la parte (vi) basta demostrar
que el operador W, es una contraccion bajo la hipotesis (34).
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3 ESTUDIO DE LA CONVERGENCIA DE LOS CONTROLES OPTIMOS
DISCRETOS CUANDO a —x©

Teorema 3.
Se tiene los siguientes limites:

i) lmju,, —u,, V=0,‘v’qu,Vh>O, (38)
i) lim | Phy = 21 HV =0,VqeQ,Vh>0. (39)

Demostracion. Los dos resultados se obtienen de los siguientes pasos para g € O, h >0 fijos:
a) Se tienen las estimaciones siguientes:

Huhaq —uthV <D, Va>0

(a—l)j(u,mq —b)2 dy<D,, VYa>0’

l—‘I
b) De las acotaciones anteriores se deduce que:

Upgy —>17,, €0V débil (en H fuerte) cuando a — +oo

= EV/ )
77/’!‘] {T]hq/rl :b

c) Utilizando la convergencia anterior se puede pasar al limite cuando o — -+, y por
unicidad de la ecuacion variacional (18) se obtiene que:

nhq = th :

d) Utilizando las propiedades a) y b) anteriores, y relacionando las ecuaciones variacionales
(18) y (22), se deduce que:

Uy, —>u,, en V fuerte cuando o — +oo.

e) Se utiliza una metodologia anédloga a los pasos a) a d) para la obtencion del limite cuando
a — +oo para los estados adjuntos.

Teorema 4.

Se tiene los siguientes limites:

@ lm fu,,.  —u, =0, Vh>0, (40)
A—>+o0 1% ha, Dhp Vv
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i) lim‘phaq —p | =0, wi>o0, 41)
a—>+wo hagp hop ||y

@iy 1im|g,, g, | =0, vh>0. (42)
Nim llgy,, =4, |,

Demostracion. Los tres resultados se obtienen de los siguientes pastos para 4> 0 fijo:
a) Para el caso particular ¢ =0 se tienen las siguientes estimaciones:

||uha0—uh0||VSEl, Va >0
(@=1)[ (0 =b) dy<E,, Va>1'
0

b) De la definicion de control dptimo discreto (24) se obtienen las siguientes estimaciones:

1

2

—Z

g%|uhao_zd||;gg3, Va>0.

2 M 2 |
>l
a2 Pl

uhaqhaap d

c) De las acotaciones anteriores se deduce que:

d) Utilizando la ecuacion variacional (22) para el sistema Optimo se deducen las siguientes
estimaciones:

<E, Va>0

u —u
haqhavp h‘Ih,,p v

a-1)\u, —bzd;/SE7, Ya>0
l]ha,,,,

I

e) En forma andloga, utilizando la ecuacion variacional (23) para el sistema adjunto Optimo se
deducen las siguientes estimaciones:

(a—l)jpfaq,%pdV <E,, Va>1

I

<E, Va>0
vV

phaqhaup - phq,,vp

f) De las acotaciones anteriores, se deduce que:

Copyright © 2013 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2686 D.A. TARZIA

e 3/,€9/qy,, —f, enQ débil cuando o — +oo

{uha .. ———>1, enV débil (en H fuerte) cuando & — +
e dnp,elV/ "o
m/T,=b

Piag,. —>¢, enV débil (en H fuerte) cuando a — +o0
o 3¢ eV/ o

& /T, =0

g) Utilizando las tres convergencias dadas en f) se puede pasar al limite cuando o — +o0,
obteniéndose por unicidad de las ecuaciones variacionales (18) y (19) que:

M =y, 5 G4 = Py, -

h) Utilizando (20) y (21) se puede pasar al limite cuando & — +o0, obteniéndose por unicidad
del control 6ptimo (20) que:

S = 4, -
1) Utilizando f) y g), se obtiene que:

un :uhfh :uh‘lh
i = Dy, = Diy,,
j) Utilizando las ecuaciones variacionales (18) y (22) para los sistemas, y las ecuaciones

variacionales (19) y (23) para los sistemas adjuntos, se obtienen las convergencias fuertes
siguientes:

lim

a—>+o

lim [ pl,,. dy=0, Vh>0
I

=0, Vh>0

Vv

pP hady,, P hap,,

a—>+o

k) Se puede pasar al limite cuando o — +co en las definiciones de los funcionales de costos
(17) y (21) obteniéndose:

, Vh>0.
0

lim

a—>+0

Yha,, 45,

0
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1) De 1) y k) se deduce la convergencia fuerte de los controles 6ptimos, a saber:

lim

a—+o

9ha,, — 49,

=0, Vh>0.
0
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