Asociacion Argentina AMCL

de Mecanica Computacional

Mecéanica Computacional Vol XXXII, pags. 3539-3561 (articulo completo)
Carlos G. Garcia Garino, Anibal E. Mirasso, Mario A. Storti, Miguel E. Tornello (Eds.)
Mendoza, Argentina, 19-22 Noviembre 2013

ESTUDIO COMPARATIVO DE LA VARIACION DE TENSIONES EN
EL ESPESOR DE PLACAS LAMINADAS USANDO MACRO
ELEMENTOS FINITOS ENRIQUECIDOS

Rita F. Rangd, Liz G. Nallim?®y Sergio Ollel

“ICMASa, INIQUI (CONICET), Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de Salta, Avda. Bolivia
5150, 4400 Salta, Argentina, Inallim@unsa.edu.ar, http://www.ing.unsa.edu.ar

YCIMNE. Departamento de Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingenieria, Universidad
Politécnica de Cataluiia, Campus Norte UPC, Gran Capitdn S/N, 08034 Barcelona, Esparia,
sergio.oller@upc.edu, http://www.cimne.upc.es

Palabras clave:Placas Laminadas, Macro Elemento, Variacidon de Tensiones, Placas
Delgadas, Placas Gruesas

Resumen Debido a la baja rigidez cortante transedrlas placas compuestas laminadas exhiben una
deformacién cortante transversal bastante masfisiagiia, ain para bajas relaciones espesor/lado,

gue placas isétropas homogéneas con las mismas dimensiones geométricas. A efectos de considerar
este aspecto en el andlisis y disefio de placasndalas, y aprovechar las ventajas potenciales que
estos materiales ofrecen, es necesario contar con herramientas de andlisis precisas que permitan
realizar disefios adecuados a los requerimientcs ezl mas estrictos y que a la vez sean versatiles
permitiendo realizar calculos a gran escala. En este trabajo se emplean macro elementos finitos
enriquecidos formulados por los autores, para el estudio y comparacion de la variacion de
desplazamientos y tensiones en el espes@iatms laminadas delgadas, moderadamente gruesas y
gruesas, para evidenciar la influencia de lacién espesor/lado en la respuesta mecéanica de las
placas. Para el estudio llevado a cabo se incorporahreadelo las cinematicas correspondientes a la
teoria clasica de placas laminadas (CLPT), de prongéen de deformacion por corte (FSDT) y la
teoria trigpnométrica de deformacion por corte (TSDT). Para cada una de estas teorias el macro
elemento obtenido constituye un elemento firjgcdrquicamente enriquecido con polinomios de
Gram-Schmidt que, a su vez, es mapeado utilizatdmncepto de isoparametria en coordenadas
naturales. Los resultados numéricos alcanzadesliiante cualquiera de las teorias empleadas,
muestran la adecuada predicciéon de las distribesiate desplazamientos y tensiones en laminados
delgados. Sin embargo, cuando se trata de lamirgrdesos, se demuestra a través de los ejemplos
presentados, que se hace necesario el uso de w@eraden superior que conduzcan a una adecuada
prediccion de las tensiones interlaminares. En particular, el estudio de placas gruesas se aborda
mediante la utilizacion de una térde orden superior que incluye la deformacién por corte en sus
expresiones cinematicas. En este sentido, se presensenimde andlisis y aplicaciones de los macro
elementos formulados, que evidencia la impwi@ de contar con umodelo adecuado para
determinar las tensiones con mayor precision ganeosto computacional. De esta manera, se puede
contar con herramientas numéricas que permitacroekcto disefio de este tipo de estructuras de
material compuesto laminado, realizando cékulepetitivos y optimizacion con menor tiempo de
célculo y pre/pos proceso.
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1 INTRODUCCION

En trabajos anteriores, los autores han presentado la formulacién de macro elementos
finitos jerarquicos empleando las hipoétesis cin@raa correspondientes a la teoria clasica de
placas laminadas Glassical Laminated Plates Theory (CLPT) (Rango et al., 2009, 2010,

2011, 2012a) y las hipotesis de la teorigpdmer orden de deformacion por corteFist

Order Shear Deformation Theory (FSDT) (Rango et al., 2013a,b). Estas teorias se usan
comunmente en el analisis de placas laminadas o sandwich para diversas aplicaciones
ingenieriles.

Como es sabido, cuando se trata de placas is6tropas homogéneas, la aplicacion de la teoria
de Kirchhoff esté limitada a placas que presengdaciones entre la maxima deflexiom )(y
el espesor de la placa ) inferiores a 0.2, y una relacién espesor de la placa/minima
dimensién en el plano de la placa menor a 0.1 (Altenbach et al. 2004, Kollar and Springer,
2003). A diferencia de los elementos estructurales isétropos homogéneos, las placas
compuestas laminadas o las placas sandwidaseterizan por tener disimiles modulos de
elasticidad con una elevada razén entre ellos. Los materiales compuestos tipicos estan
constituidos por una matriz que tiene uddulo de Young bajo en comparacion con el
moddulo de la fibra y adn en comparaciéon émmaodulos del laminado completo. Sumado a
lo anterior, se debe tener en cuenta que elriahtie la matriz es el agente de union entre
laminas, razén por la cual el efecto de cizaitnto sobre el laminado completo esta dado por
la contribucion de cada zona interlaminar del material de la matriz (Jones, 1999).

Es importante destacar que los médulos de @@ty G,;, en materiales compuestos, son

mucho menores en relacion al modulh, que lo que sucede en el caso de materiales
isotropos. Asi, el efecto de lasnggones tangenciales transversales y 7, es mas

importante para placas de material compuestopque placas isotropas. Aun cuando el valor
de estas tensioneésm,fyz) sea de un orden menor de magnitud que el de las tensiones en el

plano <Jm,ayy,7'zy), las tensiones limites admisibles para las tensiones tangenciales

transversales son también de un orden de magnitud menor que las admisibles para las
tensiones en el plano.

Se puede decir entonces que tales elementos estructurales de material compuesto tienen
una baja rigidez cortante transversal y, frecuentemente, presentan deformaciones tangenciales

significativas a bajas relaciones espesor/lado de la gfa¢a < 0.05) (Altenbach et al.

2004). Por otra parte, las deflexiones realesden ser considerablemente mayores que las
obtenidas con la CLPT. Méas aun, la CLBdhduce a una incorrecta determinacién de las
tensiones a lo largo del espesor de la placa y, por ende, a una incorrecta determinacién de las
tensiones interlaminares.

El primer paso para superar los inconvenierte la CLPT, es recurrir al empleo de la
teoria de primer orden FSDT que proporcioma mejor prediccion cuando se calculan las
llamadas respuestas globales de la estrutiefexiones y frecuencia natural de vibracion).
Sin embargo, la precisidon se deteriora cuasdorequieren respuestas que involucren a
derivadas de los desplazamientos o freciasnde vibracién correspondientes a modos
superiores. Esto ocurre aun en placas moderediz gruesas; a esta limitacién se suma la
necesidad de emplear factores de correccidérqte, los cuales dependen de las propiedades
de cada lamina, del esquema de laminacideyla tipologia estructural (Chatterjee and
Kulkarni, 1979; Whitney, 1973; Bert, 1973; Hull, 2006; Stephen, 1997).

Como resultado de las consideraciones expresada®nveniente extender el concepto de
macro elemento formulado por los autores, daerade incorporar dentro de su formulacién
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la cinematica correspondiente a teorias de orden superior.

Interesantes teorias de ordamperior de deformacidén por corte Higher Order Shear
Deformation Theories (HOSDT) fueron propuestas pautores como Reddy y Liu (1985),
Touratier (1991), Soldatos (1992), Kant y Sviathan (2002), Karama et al. (2009) y mas
recientemente Mantari et al. (2011) y Mantari y Guedes Soares (2012). Estas teorias
satisfacen las condiciones de contorno correspotedienlas superficies libres de la placa y
representan, aproximadamente, la distribucion parabdlica de tensiones tangenciales
transversales en el espesor. La mayalé las teorias HOSDT existentes contienen
expresiones polinbmicas para las defaciones por cortante. Por ejemplo, en las
formulaciones generalizadas presentadas paefza(2003), Carrera et al. (2011) y Demasi
(2009a-e) las incOgnitas estan representadés largo del espesor mediante funciones
polindbmicas. Sin embargo, en relacion a lasiésote capa Unica equivalente, de acuerdo a la
revision realizada por los autores y a longienado por Mantari et al (2012d), es muy
importante explorar el comportamiento deastfunciones en la implementacion de nuevas
teorias de deformacion por corte. Puede degiusehay evidencias de la demanda generada
por las teorias trigonométricas de ordsaoperior (Mantari et al., 2012b), debido
fundamentalmente a que son mas ricas que las funciones polinébmicas, son a la vez mas
simples y precisas, y las condiciones de comtan las superficies libres de la placa estan
garantizadas a priori. En este trabajo seleenuna teoria trigpnométrica de deformacion por
corte ((rigonometric Shear Deformation Theory, TSDT) que fue recientemente generalizada
para su aplicacion a laminados (Ferreiraakt 2005). La formulacion realizada por los
autores, basada en esta teoria, ha permitilener muy buenos resultados en el analisis
dinamico de placas gruesas laminadas (Rangd.,e2012b). En este articulo se extiende su
aplicacion al estudio de tensiones en placas laminadas sometidas a cargas estaticas.

2 CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES

Se considera un elemento de placa gruesan&ai de forma cuadrilatera arbitraria. Se
adopta para el analisis un laminado de espesor unifarnfi@mado por un cierto nimero de
capas N,. Cada una de las laminas es de material compuesto reforzado con fibras

unidireccionales. El angulo de las fibras deklaésima capa, contada desde la superficie
z = —h/2, es 7 y se mide desde el eje de la placa hasta la direccién de la fibra. Se

considera un esquema de laminacion simétdoo respecto al plano medio de la placa
(Figura 1).

h 3 Plano

N 3 : /-\ medio

Laminacion simétrica

Figura 1. Esquema de laminacién de la placa

Basado en la teoria trigpnométrica de defridn por corte (TSDT) y teniendo en cuenta
las hipoétesis correspondientes, el campo de desplazamientos de la placa puede escribirse
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Ccomao.:
u(z,y,2) = _0m @) | sen "¢, (z,y)
ox h °
v(z,y,2) = —ZM + senlz¢y (z,y) (1)
Jy h

w(@,y,2) = w, (z,y)
dondew,v son las componentes de desplazamiento en el plano w es el desplazamiento
en la direcciénz, el cual coincide con los despladantos transversales de los puntos
ubicados en el plano medio de la plaeg)(y ¢,y ¢, son las rotaciones de las secciones
normales alrededor de los ejgsy = respectivamente.

Reemplazando las expresiones de la Ec. (1a€oorrespondientes al tensor de pequefias
deformaciones, se obtiene:

9, | | 2w
- oz or’
o Tz 09, 0’w
€yl = senf 6—y" F 2y — o7 (2)
B 20, 00| |, 0%
oy Oz | 0z0y|

3 ECUACIONES PARA EL ANALISIS ESTATICO

Las ecuaciones que gobiernan el problema se desiyertir del Principio de los Trabajos
Virtuales. Las expresiones de émergia virtual de deformacioél/ y del trabajo virtual
realizado por las fuerzas aplicaddsse desarrollan a continuacion.

La energia virtual de deformaci@ esta dada por:

h/2
oU = f ) f [%56‘,” +0,0€, +7,07, +7.07,. + TyZ(S’YyZ]dZ] dzxdy 3
R |~h/2
Reemplazando las expresiones correspondienteske (&), la Ec. (3) se puede escribir

como:.
h/2

0*6w 06¢ T2 06w
U = | ; Z|l——2|+ o, —Lsen—+o0, z|——>|+
[ 71[;2 0,2 By g, O sen awz[ o7
069, Tz 6w Tz [06¢, 069,
+0,, ay" senf + 7,2 [—2 67366733] + szsenf[a—y“ + 8—$J + (4)

T Tz T T2
47 60 —cos— + 1 _6d —cos—

dz} dzdy

O bien, en funcién de las fuerzas y momentos resultantes, la Ec. (4) resulta:
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06w 06w 06w
oU = | {M,, |- LI+ M, |— Cl+ M, |—2 L+
f{ “ [ oz’ yy[ oy’ ‘w[ axay]
i 956 26, (5)
060 . 06¢
+P, -+ P ~+ P, - + R,0¢, + R,0¢,  dxd
Tz a.ﬁlf Yy 8y Ly[ 8y (9:1: ¢ ¢ } T y
donde
M., h/2 z h/2
af
{P ; } - f O-m"i Senﬂ—z dZ y R& - n/z[ COs _]d (6)
o) —h/2 h h/2
dondeq, 3 toman los simbolos,y indistintamente.
El trabajo virtualéV realizado por las fuerzas externas aplicadas, esta dado por:
h/2
oV = —f qoéw, (o [—z senﬂ—zégbn] +
—h/2 h (7)

dzds

+7,, [ 8:;% + sen%éqﬁs] + 7, 0w,

S
donde I' es la parte del contorno de [@aca donde se especifican las fuerzas,
(6,05 70557, ) SON las componentes de tensién especificadas en

nn? ' ns?
Analogamente, la Ec. (7) se puede escribifugrtion de los momentos y de las fuerzas

resultantes como:

oow,

8V = —fq(x,y)éwodxdy—f[—]\zm ™ +P 6¢ — M, ou, +
R T

0s (8)

+‘[5n,56¢s + leéwO) dF
donden,s representan las direcciones tangensigl@ormales al contorno del laminado y

la fuerza cortante resultante transversal esta dada por
h/2

QT}, = 7/:7L2dz (9)

J,

Reemplazando las Ecs. (5) y (8) en la expresiel principio de los trabajos virtuales y
suponiendo las variables independientes del tigpapa el andlisis de cargas cuasi-estaticas,
resulta:

h/2 9 9
826w 866, 826w
0= w? | — + -
”[‘71//12 92 oz’ ] " Ox sen, h oy’
066, 2 86w w2 (98¢, 960,
+O_?/Z/ a Senf + T-T’!/Z [—2 8$ay] + Tmysenf[a—y + a—x‘j + (10)

+7,.00, COST—FT 6, COST dz}dxdy fq z,y) dwdzdy

Reemplazando en la expresion del P.T.V q:aniala Ec. (10) las relaciones constitutivas
de cada lamina de un laminado y escrid® las deformaciones en términos de los
desplazamientos, segun las relaciones dadas por Ec. (3), se obtiene:
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hf ~  Q'w e 0w
0= Qn Qn + Q12 —Qpr—— +
R S 6’ h h oy’
ng 8 060, 06w
+ -
Qw[ Jy ] Q2 8x8y [ oz sen h ‘ oz’ ]
— 09, 1z = Ow
[Qw ¢ 7_ 12 +Q22 By enT_QQQZa_yQ_{—
_ — 06 2
L0, 99, 09, E—Q%.Q 0w o} Senﬂ_g@é;{)
oy Ox h axay oy h Oy
—~ 0 0w ¢ "5 0w
+| Qs & Q16 Y Qs L sen—— — Q2 +
8y 0
— (0. b, e O’w |[(06p, ~— 009, T 06w
_ 2 T Y __2
+Q66[ oy 830] h G Z@x@y][ oy * Ox o Z@x@y T
~ T Tz = , T
+[Q45¢qcos7+6255¢t ]
—|—[Q44¢y h —|— Q. 0, ZCOST] (5¢y%(:087 dz} dxdy — {q(w,y)éwdxdy (11)
Integrando a lo largo del eje, se llega a:
0 0
0= [larg[2:](28) 1 ay [ﬂ 96, ] Alfﬁ[ﬁd) . dz][am]
A oz )\ Oz oy )\ Oz Jdy Oz )\ Oz
1) ) )
+ AL ai] 909, + AL, 99, || 299, + AL, 99, 8¢ 999,
oz )| Oy Jy 8y ay dz )\ Jy (12)
86 0 06
a1 22 ] 08¢, , 986,) AL %, |[95¢. | 959,
Oz ay Ox oy )| Oy Ox
¢, \(96p, D6
A15,| 9% 4 9 L+ —L|\ded
“ "y 8][8y ax]”
0w | 0°6w 0*w | 0*6w 0*w |[0%6w
[N 5 oo 5 22 | 5
0*w | 0°6w 0’w [ 0°6w 0’w |[0%6w
+D + D +2D,, | ——
12[3 ][ oy’ ] 22[32/ ][ oy’ ] %[33581/][ oy’ ]
0w || 0°6w 0w || 0°6w 0’w [ 06w
+2D +2D, |— +4D,, | —— dxd
16[3 ][axay] 26[31/2][396%] 66[056331] 33331;] o
06¢ 0w (060 [ 0w |(069
3[ ! 6362 Ox 12[8@/2J Ox Pl ozoy )\ oz
2w (06 2w [ 06 2 06
5 | 20| 200 | | | 97w][ 209 ] s | O || 000,
ox Jy 0y oy 0xdy || Jy
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Owl|[06p, ~ 06 Owl|[06p, ~ 06

BS T y BS T Yy
* 16[8.’112][ Jy * ox ]+ 26[83/2 Jy * ox
2 06

+2B° Ow |[06¢, N ?,
0xdy || Oy or

dzdy

0 (5w]

+B;, [

s (09, \[0*6w s (09, || 9%6w s[09, 09,|(0%w [ ]
fB [ ][ ]+Bl2[3y][3$2]+316[0y+(‘9x][ J Oz
+QB6.S6[8¢ 99, ][82620] dzdy

09, ][a Sw O asby] a%m] Bs[a@ [82610] [ ][ )
0xdy 0xdy
oy Oz || 0z0y

oy | 0y ]+B?6 T oy’ U oz
+ [ 423, (9,)(80,) + 423 (3, )(86,) + A25; (4,)(60,) + 425, (,)(89, )] dady

Jdy Oz
- f q(z,y)bwdzdy
R

donde las distintas rigideces estan dadas por:
h/2

9 h/2
Al;j. = f 6_21.]. sin? dz [%J, AQ;j. = {%] f @Zj cos’ [%]dz
—h/2 —h/2 13
h/2 h/2 ( )
B; = f Q. zsm[ ]d f Qljz
—h/2 —h/2

La Ec. (12) se puede escribir en forma matricial como:
ALY AL AL

96 a6 , , : 0 '
85¢ ¢ 969, + gb’y Alfg Al;Q Algﬁ 09, ¢y 09, +—21| dxdy
dy Oz , ) [0z 9y Oy Oz
AlS AL, AL
o) (0%50) (el 0 Dl (o) (0% |
+f 5 2 2 D12 D22 D26 2 2 2 dxdy
J o) ay? | “loaay 0x°) \oy") 1020y
D16 D26 D66
B BS BS
o6w) (0%6w) (6wl s e os|06, 06, 06, 06,
_f ox’ o? 2 B, B, By - - s+ | dudy
J 0z y owoy )|\~ = |0z 0y Oy  Ox
Blﬁ B26 B66
06 BlSl BISQ Blb;i 2 2 2 r
f 066, 080, 989, | 089,)ps pe psll(0M0) (O} o Sw ),
ox oy 8y ox ) . ) ox Oy 0xdy
BlG B26 B66
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A28 A2

45
P, @
A2 i—S A2 gf) [ ! ’

+J e, o0,

R

T
dxdy—fq(x,y)éwdxdy (14)
R

Las funciones incognitas, (= w),¢,,¢, se aproximan con funciones de forma admisibles

que pueden escribirse como el producto defuaciones de forma por los desplazamientos
generalizados respectivos. En coordenadas natujajese tiene:

w(&n) = {N" (&)} {c"}
— (v (e {e) (15)
¢, (&) = {N° (&)} {e}

Teniendo en cuenta las ecuaciones de ladaahe mapeo de espacios ya desarrollada y
utilizada por los autores (Nallim et al., 200&&llim y Oller, 2008; Rango et al., 2012b) se
pueden definir las siguientes expresiones relacionadas con las funciones de forma:

Al Jn ON° _J, ON° Ao — _Ju ON° J, ON°
7| 9 |J| an 7| o¢ IJI an
a?Nu aQNw aQNu 3 8Nw
A3 =aqf +a - + o
o a5 [ (16)
2T W 2W\TW 2WTW 3 w w
A4:b{al\£ +b2’aNz _pdn + >0 a;aN +@.’8N
¢ on Tokon I N on

2N\TW 2N\TW w 3
A5:—01’8N2 —02'8N2 BN Z
o€ o ot S
Reemplazando en la Ec. (14) los desplazamsa por las funciones de aproximacion,
dadas por Ec. (15), y aplicando las Ecs. (16) resulta:

8N“’ an ]
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0 0 0 0 A1 0|c"
1 1
0= [ [loc" e se|A1 0 A2j[ar}] |0 0 A2|e™||3|dgdn
o 0 A2 A1l 0 A2 All/e
. A3 A4 2A5 A3 0 o0flc"
+[ [loe e se| 0 0 0 |[D], |44 0 0fe|I|dedn
- 0 0 0 2A5 0 0|
. A3 A4 2A5 0 A1 0 |c’
w oz by _ns b
+[ [|oe” se* ser| 0 0 0 |[-Bj] |0 0 A2{[c”|[Id¢dn
o 0 0 0 0 A2 Allle™
L 0 0 0 A3 0 o0flc"
+[ [lser e sev||ar o A2(-Bi] | A4 0 0c”|Ided
ij |g3 n
o 0 A2 Al 2A5 0 0™
0 O c’lU
1 1 0 0 NO
w bx by : S dx
—f—ff[éc oe” e J] 0 N [A%]m '0 Ne 0 c™||I|dE dn
o Ne 0 ¥ (17)
1 1 Nw
—qff[&c“’ 5™ 6c¢y} 0 ||J|d€dn
-1 -1 0

Si se cancelan los vectores de desplazatoge nodales virtuales, la Ec. (17) puede
escribirse en forma compacta como:

K"y ={F"} (18)
La Ec. (18) es la ecuacion matricial del analigglexion por carga transversal, que define
la relacion entre las cargas actuantes y loslazsmientos originados. De aqui se obtiene

[KE] gue es la matriz de rigidez del macro elemento mapeado segun la TSDT y esta dada
por:
(k"= [ [(Bi[ar|B1]" +[B3)[D][BS] + [B3|[-B|[B1]' )
+[B1][-B°|[B3]" +[B2][A2°][B2]")|3|d¢ dn

donde
0 0 0 0 0 A3 A4 2A5
[Bl]=|A1 0 A2/,[B2]=|0 N¢[,[B3]=/0 0 0O (20)
0 A2 Al N 0 0 0 0
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y el vector de fuerzas esta dado por:

{Fy=qf [IN"]31dgdn (21)

Si se aplican las condiciones de contornoespondientes, la resolucion del sistema de
Ecs. (18) permite obtener los vectofes”},{c**} {¢"*}, que reemplazados en la Ec. (15)

y haciendo la transformacion inversa de coordenadas, permite encontrar el valor de los
desplazamientos y de los giros en cualquier puyntg) de la superficie de la placa, o

reconstruir totalmente la deformada de plsca laminada, tomada como un macro elemento
anico.

4 FUNCIONES DE APROXIMACION

El campo de desplazamientos se aproxima, csgrescribe en las Ecs. (15), con conjuntos
de polinomios expresados en coordenadas naturales. Estos conjuntos tienen como primeros
términos a los polinomios de Hermite y cotdominos de enriquecimiento a los polinomios
ortogonales de Gram-Schmidt (Nallim at, 2003, 2005, 2008). Para la aproximacion del
campo de desplazamientos de la TSDT, Itasutil recordar los primeros polinomios
adoptados por los autores para lagitss CLPT (Rango et al., 2009, 2010, 2011, 2012a) y
FSDT (Rango et al., 2013a,b). Por una parteptisomios de Hermite considerados en la
formulacion del macro elemento a partir de la CLPT son:

1 3. 1., 1 3 1,
pl(f) 5 45 45 Q1(77) 9 477 477
1 1 1., 1. 1 1 I, 15,
() ==———€f——¢ 4= ———Ip—=nt 4=
p, (§) . 85 85 85 g, (n) L g TR TR o2
(5)_l+§§_153 ( >_l 315
p(§) =5+ g () =g+ n=7n
1 1. 1., 1., 1 1 1, 1,
S B = (N=—=—=n4+=n"+=
p,(§) < 85 85 85 q,(n) LT RITRT TR

Mientras que, en la formulacion obtenida é¢desando la teoria FSDT, los polinomios de
Hermite estan dados por:

p1<f>:—%f+% %(77):_%77"‘%
(23)
(€)=r6+7 () =5n+3
D, 9 9 4, \1 277 5

Por otra parte, los primeros polinomios @eam-Schmidt para la generacion de los
polinomios ortogonales de enriquecimiento estan dados respectivamente por:

ps(§)=1-28+¢  (CLPT) (24)
y:
p;(§)=—-1+&  (FSDT) (25)
El campo de desplazamientos de laDTSse aproxima usando los polinomios
empleados con la CLPT para las deflexiomesy con la FSDT en la aproximacion de los
giros ¢,, ¢,. Esta seleccion se debe a las variables primarias del problema:

w, dw/0on, ¢,, ¢,, que requieren, por parte de las funciones de forma de soporte local

valores no nulos para la funcian y para su primera derivada en los extremos del elemento;
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mientras que para garantizar el aporte deldeamientos sélo en los puntos internos de la
superficie del elemento, los polinomios de enriquecimiento y sus derivadas primeras deben
ser nulos cuando son evaluados en los extremos.

Para la aproximacién de los gires, ¢, se usan en cambio, los polinomios lineales

clasicos de Hermite, y el polinomio mas sleny de menor grado para la generacion del
conjunto de funciones de enriquecimiento@ieam-Schmidt, es decir, aquel que verifique
nulidad en los bordes del elemento.

5 EJEMPLOS DE VALIDACION

La formulacion presentada ha sido impleta€a en un programa de computadora que
permite trabajar con placas isétropas y @nigpas (constituidas por una lamina Unica o
laminados), con distintas combinaciones de anodes de borde, asi como también realizar
el ensamblaje de dos 0 m&s macro elemeatdi®s de abarcar el analisis de placas con
geometrias complejas.

En las secciones siguientes se presentanpégsnde validacion del modelo propuesto. Se
muestran también resultados obtenidos cdoriaulacion propuesta considerando las teorias
clasica, de primer orden y trigonométrica.

5.1 Andlisis estéticos de placa laminada

Este ejemplo corresponde al analisis estatico de una placa cuadrada SFSF, de material
compuesto laminado (0/90/0/90/0), con una cakgauniformemente distribuida. Las

propiedades del material{1) de las capas son:
M1: E, =25E,, G,, = G,, = 0.5E,,G,, = 0.2E,, v, = 0.25

En la Tabla 1 se muestran los resultadb®nidos usando el macro elemento propuesto,
con FSDT y TSDT con cuatro polinomios de Gram-Schmidt{ 4) en ambos casos, y se
comparan con los de Moleiro et al. (2008).

a/h Método w M, Q,
Macroelemento FSDT| 3.0492 1.2433 4.9015

10 Macroelemento TSDT| 3.0581 1.2444 4.9782
Moleiro et al. (2008) 3.0600 1.2458 4.9785
Macroelemento FSDT| 2.6969 1.2400 4.8682

20 Macroelemento TSDT| 2.7015 1.2450 4.9699
Moleiro et al. (2008) 2.7082 1.2449 4.9748
Macroelemento FSDT| 2.5841 1.2402 4.9632
Moleiro et al. (2008) 2.5955 1.2446 4.9783

Tabla 1. Placa laminada cross-ply9@/90/0) SFSF sujeta a carga uniforme.
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Los adimensionales presentados se obtienen de:

_ E,n’ — 10 —~ 10
L i R o L P

qa q,a

5.2 Estudio de la variacion de tensiones en el espesor

En esta seccion se lleva a cabo una comparade la variacion de las tensiones en el
espesor de una placa obtenida con la formulacion propuesta con la TSDT, con los valores
obtenidos por Ramesh et al. (2009), quienesleanon un elemento finito triangular de orden
superior basado en una teoria de tercer orden de deformacion por corte.

El proposito de este ejemplo es verifick correcta prediccion de las tensiones
interlaminares obtenidas usando el macro elemento formulado, en placas laminadas que
presentan singularidades como apoyos puntuales.

Se considera una placa cuadrada laminada (0/90/0), con relaciGn= 10 y apoyos

puntuales en sus cuatro esquinas, sobre # actia una carga uniforme distribuida de
magnitudq . Las propiedades del material del laminado corresponden al denondifiado

Las Figuras 2, 3, 4 y 5 muestran, respectivaedos siguientes valores adimensionales en
las coordenadagr, y,z) indicadas, asumiendo como origen de coordenadas el punto central

de la placa:
_ h’ _ R’
xr = qa2 UTT (07 a / 27 Z)) Uyy = qag ayy (07 07 Z)
_ h _ h
T.,=—T, (a/4,a/4,z), T =—T, (0,@/4,z)
qa qa
0,50
< —— Macroelemento TSDT
T‘ T T
B 1 > y T Ramesh et al. (2009)

Figura 2. Variacion de la tensidn_ en el espesor de un laminado
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— Macroelemento TSDT
—— Ramesh et al. (2009)

z/h
9

u : 0 2 4
1
[e)

Figura 3. Variacion de la tensidn,, en el espesor de un laminado

0O
Y,

vy

En las Figuras 4 y 5 se observa la va@iacide tensiones calculada a partir de las
ecuaciones constitutivas (C) y la que surge de plantear el equilibrio (E):
0o or or 0o or or, do., Ot or

Tx _|_ xy _I_ HA— 0’ Yy + Y + yz — O, + Tz + Yz — O
oz Jy 0z dy Ox 0z 0z ox Jy

Se puede concluir que el macro elementmtdado permite arribar a excelentes resultados
en la determinacion de las tensiones de amnado, ya que reproduce de manera fiel la
distribucion de las mismas en el espesor de la placa.

0,50 -

— Macroelemento TSDT (C)

0,00 ‘ ‘ ‘ ‘ Macroelemento TSDT (E)
07?! 0,I

z/h

0,p0 0,05 0,20 0,25 0,80 | —— Ramesh et al. (2009)

/

-0,50 -

TXZ

Figura 4. Variacion de la tensién, en el espesor de un laminado
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0,50
AN
—— Macroelemento TSDT (C)
ﬁ 0,00 ‘ ‘ ‘ Macroelemento TSDT (E)
0,00 0,20 0,40 ,80 1,00 |—— Ramesh et al. (2009)
/
-0,50
TyZ

Figura 5. Variacion de la tensidn,, en el espesor de un laminado

6 EJEMPLO DE COMPARACION DE CLPT, FSDT Y TSDT

En esta seccién se muestra un estudio esatipo de resultados de desplazamienty
tensiones o, 7,. (adimensionalizados) aplicando los macro elementos formulados

empleando CLPT, FSDT y TSDT a ejemplo particular. Se estudia ademas la influencia de
la relaciéon lado/espesor en los desplazamientoslg distribucion de tensiones en el espesor
de una placa.

Se considera una placa laminada CCCC cgueysa de laminacion (0/90/0), de forma
rectangular con lada paralelo al ejer y b paralelo al ejey, y relacién de aspecto= 2b.
Se considera un materiadf2 de propiedades:

M2: E, =40E,, G, = G, = 0.5E,,G,, = 0.2E,, v, = 0.25.

La relaciénb / h toma los valored00, 50, 20, 10, a efectos de considerar en el analisis

placas delgadas, moderadamente gruesas y gruesas. Los adimensionales estan dados por:

_ E, (3 3 _ h’ 11 _ h 3 3
U =—"U|\—a~—bz|, O, = —5 O —a,—bz|, T, =—T,|—a—bz

qgh \4 4 qb 2 2 qb 4 4
En la Figura 6 se observa la distribucion de los desplazamientes el espesor de la

placa, con las diferentes relacioriesh .
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b/h =100

(=)
o)
()
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£ : ——FSDT
-4000 i 2000 4000 CLPT
u
Figura 6a
b/h =50
0,50
——TSDT
K=
< ; 0,00 ; ——FSDT
-500 -250 i 250 500 CLPT
0,50
u
Figura 6b
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b/h =20
0,50
—TSDT
S ‘ 0:00 ‘ ——FSDT
28 -14 D 14 28 CLPT
0,50
u
Figura 6¢
b/h=10
0,50
——TSDT
=
< ‘ ——FSDT
4 2 4 CLPT
u

Figura 6d

Figura 6. Variacion de; en el espesor obtenidas con CLPT, FSDT y TSDT

Las Figuras 7 y 8 muestran, respectivai@ela distribucion de las tensiongs, 7,, en el

espesor de la placa, con las diferentes relacibnés

Resulta claro a partir de la observacion dasfiguras, que para laminados delgados las
tres teorias predicen una distribucion adecukddesplazamientos y tensiones. Sin embargo,
cuando se trata de laminados gruesos, se le@sario y conveniente el uso de una teoria de
orden superior para la correcta determinacion de parametros de disefio.
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b/h =100
0,50
| —TSDT
S ; ; 0,00 ; ; ; ——FSDT
-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0/0 0,2 0,4 0,6 0|8 CLPT
0,50
g XX
Figura 7a
b/h=>50
0,50
/ —TSDT
£ faWaYal ‘
w T T T U, UuU 1 T T T _FSDT
CLPT

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 (10 0,2 0,4 0,6 08

faW o}
U700

g XX

Figura 7b
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b/h =20
0,50
/ —TSDT
N w 0,00 w ——FSDT
-0,8 -0,4 10 0,4 0,8 CLPT
0,50
g XX
Figura 7c
b/h =10
0,50 » »
if
! ——TSDT
N w 6,66 ‘ ——FSDT
-0,8 -0,4 dfo 0,4 0,8 CLPT
3
- 0,50
g XX
Figura 7d

Figura 7. Variacion der, en el espesor obtenidas con CLPT, FSDT y TSDT
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b / h =100
0,50 +
— — TSDT (C)
£ 000 ——TSDT (E)
o0l |— — FSDT (C)
—+—FSDT (E)
CLPT (E)
-0,50 +
T XZ
Figura 8a
0,50 +
— — TSDT (C)
= 0,00 ——TSDT (E)
N ol |— — FSDT (O)
——FSDT (E)
CLPT (E)
-0,50 +
T XZ
Figura 8b
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0,50 -
— — TSDT (C)
ﬁ 0.00 —— TSDT (E)
ol |— — FSDT (C)
——FSDT (E)
CLPT (E)
-0,50 +
T XZ
Figura 8c
0,50 +
— — TSDT (C)
< ——TSDT (E
N 0,00 ®
0la | — — FSDT (C)
—+—FSDT (E)
CLPT (E)
-0,50 <
T XZ

Figura 8d

Figura 8. Variacion d&,, en el espesor obtenidas con CLPT, FSDT y TSDT

7 CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrolla un macro eleméniiw jerarquico a partir de la teoria
trigonométrica de deformacion por corte. Estaite que fue recientemente generalizada para
su aplicacién a laminados, es mas rica que teorias con funciones polinébmicas, siendo ademas
mas simple y precisa. Su aplicacion garantizaiari la satisfaccion de las condiciones de
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contorno correspondientes a las superficies lideefa placa. EI macro elemento formulado
se basa en el concepto del método de losesltos finitos en su version h-p, ya que combina
un minimo proceso de discretizacion con el em@gmiento de las funciones de soporte local
empleando polinomios ortogonales generados @ férmula de recurrencia de Gram-
Schmidt. Las ventajas del modelo desardullase manifiestan ademas en la precisa
determinacién de las tensiones, especialméagetangenciales transversales, lo cual es
fundamental en procesos de disefio de magsr@mpuestos laminados que tienen debilidad
en la direccion transversal. Por otra partenetlelo permite considerar relaciones de espesor
bajas (placas delgadas), evitando el femdonde blogqueo por cortante y constituyendo
funciones de aproximacion conformes.

A través de ejemplos numéricos se camp los modelos desarrollados empleando las
teorias CLPT, FSDT y TSDT para placas laadas, y se demuestra que la metodologia
propuesta con la teoria de orden superiolDT,Smejora los resultados obtenidos con la
FSDT, haciéndolos mas precisos, y mostrandodistabucion mas realista de las tensiones
en el espesor de la placa. Esto es posible ademas, con un bajo nimero de polinomios de
Gram-Schmidt.
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