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Resumen. En el presente trabajo combinamos un modelo de condiciones de contorno basadas en carac-
teristicas con un esquema numérico para las ecuaciones de Euler unidimensionales. Dicho modelo tiene
en cuenta efectos de variacidn de drea y términos fuente en las ecuaciones de cantidad de movimiento
y energia. Empleamos el esquema numérico de Variacion Total Disminuida (TVD) de Harten Yee, con
un integrador temporal implicito apropiado para conservar la propiedad TVD. Partiendo de soluciones
analiticas estacionarias e inestacionarias de problemas conocidos en la literatura comparamos la preci-
sién de las soluciones obtenidas para distintos tipos de modelos de condiciones de contorno basados en
caracteristicas contra condiciones de contorno convencionales (extrapoladas). Ademads estudiamos los
efectos del empleo de dichos modelos de condiciones de contorno en la velocidad de convergencia para
las soluciones estacionarias.
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1. INTRODUCCION

En ciertos problemas de la dindmica de fluidos es necesario incluir términos fuente al sistema
de leyes de conservacion para modelar ciertos efectos, como la fuerza gravitatoria, la conduc-
cioén de calor o algin otro efecto no relacionado con la conveccién. A su vez, la solucion de
ciertos problemas suele ser fuertemente dependiente de los valores de las condiciones de con-
torno. El presente trabajo fue motivado por un problema astrofisico, en el que se le agregan
términos fuente a la ecuacion de cantidad de movimiento y a la ecuacién de la energia. Debido
a la naturaleza de los términos fuente el sistema de ecuaciones en ciertas ocasiones se volvia
rigido (stiff), lo que hizo necesario implementar un esquema de integracion implicito. Ademas,
cuando fue necesario obtener soluciones estacionarias vimos que el algoritmo no convergia a la
solucion fisicamente correcta debido a oscilaciones en el contorno. Por esta razén, decidimos
implementar un esquema de condiciones de contorno basado en caracteristicas, de manera tal
que el esquema pudiera captar de manera precisa efectos fisicos que se producen desde los con-
tornos hacia el interior del dominio, asi como ser capaz de converger a un estado estacionario
si la solucion fisica asi lo requiere.

2. ECUACIONES DE EULER CON TERMINOS FUENTE

El sistema de ecuaciones de Euler es un problema de valor inicial y de contorno (IBVP) que
describe la dindmica de un fluido compresible en ausencia de viscosidad a través de tres leyes
de conservacion. Estas son la ley de conservacion de la masa, la ley de conservacion de cantidad
de movimiento lineal, y la ley de conservacion de la energia.

Siendo p, v y p la densidad, velocidad y presion respectivamente, e introduciendo la defini-
cién de energia total e,(t, z) como la suma de la energfa interna y energia cinética por unidad

de volumen: .

et =€i+§pu2 )
el problema de valores iniciales para el sistema hiperbdlico de las ecuaciones de Euler en un
dominio €2 puede ser escrito en la forma compacta como ley de conservacion vectorial de la
siguiente manera:
ou
E‘F(VF):S(U) en xet>0
U(t = 07X> = UO(X)

(2)

donde U es el vector de variables conservativas, F' es el vector de flujos a través de las interfases,
y S el vector de términos fuente. Sus componentes son:

p pu 0
U= | pu |, F=| pu>+p S=1| S 3)
€t (et +p)u Sy

Una ecuacion de estado (EOS) dada por relaciones termodindmicas provee la ecuacion adi-
cional necesaria para la clausura del sistema . Si se considera en todos los casos que el fluido es
una mezcla de gases térmicamente perfectos, puede emplearse la ecuacion de estado caldrica :

p

_ 4
p(y—1) *

€; =

C . . .
donde v = Fp es el exponente isoentrdpico para el gas o mezcla de gases considerados.
v
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En caso que el dominio unidimensional considerado posea una seccién variable A(x) que
s6lo sea funcién de z, se modifica el sistema de leyes de conservacion como se indica a conti-
nuacién (Hoffmann y Chiang, 2000).

9 pA 9 pAu 0
e pAu | + B pAu? +pA | = p% (5)
tA (6tA + pA)U 0

3. ESQUEMA NUMERICO
3.1. Discretizacion en Volumenes finitos

En el esquema de volimenes finitos, se discretiza el dominio €2 del problema en un nimero
finito N de celdas Q; = [z;_1/2, %112] (i = 1,2,...,N), y se asume que las variables con-
servativas toman un valor constante dentro de cada celda, que se va actualizando conforme se
avanza en el tiempo.

De esta manera la forma integral de una ley de un sistema conservativo con fuentes, dada por la
ec. (2) puede escribirse para cada celda €; en la forma discreta como:

AU, 17— .
vl s R

] +S(U), ©)

(NI

donde Azr = x4 — x; > 0, U es el vector de variables de estado, y F]-H /2 €s una funcion de
flujo numérico, evaluada en la interfase de dos celdas contiguas, que debe aproximar de forma
discreta la funcién de flujo del sistema hiperbdlico continuo. Dicha funcidn debe ser consistente
con el flujo del sistema continuo, y ademds debe cumplir con otras propiedades matematicas
para garantizar la estabilidad y convergencia del esquema. Este sistema de ecuaciones se integra
luego en el tiempo mediante un método numérico, que puede ser implicito o explicito.

3.2. Método TVD de Harten-Yee

Harten (1983) disefi6 un flujo numérico de segundo orden para leyes de conservacion esca-
lares de la forma:

ou N Of (u)

ot ox
u(z,0) = ug(x)

=0 (7)

De tal manera que la variacion total de la solucion, definida como:

TV = / 0u) gy ®)
ox
no aumente en el tiempo
TV (u"™) < TV (u™) )]

El flujo numérico de Harten permite obtener el segundo orden de resolucion a través de una
funcién limitadora, que introduce viscosidad numérica en zonas cercanas a discontinuidades. De
esta manera, el flujo numérico se convierte en uno de primer orden cerca de las discontinuidades,
lo que elimina la posibilidad de que existan oscilaciones. En las regiones mds lejanas permite
mantener el segundo orden de resolucion.
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Yee (1987) introdujo una modificacion en el flujo de Harten para volverlo mas flexible en la
eleccion de la funcidn limitadora a emplear y lograr que sea menos difusivo. Dicho flujo modi-
ficado se conoce como flujo numérico de Harten-Yee. Mediante una descomposicion espectral
se generaliza este esquema de flujo para sistemas de leyes de conservacion.

El célculo de los flujos numéricos hace necesario resolver un problema de Riemann para

. 1 . 1 . .,
obtener los vectores propios R;_ /2 los valores propios \; /2y los coeficientes de expansion

espectral o}, /2 en la interfase entre dos celdas. En el presente trabajo empleamos para ello

un solver de Riemann aproximado segiin Roe (1981). Obteniendo los mencionados vectores y
valores propios de la matriz jacobiana aproximada de los flujos A

ARiﬂ/z = )‘é+1/2R§+1/2 (10)

puede expresarse el flujo de Harten-Yee para sistemas de leyes de conservaciéon como

1
Fii10 = B [Fi—l-l +F; + Ri+1/2¢’i+1/2} (11)

La funcién ® es la funcidn de viscosidad numérica, cuyas componentes se expresan como:

¢é+1/2 = al()\éH/Q)(gf-H + gzl) - w(Aé-&-l/Q + '7f+1/2)a§+1/2 (12)

donde ¢! es la funci6n limitadora minmod aplicada a cada una de las componentes del sistema
de leyes (2) ,y se expresa de la siguiente manera:

gzl‘ = S.max { [O, min (()‘2+1/2)|O‘§+1/2|: (A§_1/2)OZ§_1/251+1/2))} } (13)
S = sign(aiﬂﬂ) (14)

. ! )
Y los coeficientes 7 /2 S€ expresan como:

! !
9i+179;

- 1
¢ = al‘+1/2 5 X1y 7& 0
Vi+1/2 = 0 J

-] _
szosz/Q—O

(15)

Para retener el segundo orden de precisién en la integracion temporal explicita con Euler
(Yee, 1989), la funcién o () se define como:

1 At
Ul()\i+1/2) -3 <¢()‘§+1/2) - A_x(/\§+1/2>2) (16)

. . 2 l . . .. .. L. .
siendo la funcién (A /2) la encargada de introducir la disipacién numérica propiamente

dicha. Para respetar la condicion de entropia en ondas de expansion y lograr la convergencia a

una solucidn fisicamente correcta (Harten y Hyman, 1983), esta funcion se define como:
BN ) = |/\§+1/2| si |)‘i+1/2| > 01

T ()P 02) 200 i XL, ] < 6y

i+1/2 i+1/

(17)

donde ¢; es un nimero real pequefio.
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4. INTEGRACION TEMPORAL

En el presente trabajo implementamos un esquema de integracion implicito TVD tipo Back-
ward Euler, con jacobianos evaluados tanto numérica como analiticamente para los términos
fuente y las condiciones de contorno. Este esquema, para el caso convectivo puro y condicio-
nes de contorno extrapoladas, es estable para valores del nimero de Courant Friedrichs (C'F'L)
del orden de 5. Sin embargo, con la adicion de términos fuente y condiciones de contorno mas
sofisticadas el margen de estabilidad resulta menor.

4.1. Esquema Implicito de Yee-Warming-Harten

Un esquema implicito que tenga segundo orden de precision en la integracion espacial sin
presentar oscilaciones en regiones cercanas a discontinuidades debe cumplir con la condicién
de que tanto los flujos convectivos como el integrador temporal cumplan la propiedad TVD. Yee
et al. (1985) desarrollaron el siguiente esquema TVD de integracién implicito tipo Backward
Euler para un sistema de leyes de conservacion.

Definiendo la variable d;, que representa el cambio de la variable de estado entre dos pasos

sucesivos de tiempo
d; = UMt —up (18)

puede escribirse el esquema de integracion temporal de la forma

At
Eydj1 + Ead; + Bydjy = - [F5 410 — FF 1)) (19)

donde los coeficientes F; se expresan mediante las relaciones

At n
E, = _MJ A+ 12
At n n "
E; = 1+A_x [J A+)jp12 +d (>‘+7)j+1/2} (20)
At N
E; = “Ar [JH A+ ’Y)j+1/2]
Ademas
in+1/2 = R?+1/2diag<0i()\l + 71>?+1/2)(R71)?+1/2 (21)
donde para el flujo numérico de Harten los términos C~ y C se expresan
1
ijirl/Q ~ 9 [D(Njr1j2 +Yirry2) £ Mgz + vigy2)] (22)

con A\, vy g; dados por las ecs. (10), (15) y (13) respectivamente.
La funcién o (), en caso de buscar un esquema de segundo orden en la integracién temporal,
ahora se expresa como:
At
A) == M)+ —\?
o) =5 [0 + 5N

Cuando se desee un esquema para encontrar soluciones estacionarias puede emplearse:

debido a que el esquema es mds estable, permitiendo pasos de integracion mayores.
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5. CONDICIONES DE CONTORNO

Un modelado consistente y fisicamente correcto de las condiciones de contorno (BC) es
fundamental para lograr la estabilidad numérica del modelo, asi como para lograr que conver-
ja a una solucién fisicamente correcta. En el presente trabajo implementamos un modelo de
condiciones de contorno basadas en caracteristicas desarrollado por Thompson (1987) y luego
generalizado también por Thompson (1990).

Considerando un dominio unidimensional [0 : L] discretizado en M celdas, una forma
posible de modelar el contorno es mediante k£ celdas ficticias, cuyas variables conservativas
se determinan mediante alguna ley. Los modelos convencionales de condiciones de contorno
determinan dichas variables extrapolando los valores desde el dominio hacia las £ celdas del
contorno.

Esto no es siempre fisicamente consistente ya que como la informacién fisica viaja con las
velocidades caracteristicas, dependiendo del signo de las mismas las variables del contorno
dependerdn de las del dominio, o viceversa. Ademads, una extrapolacion implica una imposicién
del gradiente de la variable extrapolada.

El presente método propone resolver un sistema de ecuaciones en variables caracteristicas
para una ley de conservacion tipo ec. (2) en el contorno, para asi poder identificar qué ondas
entran y salen del dominio, y de esta forma calcular con mayor precision los gradientes e integrar
las variables en las £ celdas del contorno de manera consistente con la integracion de las mismas
en el dominio.

Expresando la solucién del sistema en funcién de los vectores propios izquierdos 1; y de las
velocidades caracteristicas \; del sistema en variables primitivas, se obtiene

V V
NV Y oo 23)

L5 PR

donde los valores propios son:
M=u—a;, X=u;, A3=u-+a; (24)
Y los vectores de variables primitivas y de términos fuente son respectivamente:

VT = [pAupA]; CT=[CyC,Cyl; (25)

L =[0 —pAal]; lLb=[-a*01] I5=1[0pAal] (26)

La expresion (23) permite distinguir cuales de las ondas caracteristicas son ondas entrantes y
salientes en el contorno. El criterio de Hedstrom (1979) para establecer el valor de las variables
en el contorno expresa que las amplitudes de las ondas entrantes deben ser constantes en el
tiempo . Luego, si para imponer las condiciones de contorno se desea que las amplitudes de las
ondas salientes sean 0 en el contorno, basta con establecer para cada una de ellas

A%
<—li§ + liC) o =0 27)

Para determinar cudles ondas son entrantes y cudles salientes, basta con evaluar su velocidad

caracteristica en el contorno considerado proyectada en la direcciéon normal a la cara de la celda
colindante con dicho contorno. Para el caso unidimensional esta proyeccion resulta trivial. En
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el caso del extremo izquierdo x = 0, si la velocidad \; es menor a cero, la onda serd saliente; y
si fuera mayor a cero, se trata de una onda entrante. Para el caso del extremo derecho x = L es
a la inversa.

oV oV -
[LGE+ANLGE+1,C] =0 si)X <0 28)
LG+ 1:C),_, =0 si A >0
Definiendo el operador £;
L, = /\ili%—‘; para ondas salientes (29)
0 para las demas ondas

pueden establecerse las condiciones de contorno de manera sistemadtica y consistente.
Evaluamos los operadores £; para las ondas salientes en los contornos mediante diferencias
finitas descentradas de acuerdo a las siguientes expresiones.

OpA )
L1 = (u—a) ( gx pAa —i) (30)
OpA  ,0pA
£2_u< o 8x> 31)
apA )
L3=(u+a) <8L + Aaa—Z) (32)

Una vez determinados los valores del operador £ en cada caso, se puede evaluar la evolucién
temporal de las variables primitivas en las celdas del contorno:

opA 1
L+_{ . (£3+£)}+01=0 (33a)
ot a?

au 1

opA 1

%+§(53+Ll)+03=0 (33c)

La evolucién de las variables conservativas se obtiene mediante operaciones algebraicas sobre

la ec. (23), introduciendo la matriz jacobiana entre el sistema conservativo y el sistema primitivo

__ 0U;
P—avj

oU oV 1
e P@t Pl L+ PC (34)

donde se demuestra que P1;' = Ry PC = —S

Para integrar empleando el integrador Backward Euler resta determinar las jacobianas de los
operadores L respecto de las variables conservativas.

Como la evaluacién numérica de los operadores £; implica un operador diferencial discreto,
no puede aceptarse que éste conmute con el operador diferencial respecto de las variables de
estado, empleado para evaluar las jacobianas. Luego, se define para el contorno izquierdo

0 0
Je= U, —R,;L(U;,Uj4q); Jt = 50 +1R L(U;,Ujp); (35)
j
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y para el contorno derecho:

0 0
J=—R,L(U;,U;_4); J =—R,;L(U;,U;_,); 36
anJ(J Jl) an_lj<J J1> (36)
Obtuvimos los jacobianos mencionados tanto analiticamente (ya que este es un sistema sen-
cillo) o numéricamente, mediante la metodologia propuesta por Knoll y Keyes (2004). Esta
metodologia propone evaluar las matrices jacobianas por columnas mediante pequefias pertur-

baciones en las variables.

~ RL(U +rep) — R;L(U)

J e, ~JW = - (37)

Donde el pardmetro ¢, se estima, de acuerdo a dichos autores, para cada variable Uj; como:

Donde b = O,/€comp, para una computadora de 64 bits y doble precision basta con hacer
b = 1075. En ambos casos no hubieron diferencias apreciables en los resultados.

Estas relaciones permiten, mediante el mismo integrador temporal utilizado para las celdas
del dominio, obtener la evolucién temporal de las variables primitivas en el contorno.

(I + JCAt> AU] + J+AtAUj+1 = —Rj£<Uj, Uj+1>At p(l’f’(lj <1 (39)
J_AtAUj_l + (I + JCAt) AU] = —Rj,C(Uj, Uj_l)At paraj > M (40)

Este esquema puede flexibilizarse para tener en cuenta otro tipo de condiciones distintas
a la de no reflexiéon de ondas, de acuerdo a lo propuesto por Thompson (1990). Trabajando
algebraicamente con las ecuaciones (33) pueden obtenerse diferentes tipos de condiciones de
contorno, obteniendo nuevas expresiones para los operadores £; en funcion de alguna condicién
que se desee se satisfaga.

5.1. Pared sélida

En este caso la condicion estd dada por v = 0 V¢. Como se necesita que u en el contorno
continde siendo O en el tiempo, luego ‘g—’t’“ = 0 Vt. De la ecuacién (33b) se obtiene que para
satisfacer esta condicion:

1
2pAa

Entonces, los operadores £; asociados a ondas que entran al dominio, en lugar de hacerse igua-
les a 0, se calculan mediante:

(Ls— L) +C=0 @1)

{Eg L1 —2pAaCy sixz <0 42)

L1 = L3+ 2pAaCly six > L
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5.2. Flujo supersénico

5.2.1. Salida

Esta condicién implica:

u<a<0 paraxr <0
O<a<u parax > L

En ambos casos todas las ondas caracteristicas serdn salientes al dominio, por lo tanto los
operadores L; se evalian mediante las relaciones (30)

5.2.2. Entrada

Para el caso del extremo x = 0 todas las caracteristicas son mayores a 0. Por esta razén sera
necesario especificar todos los valores de los £;. Si se quiere obtener una solucion estacionaria,
donde

dp Ou Op
- “3)
entonces, debe elegirse:
£1 = pACLCQ - Cg; £2 = a201 - Cg; £3 = —,OACLCQ - Cg; (44)

Si se busca una solucién distinta a la estacionaria, puede asignarse una ley de variacién a cual-
quiera de las derivadas de las variables y despejar el valor de los £, para que las satisfagan.

5.3. Flujo subsoénico
5.3.1. Salida

Para el caso de una salida subsodnica, dos de las ondas caracteristicas seran salientes del do-
minio, luego se evalian mediante la ec. (30). Para la onda restante pueden establecerse distintos
tipos de condiciones, a saber:

No reflexion de la onda entrante:
El caso original de esta metodologia, que satisface el criterio de Hedstrom

Ls3=0 <0
3 = (45)
Li=0 six > L

Fuerza total nula en el contorno

Thompson (1990) propuso, partiendo la ecuacion de la cantidad de movimiento en variables
primitivas (33b), encontrar una relacion para los operadores asociados a ondas entrantes que
satisfaga:

1 OpA

A s T (46)
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de manera que la suma de fuerzas sea 0 en el contorno. Sin embargo, esta metodologia no
funciond. Nosotros propusimos que se satisfaga la condicion de fuerza nula en la ecuacion de
la cantidad de movimiento en variables conservadas

OpA
PE g, —0 47)
ox
Luego, el valor del operador £; asociado al contorno considerado es:
WL = Sp +uP%l 4 2pAuBE — t=arp, 4 1 p, siz <0 48)
AL =S+ uP % 4 2pAudt — YHeLy 4+ 2L, siz> L

Presion constante
Si se desea que la presion sea constante en el tiempo en el contorno, de acuerdo a la ec. (33c¢)
debe cumplirse que:

1
§(£3+£1)+03:0
Luego, el valor de el £; asociado al contorno considerado es:

£3:—£1—203 sszO

. (49)
£1:—£3—203 82.772[4

5.3.2. Entrada

Para el caso de una entrada subsonica, s6lo una de las ondas caracteristicas sera saliente del
dominio: la asociada a £3 0 a £, segtin el contorno del que se trate. Es necesario establecer un
valor para el operador Lo

No reflexion de la onda de Entropia
En este caso, se establece Lo = 0, lo que implica que la entropia del flujo entrante es cons-
tante en la direccion x. Para determinar £3 puede emplearse:

= la ec. (45) si se desea imponer la condicién de no reflexion de la onda 3
= laec. (48) para la condicién de fuerza nula en el contorno

= ]la ec (49) para la condicion de presion constante en el contorno.

Velocidad de entrada constante En este caso, al igual que para la pared sélida, debe veri-
ficarse que % = 0Vt. Luego, se emplea la expresion (41) para estimar £, y la expresion (31)
para estimar Ls.

Condicion de flujo de masa constante
Imponer esta condicién implica que:

d(pAu)  Ou OpA
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De manera que debe cumplirse la siguiente relacion entre los operadores L;:

(u+a) L3+ 2uly + (u — a) L1 = 2pAa’Cy + 2a*uC) (51)

Puede establecerse un valor para L£4(0, por ejemplo), y despejar el valor del operador restante
(u+ a) L3 = 2pAa*Cy + 2a°uCy — (u — a) L1 — 2ully six <0 (52)
(u—a) Ly = 2pAa*Cy + 2a*uCy — (u+a) L3 — 2uly sixz> L

O bien imponer en la relacién (51) el valor del operador asociado a la onda entrante (L3 0 £
segtin el contorno considerado) de acuerdo con alguna otra condicién fisica (no reflexion, fuerza
nula, presion constante, etc), determinar el operador asociado a la onda saliente y expresar Lo
en funcidn de ellos.

1
L2 =5~ [2pA0°Cy + 20°uC) — (u— a) L1 — (u+ a) L] (53)

Debe tenerse en cuenta que esto fisicamente implica que la entropia del fluido que ingresa
no serd constante.

6. CASOS ANALIZADOS

6.1. Tobera de seccion variable

El primer caso de estudio se trata de una tobera divergente de longitud L = 10 con una ley
de variacion de drea:

A(x) = 1,398 + 0,347 - tanh(0,8z — 4) (54)

Para un fluido con exponente isoentrépico v = 1,4 y constante de gas R = 1716. En todos
los casos adimensionalizamos las variables y dimensiones del problema

__p __p  _ e _u  _ x - ta - A

p_pi’ p_piaf’ et_piaf’ u_az-’ T b= L’ A_A(x:O) (53)

Utilizamos en todos los casos como condicidn inicial una interpolacion lineal entre el valor
de la solucion analiticaen = 0y = L, y una discretizacion del dominio en 200 celdas mas
2 en cada uno de los contornos , el nimero de iteraciones vari6 de acuerdo al tipo de problema
estudiado. Evaluamos la convergencia mediante la norma L, de la variacién de la densidad en
dos pasos de tiempo sucesivos.

6.1.1. Flujo supersonico en todo el dominio

Para este caso s6lo deben definirse las condiciones a la entrada para las tres variables de
estado. Las condiciones a la salida dependeran sélo de los valores en el dominio, por lo tanto
deberdn obtenerse mediante una relacion de compatibilidad (Poinsot y Lele, 1992). Para el caso
analizado se emplearon las siguientes condiciones en la entrada:

M, =15 p;=2000 p;=2241-10"3 a; = 1118

Para este caso solo puede emplearse la condicion de entrada supersonica para la entrada,
y la de salida supersonica. Comparamos los resultados con los obtenidos para condiciones de
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contorno extrapoladas convencionales. Este es el caso mas sencillo, y en el que las condiciones
de contorno tuvieron menor influencia en la solucién, como era de esperarse.
En la figura 1 mostramos los resultados obtenidos.

Densidad Presion
1.1 T " 0.8F - . .
! 0.7f
0.9t
0.6f
0.8}
0.5
S o7} =
0.4t
0.6}
o5l Sol. an. 0.3f Sol. an.
' Extrap. Extrap.
0.4} - Caract. ] 0.2 - Caract.
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x T
Velocidad 0 Convergencia en densidad
of T T 10 T T T T T T T
Sol. an.
Extrap.
Loy Caract

Caract.

0720

1.4 : : : : 41 e ———
0 02 04 06 08 1 200 400 600 800 1000 1200 1400
T n

Figura 1: Caso supersonico

En ambos casos en menos de 500 iteraciones la solucién convergié al estado estacionario, y
ambos modelos muestran propiedades de convergencia similares. Sin embargo, la formulacién
basada en caracteristicas presenta menos oscilaciones en el transitorio. Suponemos que las os-
cilaciones de la solucién para condiciones extrapoladas en la parte final de la curva se deben a
errores de redondeo en la solucién del sistema de ecuaciones, debido a que ocurren para errores
cuyo valor es del orden de magnitud dela cantidad de cifras significativas de los datos .

6.1.2. Flujo supersonico en la entrada y salida subsénica

Para este caso condiciones a la entrada son idénticas al caso anterior, con la diferencia que se
impone una presion a la salida mucho mayor, de manera tal que aparezca una onda de choque
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enxr =95

M; =15 p;=2000 p;=2241-10"3 a; =1118 enlaentrada
Pe = 4930 en la salida

En todos los casos corrimos con 1500 iteraciones, los resultados obtenidos se ven en la figura
2.

En este caso la eleccion de las condiciones de contorno juega un rol mas importante en la
convergencia a la soluciéon. Como la solucién analitica depende directamente de ctanto sea el
valor de la presion a la salida, el valor inicial de las variables de estado en el contorno deter-
minan la solucién numérica. En general imponer la condicién de fuerza nula produjo menores
oscilaciones durante el transitorio, sin variar el valor de la presion en el contorno. Sin embargo,
para valores de C'F'L mayores a 1.8 la presion cambia en la salida, haciendo que el algoritmo
converja a otra solucién con la onda de choque ubicada mas hacia la izquierda, que también es
fisicamente correcta. Este tipo de condicion resulta ventajosa si se tiene un contorno abierto en
el que no se conoce a priori qué ocurrird con la presién, sin embargo debe tenerse en cuenta que
la solucion dependerd del valor del C'F'L. La imposicion de la presion en el contorno también
produjo buenos resultados, sin embargo se ven oscilaciones en la convergencia, probablemen-
te debido a la reflexion de la onda numérica 1 hacia el interior del dominio. La condicion de
no reflexion también funcioné de forma sorprendentemente buena, aunque la solucién fue més
fuertemente dependiente del valor de C'F'L, pudiendo a veces obtenerse soluciones no fisicas.
En el caso actual se hizo la corrida con C'F'L = 1,2. El modelo convencional fue el que mostré
las propiedades de convergencia mds pobres.

6.1.3. Flujo subsénico en todo el dominio

Para este caso la tobera se comporta como un difusor, y conociendo las condiciones a la
entrada solo es posible una solucién fisica, dada por las ecuaciones de flujo isoentrépico para
seccion variable.

M; =08 p;=2000 p;=2241-10"3 a; = 1118

Este caso fue el que mads dificultades presentd para obtener una solucidon que converja, nece-
sitindose mas de 2400 iteraciones con CF L = 1,8.

Imponiendo condiciones de presion constante o gradiente de fuerza nulo en la entrada no se
logra convergencia. Mediante la condicion de caudal mésico constante obtuvimos no obstante
buena convergencia para distintas condiciones impuestas en la salida, los resultados para estas
condiciones se muestran en la figura 3.

Nuevamente la condicién de fuerza nula resulté ser la que mejores propiedades de conver-
gencia exhibid, ademds de poseer la ventaja de permitir obtener el valor correcto de la presion
en el contorno en caso de que se utilice una condicion inicial cuyo valor no sea correcto.

Las condiciones de presion constante y no reflexion de ondas también se comportan de ma-
nera satisfactoria, siendo ésta dltima mas propensa a inestabilidades para valores mayores de
CFL.

Las condiciones de contorno extrapoladas resultaron ser de nuevo las menos satisfactorias.
Por tratarse de una entrada subsonica, para que el problema esté bien condicionado es necesario
sOlo definir 2 de las variables y la tercera deberia adecuarse mediante relaciones de compatibi-
lidad , de acuerdo a Poinsot y Lele (1992) y Dutt (1988). Sin embargo, para hacer converger el
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Figura 2: Caso supersénico- subsénico

problema a la solucién fue necesario fijar todas las variables en la entrada. En este caso resultd
sencillo porque conocemos la solucién analitica, sin embargo un caso general no resultard asi.

6.2. Arco coronal de seccion variable

El segundo caso analizado consiste en un modelo gasdindmico analitico simplificado de un
arco de la corona solar, obtenida por Cargill y Priest (1980). Dicho modelo consiste de un
arco circular con hidrégeno monoatémico, en cuyas bases la presion se encuentra impuesta en
funcion de lo que ocurra en la region de transicion. En una de las bases se impone una velocidad
de entrada ug, y se consideran los efectos de la gravedad.

Tomando una coordenada curvilinea 0 < s < 2L a lo largo de la linea media del arco y
despreciando su curvatura, el problema se idealiza con las ecuaciones de Euler cuasi unidimen-
sionales de seccidn variable (5) con un vector de términos fuente de la forma:

0A TS ms\]"
S =10, Pos pAg - cos <i> ,  —pAug - cos <i)} (56)

En la figura 4, tomada de la referencia citada, se esquematiza el modelo.

Copyright © 2014 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXXIII, pags. 147-165 (2014) 161

Densidad Presion

= 0.7f Sol. an. 1
0.9 : Extrap. 0.6l Extrap.
. p=cte : . p=cte
0.8 fza. nula | 05} - fza. nula]
0.7} : no ref. | : no ref.
T=cte 0.4t T=cte
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x T
Velocidad 0 Convergencia en densidad
1.2 " " " 10 T : . .
Sol. an.
: Extrap.
1 : p=cte
: fza. nula 10° |
no ref.
0.8 _
< T=cte o
0.6} 1 _10 Extrap.
AN 10— — p=cte
. — fza. nula
0.4} \\\\MW% I — Nno ref.‘
T=cte
- - - - - 10" - - - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 500 1000 1500 2000
x n

Figura 3: Caso subsé6nico

Si asumimos ademds que el flujo es isoentrdpico y estacionario, las ecuaciones de continui-
dad, cantidad de movimiento y energia en variables primitivas se simplifican de la siguiente
manera

d
— (pAu) = 0 57
7, (pAu) (57)
du dp s
= _r_ = 58
pds ds pgcos (2L) (58)
p Po
— = — (59)
p Po
Combinando estas ecuaciones y teniendo en cuenta la definicién de la velocidad del sonido
a? = 7’;’, partiendo de la ecuacién de la cantidad de movimiento se obtiene una ecuacion
diferencial ordinaria para la velocidad en funcién de s.
a?\ du TS a?dA
—— | —=-g- — —— 60
<u u) ds greos (QL) i A ds ©0)
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Figura 4: Esquema del modelo del arco de Cargill y Priest (1980)

Si ademds se adimensionaliza el sistema de la misma manera que para la tobera de seccién
variable, de acuerdo a (55), y si ademads se define un coeficiente de gravedad adimensional en
funcién de una escala de longitud hidrostatica A,

L
g=— 61
9=73, (61)
donde
Ao=2 (62)
Py
puede obtenerse una expresion que es sélo funcion de la velocidad adimensional @
1 /a\" | du 7 s T\ 1dA
[“ a(a) s 5 \2) ") A (63)

Imponiendo la condicién de contorno u = ug para s = 0 puede integrarse esta ecuacion para
obtener una ecuacién algebraica no lineal, de donde se despeja la distribucion de velocidades. Y
mediante la relacion isoentrdpica y la ecuacién de continuidad se obtienen las demads variables.

A continuacién presentamos la solucién para un arco de semilongitud L = 140 - 105m, con
una densidad en sus bases de py = 1,18 - 107'2kg/m? y una temperatura T = 1 - 10°K. Se
emplearon estos valores tipicos de la corona solar debido a que este modelo hidrodindmico
sencillo ideal no permite tener en cuenta efectos de conduccién y y disipacion tipicos de la
region de transicidn que separa la cromésfera de la corona. Para dichas condiciones iniciales la
gravedad solar adimensionalizada toma un valor de g = 2,8.

En el c6digo numérico sin embargo, por una cuestion de simplicidad y consistencia con la
expresion de los términos fuente para este problema, dados por la ec. (56), adimensionalizamos
la gravedad segtin

i=" (64)

La ley de variacion de seccidn para el caso considerado es
s

Alz) = Ay - 1+(k—1)-sm2(ﬁ)]; k=5
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El pardmetro k representa una relacién de contraccién entre el drea en la base y el drea en el
punto medio del arco, es decir:
A(s=1L)
A(s =0)

Debido a que la solucién obtenida estd adimensionalizada, ésta es independiente del valor de
Ayg. Por simplicidad, se adopté Ay = 1.

La discretizacion del dominio fue de 400 celdas, mas 2 en cada uno de los contornos. Para
este modelo la condicién de contorno en la entrada de velocidad es uy = 0,27 - a. La solucién
analitica predice que tanto la entrada como la salida serdn subsénicas, por lo tanto empleamos
la condicion de caudal mdsico constante para la entrada y probamos las condiciones de presion
constante, no reflexiéon y y fuerza nula en la salida. La solucién depende fuertemente de la
ley de variacion de la seccion con la coordenada s, asi como la longitud del arco, ya que la
gravedad solar produce un gradiente en la densidad, cuyo mimino se encuentra para s = L, y
ademads desacelera el flujo en la rama ascendente, y lo acelera en la descendiente. Los resultados
obtenidos se muestran en la figura 6.2.

=k (65)
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Lograr la convergencia a la solucidn analitica resulté6 sumamente complicado, y las solucio-
nes obtenidas fueron fuertemente dependientes de las condiciones iniciales y las condiciones de
contorno. Esto ocurre porque, debido a la variacién de seccion y a los efectos de estratificacion
de densidad debidos a la gravedad, en la region superior del arco aparecen regiones de muy baja
presion y densidad. Ademads, la propia naturaleza de la solucién analitica puede incluir varios
maximos locales y puntos de inflexion. Durante las iteraciones a veces aparecieron zonas del
dominio con flujo supersénico, que al llegar al contorno transformaban las condiciones de borde
a salida supersoénica, haciendo que el algoritmo converja a otra solucion.
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Por otro lado, el peso relativo de los términos fuente respecto a los convectivos hace que,
si bien el algoritmo converge con relativa rapidez a la densidad y a la presion, en general le
cuesta bastante mds converger a la velocidad. En los contornos, donde la variacién de seccién
no es importante, la relacion entre el valor de los términos fuente y los flujos convectivos para
la cantidad de movimiento y energia fue respectivamente

SQ(ZL‘ = 0)

— =250
FQ(I’ZO) ’

= 1,093 (66)

y para s = L /2, donde la variaci6n de la seccién es importante

Fo(x = L/2)

=1,53
% Bye=L1/2)

= 1,51 (67)
Esto nos lleva a concluir que los términos fuente debidos a la gravedad son los més problemati-
cos para el caso considerado, tanto porque actdan el las celdas del contorno como porque tienen
mayor peso relativo que los de variacion de seccion. En la zona central del arco (s = L), dicha
relacién para ambos casos es del orden de 1 - 1073, debido a que tanto la gravedad como la
variacidn de seccion dejan de ser importantes.

El modelo de condiciones de contorno que mejor resultados dio fue el de presién constante
en el contorno, aunque vimos que la convergencia fue bastante errdtica, y para casos mas severos
(como para k = 20y L = 175Mm) una vez alcanzada la solucién analitica, ésta no era estable
y después de un tiempo el algoritmo convergia a otra solucion.

Nuevamente la condicién de no reflexion de ondas probo ser la con mejores propiedades de
convergencia, pero ocurrio que resulté muy sensible a las condiciones iniciales. Una estrategia
que empleamos para subsanar este problema fue emplear la condicién de salida con presion
constante para las primeras 3000 iteraciones, y luego cambiar a las condiciones de no reflexion.

La condicién de fuerza nula en el contorno no convergié a la solucién analitica propuesta
simplemente porque se demuestra que para esta solucion no se cumple que

El algoritmo converge a una solucién con expansion supersonica, que verifica la relaciéon
anterior. Nuevamente los grificos de convergencia muestran que la solucién con condiciones
extrapoladas es la mds lenta para converger. Ademads, esta solucién requirié , como en el caso
de la tobera con entrada subsonica, definir todas las variables en la entrada, porque de otra
manera no se lograba la convergencia. Si bien en la figura 6.2 se observa que esta solucién es la
que mds se acerca a la analitica, lo que ocurre es que se mantiene oscilando. Sin embargo, las
condiciones extrapoladas probaron ser mds robustas e insensibles a la condicion inicial.

7. CONCLUSIONES

En el presente trabajo probamos distintos tipos de métodos de condiciones de contorno junto
con un integrador implicito para el esquema de Harten Yee. Podemos concluir que la integra-
cién de ambos métodos funcioné como esperdbamos, y que la evaluacion de los jacobianos de
forma numérica (tanto para los términos fuente en el dominio para los operadores de las BC)
resulté igual de efectiva que su evaluacion analitica. Esto sugiere que puede usarse esta mis-
ma metodologia para sistemas mds complejos (como el Magnetohidrodindmico, por ejemplo),
donde las expresiones analiticas de los jacobianos son mas complejas.
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Si bien los modelos de condiciones de contorno empleados fueron disefiados para captar
perturbaciones en flujos inestacionarios, probaron ser muy aptos para converger a soluciones
estacionarias también. Esta posibilidad resulta especialmente ttil para el estudio de problemas
astrofisicos, donde los problemas a veces presentan oscilaciones inestacionarias, y otras veces
convergen a una solucién estacionaria.

Por otro lado, cuando se trate de casos en los que es dificil converger a la solucion, pueden
usarse condiciones iniciales simplistas y un modelo de condiciones mds robusto para las prime-
ras iteraciones durante el transitorio, para luego emplear un modelo mds preciso o mds acorde
a la condicion fisica que se esperaria en el contorno analizado.
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