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Resumen.La modelación del transporte de fluidos en materiales porosos fisurados es de suma impor-
tancia en diversos problemas industriales. Para una evaluación numérica confiable de la durabilidad es
fundamental analizar la interacción entre el estado actualde deterioro del medio y el transporte de fluido
a través del mismo. En este trabajo, se presenta un modelo hidro-mecánico acoplado, basado en la teoría
de Biot-Coussy. Suponiendo un medio poroso completamente saturado, las ecuaciones que gobiernan
el problema se obtienen a partir del balance de masa y de momentum, tanto del fluido como del sólido
poroso, y de los modelos constitutivos del sólido y del fluidoen términos de presión y desplazamiento.
Para el tratamiento de las discontinuidades, se aplica el Método de Elementos Finitos eXtendido mientras
que el flujo de fluido a través de las fisuras se modela utilizando una extensión de la ley de Poiseuille
para flujo de fluidos viscosos entre dos placas paralelas, donde la conductividad depende de la viscosidad
dinámica del fluido y de la apertura de la fisura. Se presentan resultados numéricos de ensayos en medios
fisurados, analizando tanto la sensibilidad de los resultados a la apertura de fisura como el acoplamiento
con el campo de desplazamientos.
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1. INTRODUCCIÓN

La modelación del transporte de fluidos en materiales porosos fisurados es objeto de estudio
en muchas aplicaciones industriales, tales como, la fracturación hidráulica en la ingeniería del
petróleo, el análisis de la permeabilidad para la estimación de daños, ingeniería ambiental, etc.
El aumento del nivel de daño modifica las propiedades hidromecánicas del medio, por lo cual
resulta de gran interés el estudio de procesos de fisuración ysu influencia en el flujo de fluido a
través del mismo. El estudio experimental del flujo estacionario en rocas fracturadas, formacio-
nes geológicas u hormigón bajo ciertas condiciones, ofrecen información acerca de la permea-
bilidad efectiva del medio, de los poros conectados y la interconexión entre las grietas micro y
macro del material en estudio. Si el medio presenta discontinuidades discretas, ya sean débiles
como bandas de corte, o fuertes como presencia de grietas, elflujo presenta grandes variaciones
resultando altamente anisótropo. El medio poroso es un sistema multifásico formado por una
estructura o matriz porosa, una fase fluida y otra gaseosa. Estas fases presentan diferentes pro-
piedades hidromecánicas e interaccionan entre sí. La predicción completa del comportamiento
de la deformación del material sólido y de la interacción conun flujo de fluido, se consigue
mediante la solución completa del sistema acoplado. Teniendo en cuenta estas problemáticas,
reviste gran importancia disponer un modelo robusto y estable, capaz de reproducir la interac-
ción entre el estado actual del medio y el transporte a travésdel mismo.
En la literatura, el tema de transporte de fluidos en medios porosos fisurados o en proceso de
fisuración ha sido tratado de diferentes maneras:Boone y Ingraffea(1990) presentaron un pro-
cedimiento numérico para la simulación de la propagación defisuras por causas hidráulicas en
materiales poroelásticos, combinando el MEF con el método de diferencias finitas;Schrefler
(1995) y Secchi et al.(2007) modelaron el crecimiento de fisuras cohesivas en medios porosos
totalmente saturados usando el MEF con mallas adaptativas;Segura y Carol(2008) propusieron
una formulación hidromecánica para materiales totalmentesaturados con discontinuidades pre-
existentes basadas en el MEF con elementos de interfaz de espesor cero. Con el objeto de simu-
lar la presencia de una discontinuidad o fisura en el medio continuo, se han desarrollado méto-
dos mas apropiados como son el Embedded Finite Element Method (EFEM) (Armero y Linder,
2009) y el eXtended Finite Element Method (XFEM) (Moes et al., 1999). EFEM modela la fa-
lla de sólidos discretamente a través de la disipación locala lo largo de las discontinuidades.
XFEM considera una cinemática enriquecida, en donde las variables de estado son interpoladas
a través de funciones regulares y funciones de enriquecimiento en términos de funciones del
tipo level set, las cuales permiten describir un campo a través de un elemento más general. Este
método permite el modelado de la geometría de la discontinuidad de forma independiente de
la malla, y evita por completo la necesidad de regenerar la malla a medida que la fisura crece.
La extensión de XFEM al caso de medios porosos puede encontrarse ende Borst et al.(2009),
Mohammadnejad y Khoei(2013) y es el método utilizado a continuación.
En este trabajo se presenta un modelo hidro-mecánico para medios porosos saturados discon-
tinuos. Las ecuaciones que gobiernan el problema se discretizan espacialmente mediante la
técnica XFEM, utilizando y analizando diversas funciones de enriquecimiento. La integración
en el tiempo es resuelta a través del método de Euler implícito. Se considera un flujo darciano
para la matriz permeable y para la discontinuidad. El problema resultante es de tipo no lineal,
y se resuelve mediante el método de Newton Raphson. El modelose utiliza en la resolución
de problemas mecánicos y poromecánicos lineales, los que seresuelven de forma analítica y se
estudia las funciones de enriquecimiento y su participación de la solución global. Se comple-
menta con un ejemplo de un problema bidimensional en presencia de una fisura. Se analiza el
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acoplamiento entre el campo mecánico y el flujo a través de la fisura.

2. ECUACIONES DE BALANCE

2.1. Ecuaciones que gobiernan el flujo en un medio poroso saturado

Un medio poroso saturadoΩ está constituido por un esqueleto o fase sólida deformable ypor un
espacio poroso ocupado completamente por fluido. Asumiendopequeñas deformaciones, proce-
sos isotérmicos y desprecio de términos gravitatorios, convectivos y aceleraciones, la ecuación
de conservación de momentum se escribe como

∇ · σ = 0 enΩ (2.1)

dondeσ es el tensor de tensiones de Cauchy. La ecuación de balance demasa del medio poroso
se expresan como:

∂ρπ
∂t

+ ρπ∇ · vπ = 0 enΩ conπ = s, f (2.2)

donde los subíndicess y f identifican la fase sólida y fluída, respectivamente. Empleando la
condiciónns+nf = 1, dondens y nf representan las fracciones de volumen de la fase sólida y
fluida, e introduciendo en (2.1) las expresiones que relacionan los cambios de densidad de masa
sólida con el cambio de volumen de la fase sólida y el cambio dedensidad de masa del fluido
con la presión del fluidop (Ver (Coussy, 2010) para mas detalles de la deducción) se obtiene la
siguiente expresión de la conservación de masa enΩ

α∇ · vs + nf∇ · (vf − vs) +
1

Kf

∂p

∂t
= 0 enΩ (2.3)

dondevs, vf son las velocidades de la fase sólida y fluida respectivamente yKf es el módulo
de compresibilidad o de Biot.
La descripción del problema se complementa adicionando lascondiciones de borde de tipo
Dirichlet (para desplazamients y presiones) y de tipo Neumman (para fuerzas y flujos de fluido).
Las condiciones para la fase solida se escriben en términos de fuerzas y desplazamientos

nΓ · σ = tp enΓt us = up enΓu (2.4)

dondeΓ = Γt∪Γu,Γt∩Γu = ∅,nΓ es la normal exterior al contorno (Figura1). Las condiciones
de borde para la fase de fluido se escriben en terminos de flujosy presiones

nf (vf − vs) · nΓ = qp enΓq p = pp enΓp (2.5)

dondeΓ = Γp ∪ Γq y Γp ∩ Γq = ∅, y las condiciones iniciales en el tiempot = 0, conπ = s, f .

uπ(x, 0) = u0
π p(x, 0) = p0 (2.6)

Como se muestra en la Figura1, el dominio contiene una discontinuidadΓd donde se pueden
generar fuerzas cohesivas tales que:

σ · nΓ+

d
= t+ enΓ+

d σ · nΓ−

d
= t− enΓ−

d (2.7)

dondet+ y t− son las fuerzas cohesivas actuando sobre las caras opuestasde la fisuraΓ+
d y Γ−

d ,
respectivamente. Teniendo en cuenta quenΓ+ = −nΓ− , se puede escribir

σ · n+ = −σ · n− = t+ = t− = tc − p · nΓd
enΓd (2.8)
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Figura 1: DominioΩ en presencia de una discontinuidadΓd.

2.2. Leyes constitutivas

En la mecánica de medios porosos saturados, la tensión es expresada en términos de la tensión
efectiva para tener en cuenta la compresibilidad de las particulas sólidas, mediante la forma
incremental

σ̇ = D : ε̇− αI ṗ φ̇ = αIε̇− 1

Kf
ṗ (2.9)

dondeε = (∇uT +∇u)/2 es el tensor de deformaciones,φ es la porosidad,α es la constante
de Biot,I es el tensor identidad yKf es el módulo de Biot.
Para la descripción del flujo a través del medio poroso, se adopta la ley de Darcy

nf (vf − vs) = −kf∇p (2.10)

dondekf es la permeabilidad del medio poroso,nf es la fracción de volumen fluido respecto al
volumen total,∇p es el gradiente de presión.

2.3. Forma débil de las ecuaciones que gobiernan el problema

Para la obtención de la forma débil de las ecuaciones de balance, se multiplican el balance de
momentum (2.1) y el balance de masa (2.3) por funciones de prueba cinemáticamente admisi-
bles con el campo de desplazamientos,δu, y con el campo de presiones,δp, como sigue

∫

Ω

(∇ · σ)δu dv = 0

∫

Ω

α∇ · vsδp dv +

∫

Ω

nf ∇ · (vf − vs)δp dv +

∫

Ω

1

Kf

∂p

∂t
δp dv = 0

(2.11)

Aplicando el teorema de divergencia, y las condiciones de borde (2.4),(2.5) y (2.7), las ecuacio-
nes (2.11)1 y (2.11)2 pueden reescribirse como sigue

∫

Ω

σ : ∇(δu) dv −
∫

Γt

tp · δu da+

∫

Γd

(tc − pnΓd
)[[δu]] da = 0

∫

Ω

α∇ · vsδp dv +

∫

Ω

1

Kf

∂p

∂t
δp dv −

∫

Ω

∇δp · vr dv +

∫

Γq

vr · nqδp da+
∫

Γd
[[vr]] · nΓd

δp da = 0

(2.12)
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donde[[δu]] = (δu− − δu+) es el salto del campo desplazamientos en las caras opuestas de la
fisura, yvr = nf(vf −vs) la velocidad relativa entre el fluido y matriz sólida. El último término
de la ecuación (2.12)2 representa el salto en el flujo que pasa a través de las caras delas fisura
o discontinuidad, el cual puede rescribirse como

∫

Γ
[[vrδp]] ·nΓd

da, ya que la presión se supone
constante en el espesor de la fisura. En este trabajo se supondrán nulas las fuerzas cohesivas, es
decirtc = 0, ya que sólo se tendrá en cuenta la presión de fluido aplicada aambos lados de la
fisura o discontinuidad.

2.4. Balance de masa en la discontinuidad

Para la integración del flujo dentro de la fisura, se recurre a plantear el balance de masa en el
dominioΩ∗ complementario al dominioΩ (Figura1). Suponiendo que enΩ∗ el coeficiente de
Biot valeα = 1 y nf = 1, es decir que dentro de la fisura el volumen de fluido ocupa todoel
volumen. De esta forma, el balance de masa enΩ∗ resulta

∫

Ω∗

∇ · vsδp dv +

∫

Ω∗

∇ · (vf − vs)δp dv +

∫

Ω∗

δp
1

Kf

∂p

∂t
= 0 (2.13)

Aplicando nuevamente el teorema de divergencia e introduciendo la Ley de Darcy (2.10) se
obtiene
∫

Γ

[[vf −vs]] ·nΓδp da = −
∫

Ω∗

∇·vsδp dv+

∫

Ω∗

∇ (kd p) ·∇δp dv−
∫

Ω∗

1

Kf

∂p

∂t
δp dv . (2.14)

Considerando que la apertura de la fisura es mucho menor que lalongitud de la misma y supo-
niendo que la componente tangencial de la velocidadvsx∗ varía linealmente con la direccióny∗,
la primera integral sobreΩ∗ de (2.13) se calcula

∫

Ω∗

∇ · vsδp dv =

∫

Γd

∫ h

−h

(

∂vsx∗

∂x∗
+

∂vsy∗

∂y∗

)

δp dy∗da

=

∫

Γd

(

2h

〈

∂vsx∗

∂x∗

〉

+ [[vsy∗ ]]

)

δp da

(2.15)

donde el símbolo〈·〉 representa el valor medio de la función. De forma similar, laderivada
tangencial de la presión no varía con la direccióny∗ y la derivada normal desaparece ya que
la presión es considerada constante en la altura de la fisura,por lo cual la segunda integral de
(2.13) se escribe

∫

Ω∗

∇ (kd p) · ∇δp dv =

∫

Γd

∫ h

−h

kd∇p · ∇δp dy∗da =

∫

Γd

2hkd
∂p

∂x∗

∂δp

∂x∗
da (2.16)

De forma similar, la tercera integral se resuelve como
∫

Γd

1

Q

∂p

∂t
δp dv =

∫

Γd

2h
1

Q

∂p

∂t
δp da (2.17)

y el flujo dentro de la fisura se escribe como
∫

Γd

[[vf − vs]] · nΓδp da = −
∫

Γd

2h

〈

∂vsx∗

∂x∗

〉

δp da−
∫

Γd

[[vsy∗ ]]δp da

+

∫

Γd

2hkd
∂p

∂x∗

∂δp

∂x∗
da−

∫

Γd

2h
1

Kf

∂p

∂t
δp da

(2.18)
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2.5. Discretización espacial y temporal de las ecuaciones de balance en forma débil

Para la discretización espacial, el dominioΩ se divide en elementos finitos en donde los campos
de desplazamiento y presión son interpolados. Para considerar la presencia de discontinuidades
en los elementos, siguiendo la propuesta deMoes et al.(1999) se enriquece la aproximación
standard de elementos finitos empleando la propiedad de la partición de la unidad de las fun-
ciones de forma. Usando el método de Galerkin, se aproximan por lo tanto los campos de des-
plazamientou, de presiónp y las respectivas funciones de prueba de desplazamiento y presión,
δu y δp como sigue

u(x) =
∑

i∈I N
i
u1(x)u

i
1 +

∑

j∈J N
j
u2(x)u

j
2 +

∑

k∈K Nk
u3(x)u

k
3

p(x) =
∑

i∈I N
i
p1(x) p

i
1 +

∑

j∈J N
j
p2(x) p

j
2 +

∑

k∈K Nk
p3(x) p

k
3

δu(x) =
∑

i∈I N
i
u1(x) δu

i
1 +

∑

j∈J N
j
u2(x) δu

j
2 +

∑

k∈K Nk
u3(x) δu

k
3

δp(x) =
∑

i∈I N
i
p1(x) δp

i
1 +

∑

j∈J N
j
p2(x) δp

j
2 +

∑

k∈K Nk
p3(x) δp

k
3

(2.19)

dondeI, J , K denotan el conjunto de nodos estándard, nodos enriquecidospor la función
Heaviside y nodos enriquecidos por funciones asintóticas alrededor de la cabeza de la fisura
respectivamente,(ui

1, p
i
1) coni ∈ I denotan los valores nodales de desplazamiento y presión co-

rrespondientes a la interpolación estándard de dichos campos, mientras que(uj
2, p

j
2) y (uk

3, p
k
3)

conj ∈ J , k ∈ K, representan los valores nodales de desplazamiento y presión enriquecidos.
Las funciones de forma estándard y enriquecidas para los campos de desplazamientos y presión
se denominanN i

u1, N
j
u2, N

k
u3, N

i
p1, N

j
p2 y Nk

p3 respectivamente.
En el presente trabajo se utilizan las funciones de forma enriquecidas propuestas enMoes et al.
(1999) y de Borst et al.(2009), las cuales se escriben a continuación

N j
u2(x) = N j

u1H(x) Nk
u3(x) = Nk

u1F (x)

N j
p2(x) = N j

p1Z(x) Nk
p3(x) = Nk

p1G(x)
(2.20)

dondeH y Z son las funciones de Heaviside y de distancia, centradas en la discontinuidad,F
y G son funciones asintóticas en el entorno de la cabeza de la fisura, definidas como las bases
de las soluciones analiticas para los campos de desplazamiento y presión,

H =

{

1 si x ∈ Ω+

−1 si x ∈ Ω− ; Z =

{

d si x ∈ Ω+

−d si x ∈ Ω− .
(2.21)

{F (r, θ)}4l=1 = {√r cos θ/2,
√
r sin θ/2,

√
r sin θ/2 sin θ,

√
r cos θ/2 sin θ}

G(r, θ) =
√
r sin θ/2

(2.22)

con r la distancia hasta la cabeza de la fisura yθ el ángulo con la dirección de la fisura. En
Mohammadnejad y Khoei(2013) se propone una variante para el enriquecimiento anterior,el
cual lo denominaremos con∗, como sigue

N
∗j
u2(x) = N

j
u1 (H(x)−H(xj)) N ∗k

u3 (x) = N k
u1 (F (x)− F (xk))

N
∗j
p2 (x) = N

j
p1 (Z(x)− Z(xj)) N ∗k

p3 (x) = N k
p1 (G(x)−G(xk))

(2.23)

dondexj es la coordenada del nodoj. La ventaja de esta variante a diferencia de la anterior es
que las variables nodales de desplazamiento y presión globales equivalen a las variables nodales
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standard, y ello debido a queN j
u1 (H(x)−H(xj)) = N j

p1 (Z(x)− Z(xj)) = 0. Para el campo
de desplazamiento, se deben integrar unicamente los elementos que contienen la fisura. Para el
campo de presión, se deben integrar además los elementos adyacentes a estos elementos.
En Cordero y Diez(2008) se propone introducir una función arista para el enriquecimiento,
debido a que dicha función se anula en todos los elementos queno contienen la fisura y, en los
elementos que sí la contienen, resulta nula en los nodos. Lasfunciones de forma enriquecidas
se identifican con‡, y escriben como sigue

N
‡j
u2(x) = N

j
u1

(
∑

r∈J(N
r
a1H(xr))−H(x)

)

N
‡k
u3(x) = N k

u1

(
∑

r∈J(N
r
a1F (xr))− F (x)

)

N
‡j
p2(x) = N

j
p1

(
∑

r∈J(N
r
a1Z(xr))− Z(x)

)

N
‡k
p3 (x) = N k

p1

(
∑

r∈J(N
r
a1G(xr))−G(x)

)

(2.24)
La forma discretizada de las ecuaciones que gobiernan el problema, ecuación de equilibrio
(2.12)1 y de continuidad (2.12)2 en forma débil resulta como sigue sss

∫

Ω

BT
a(i) : σ dv −

∫

Γ

B̃T
a(i)(t

Γ − pnΓ) da+

∫

Γd

BT
a(i) · tN da = 0

∫

Ω

NT
p(i)α∇ · vs dv +

∫

Ω

NT
p(i)

∂p

∂t

1

Kf

dv −
∫

Ω

BT
p(i) · vr dv+

+

∫

Γd

NT
p(i) vr da +

∫

Γq

NT
p(i)vr da = 0

(2.25)

con i = 1, 2, 3 y N y B = ∇N denotan las funciones de formas y sus gradientes respectiva-
mente. La discretización temporal se realiza utilizando elmétodo de Euler implícito, en dónde:

ẋ ≈ ∆x

∆t
=

xn+1 − xn

tn+1 − tn
(2.26)

3. EJEMPLOS NUMÉRICOS

En esta sección se presentan distintos ejemplos numéricos de verificación en los cuales se ana-
lizan las distintas funciones de enriquecimiento encontradas en la literatura y detalladas en la
sección anterior.
En el primer ejemplo se resuelve el problema de una barra sujeta a un desplazamiento impuesto
y que presenta una discontinuidad geométrica en el interiordel mismo. En el segundo ejemplo
se resuelve un flujo de fluido a través de un medio poroso uniaxial con discontinuidad material.
Como último ejemplo, se estudia un elemento bidimensional que presenta una discontinuidad o
fisura en su interior, analizando el flujo de fluido y su acoplamiento poromecánico.

3.1. Ejemplo uniaxial con discontinuidad cinemática

En el primer ejemplo, se considera una barra de longitud4L que presenta de una discontinuidad
geométrica enxd = 3L/2 como se muestra en la Figura2(a). El comportamiento mecánico
del medio es elástico lineal con Módulo de YoungE. Como condiciones de borde, se considera
nulo el desplazamiento en el extremo izquierdo (x = 0), y un desplazamiento impuestou en el
extremo derechox = 4L.
La discretización adoptada se muestra en la Figura2(b), la cual está formada por dos elementos
lineales (Ω1 y Ω3) y un elemento cuadrático (Ω2). La función Heaviside, como se observa en la
Figura2(c) toma valorH = 1 oH = −1, según esté del lado izquierdo o derecho de la discon-
tinuidad. La función de formaN i

j,l se refiere a la función de forma del elementoi, asociada al
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grado de libertaduj correspondiente al nodoj. En las Figuras2(d) y 2(e) se muestran las fun-
ciones de formas standard y enriquecidas del elementoΩ2 cuando las funciones enriquecidas
son (2.20) y (2.23), respectivamente.
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Figura 2: (a) Geometría del problema 1: elemento uniaxial con discontinuidad.(b) Discretización del problema
1. (c) Función Heaviside. Funciones de forma del elemento con discontinuidad utilizando enriquecimiento (d)
estándar, (e) modificado.

Dada la presencia de una discontinuidad, el campo de desplazamiento se aproxima como sigue

u(x) =
∑

i∈I N
i
a1(x)u

i
1 +

∑

j∈J N
j
a2(x)u

j
2 (3.1)

dondeI = 1, 2, 3, 4, 5 y J = 2, 4 y para el caso (a):Na2(x) = H(x)Np1(x), dondeN2
p1 son las

funciones de forma lineales del elementoΩ2 (ver Figura2(d)). Nótese que para un problema
poromecánico, estas funciones corresponden a la interpolación del campo de presión.
La matriz de rigidez de cada elemento, puede particionarse en

Ka(i)a(j) =

∫ L

0

BT
a(j) DBa(i) dx i, j = 1, 2 (3.2)

ElementoΩ1: En todo el dominio, la función Heaviside valeH = 1. Los grados de libertad del
elemento son:a1,1, a1,2 y a2,2. Las funciones de forma se expresan como

Na1(x) =
[

1− x/L x/L
]

Ba1(x) =
[

−1/L 1/L
]

Na2(x) = H(x)
[

x/L
]

=
[

x/L
]

Ba2(x) =
[

1/L
] (3.3)

Las particiones de la matriz de rigidez del elementoΩ1 toman la forma

Ka1a1 = EA

∫ L

0

[

−1/L
1/L

]

[

−1/L 1/L
]

dx =
EA

L

[

1 −1
−1 1

]

Ka1a2 = EA

∫ L

0

[

−1/L
1/L

]

[1/L] dx =
EA

L

[

−1
1

]

Ka2a2 = EA

∫ L

0

[

1/L
]

[1/L] dx =
EA

L
[1]

(3.4)
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Sabiendo queKa1a2 = KT
a2a1, la matriz de rigidez del elemento será:

KΩ1
=

EA

L





1 −1 −1
−1 1 1
−1 1 1



 (3.5)

ElementoΩ2: Los grados de libertad asociados al elemento sona1,2, a1,3, a1,4, a2,2 y a2,4. El
campo de desplazamiento resulta a partir de la interpolación cuadrática de losgdl regulares
y de la interpolación lineal de losgdl estándar. En este caso,la función de enriquecimiento
Heaviside toma valores distintos antes y después de la fisura. Para la resolución, puede separarse
el dominio del elemento como sigue:

Ka(i)a(j) =

∫ L

0

BT
a(j) DBa(i) dx =

∫ L/2

0

BT
a(j) DBa(i) dx+

∫ 2L

L/2

BT
a(j) DBa(i) dx (3.6)

donde en el dominio del primer integrandoΩ+
2 ,la función Heaviside valeH = 1, y en el dominio

Ω−
2 valeH = −1. Entonces, los términos de la matriz de rigidez pueden calcularse como:

Ka(i)a(j) = K+
a(i)a(j) +K−

a(i)a(j) (3.7)

A partir de la fórmula de interpolación de Lagrange, las funciones de forma son:

Na1(x) =

[

(L− x)(2L− x)

2L2

x(2L− x)

L2

x(x− L)

2L2

]

enΩ2

Ba1(x) =

[

(x− 2L)

2L2
+

x− L

2L2

(2L− x)

L2
− x

L2

(x− L)

2L2
+

x

2L2

]

enΩ2

Na2(x) = H(x)
[

1− x

2L

x

2L

]

enΩ2

N+
a2(x) =

[

1− x

2L

x

2L

]

enΩ+
2 ; B+

a2(x) =

[

1

2L

1

2L

]

enΩ+
2

N−
a2(x) = −

[

1− x

2L

x

2L

]

enΩ−
2 ; B−

a2(x) =

[

− 1

2L
− 1

2L

]

enΩ−
2

(3.8)

Las particiones de la matriz de rigidez del elemento puede calcularse como,

Ka1a1 = EA

∫ 2L

0

BT
a1Ba1dx =

EA

L





7/6 −4/3 1/6
−4/3 8/3 −4/3
1/6 −4/3 7/6





Ka1a2 = EA

[

∫ L/2

0

(B+
a2)

T Ba1dx+

∫ 2L

L/2

(B−
a2)

T Ba1dx

]

=
EA

L

[

1/8 −3/4 5/8
−1/8 3/4 −5/8

]

Ka2a2 = EA

[

∫ L/2

0

(B+
a2)

T B+
a2dx+

∫ 2L

L/2

(B−
a2)

T B−
a2dx

]

=
EA

L

[

1/2 −1/2
−1/2 1/2

]

(3.9)
La matriz de rigidez del elementoΩ2 es

KΩ2
=













7/6 −4/3 −1/6 1/8 −1/8
8/3 −4/3 −3/4 3/4

7/6 5/8 −5/8
1/2 −1/2

1/2













sim

(3.10)
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ElementoΩ3: En todo el dominio, la función Heaviside valeH = −1. Las funciones de formas
enriquecidas serán en este caso:

Na2(x) = H(x)
[

1− x/L
]

=
[

x/L− 1
]

Ba2(x) =
[

1/L
]

(3.11)

por lo que matriz de rigidezKΩ3
= KΩ1

. Realizando el ensamblaje de la matriz y teniendo en
cuenta las condiciones de bordes planteadas, los desplazamientos regulares y enriquecidos son:

a1,2 = u/2 a1,3 = u/2 a1,4 = u/2 a2,2 = −u/2 a2,2 = −u/2 (3.12)

Los desplazamientos nodales finales se calculan según la ecuación3.1, resultando

u1 = a1,1 → u1 = 0

u2 = a1,2 +N2
a2(x2) a2,2 → u2 = 0

u3 = a1,3 +N2
a2(x3) a2,2 +N4

a2(x3) a2,2 → u3 = u

u4 = a1,4 +N4
a2(x4) a2,2 → u4 = u

u5 = a1,5 → u5 = u

(3.13)

A través de las funciones de forma y desplazamientos nodalesregulares y enriquecidos, se apro-
xima el desplazamiento del medio y se representan la composición en la Figura3(a). Con este
enriquecimiento, se observa que el desplazamiento nodalui no corresponde al desplazamiento
regular del nodoi: ai,1. En cambio, usando el enriquecimiento propuesto en (2.23):

Na2(x) = (H(x)−H(xi)) Np1(x) (3.14)

dondeH(xi) son los valores de la función Heaviside en los nodos, el desplazamiento nodal
ui = ai,1, ya queNa2(xi) = 0 para todos los nodos.
Siguiendo la misma metodología que en el caso anterior, parael elementoΩ1 y Ω3, se cumple
queKa1a2 = Ka2a1 = Ka2a2 = 0 ya que en todo el dominio del elemento,H(x) = H(xi), por
lo queNa2 = 0 para todox.
Para el elementoΩ2, las funciones de forma enriquecidas se representadan en laFigura2(e). y
valen

N ∗
a2(x) =

[

0 x/L
]

enΩ+
2 B∗

a2(x) =
[

0 1/L
]

enΩ+
2

N ∗
a2(x) =

[

−2 + x/L 0
]

enΩ−
2 B∗

a2(x) =
[

1/L 0
]

enΩ−
2

(3.15)

Resolviendo el sistema de forma análoga, los desplazamiento nodales regulares y enriquecidos
son:

a1,2 = 0 a1,3 = u/2 a1,4 = u a2,2 = −u/2 a2,2 = −u/2 (3.16)

Los desplazamientos nodales finales corresponden al desplazamiento regular del nodoi

u1 = a1,1 → u1 = 0

u2 = a1,2 +N2
a2(x2) a2,2 → u2 = 0

u3 = a1,3 +N2
a2(x3) a2,2 +N4

a2(x3) a2,2 → u3 = u

u4 = a1,4 +N4
a2(x4) a2,2 → u4 = u

u5 = a1,5 → u5 = u

(3.17)

En la Figura3(b), se grafican las composiciones de los desplazamientos regulares y enriqueci-
dos.
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Figura 3: Desplazamientos regulares, enriquecidos y totales usando enriquecimiento (a)N2 y (b)N∗

2

3.2. Flujo en un medio uniaxial con discontinuidad material

En el segundo ejemplo, se considera un medio uniaxial de longitud 3L en presencia de una dis-
continuidad material ubicada en la mitad de la barra, como semuestra en la Figura4. El medio
se caracteriza por las permeabilidadesk1 y k2 desde la fisura hacia la izquierda, y hacia la de-
recha respectivamente. Como condiciones de bordes, se prescribe nula la presión en el extremo
izquierdo (nodo 4) y se inyecta un flujo sobre el borde izquierdo (nodo 1) deq1 = q.
Con el objeto de obtener la distribución de presiones en el dominio que presenta una disconti-

3 1 

 

L 

1 2 3 4 2 

gdl estándar gdl enriquecido

L L 

3L 

k1  k2  

x  

Figura 4: Geometría y discretización del problema 2.

nuidad en su interior y cuya discretización es independiente de la posición de dicha discontinui-
dad, se considera en una primera instancia tres elementos linealesΩ1, Ω2 y Ω3. Las funciones
de forma regulares son las mismas que las desarrolladas en elejemplo anterior. Las funciones
de enriquecimiento empleadas para discontinuidades materiales en este caso son

N
∗j
p2 (x) = N

j
p1 (Z(x)− Z(xj)) (3.18)

dondeZ(x) es la distancia entre la fisura y la coordenadax,Z(xi) es la distancia entre la fisura
y los nodos del elemento en estudio yNp1 son las funciones de forma regulares lineales. A
continuación, se analizan cada elemento.
ElementoΩ1: La función distancia entre la fisura y cualquier puntox pertenciente al dominio
Ω1, se puede calcular comoZ = 3L/2 − x. El término queda(Z(x)− Z(xi)) = [−x;L− x].
Se puede escribir entonces,

Np2(x) =

[

−x+ x2/L
−(−x+ x2/L)

]

Bp2(x) =

[

2x/L− 1
−(2x/L− 1)

]

enΩ1 (3.19)

Mecánica Computacional Vol XXXIII, págs. 639-653 (2014) 649

Copyright © 2014 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



5

4

3

2

1

0

p
re

si
ó
n

1.00.80.60.40.20.0

x

 'p1'

 'p2'

 'p1+p2''

5

4

3

2

1

0

p
re

si
ón

1.00.80.60.40.20.0

x

 'p (3 elementos)'

 'p (9 elementos)'

 'p (19 elementos)''

(a) (b)
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Figura 6: Distribución de presiones resueltas analíticamente y con enriquecimiento modificado.

ElementoΩ2: La función distancia entre la fisura y cualquier puntox ubicado desde la fisura
hacia la izquierda(Ω+

2 ), se puede calcular comoZ = L/2 − x y el término como(Z(x) −
Z(xi)) = [−x;−x], mientras que para un punto ubicado hacia la derecha(Ω−

2 ), Z = x − L/2
y (Z(x) − Z(xi)) = [x− L; x− L] (recordar que siempre la función distanciaZ ≥ 0). Las
funciones de forma y gradientes se escriben como:

Np2(x) =

[

−x− x2/L
−x2/L

]

Bp2(x) =

[

2x/L− 1
−(2x/L− 1)

]

enΩ+
2

Np2(x) =

[

2x− L− x2/L
x2/L− x

]

Bp2(x) =

[

2− 2x/L
−1 + 2x/L

]

enΩ−
2

(3.20)

ElementoΩ3: Similar aΩ1, la distancia se define comoZ = x+ L/2, y el término de enrique-
cimiento queda como(Z(x)− Z(xi)) = [x; x− L], y las funciones de forma como

Np2(x) =

[

x− x2/L
−(x− x2/L)

]

Bp2(x) =

[

1− 2x/L
−(1 − 2x/L)

]

enΩ3 (3.21)
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Las matrices de los elementosΩ1, Ω2 y Ω3 quedan como:

KΩ1
=





k1/L −k1/L 0
−k1/L k1/L 0

0 0 k1 L/3



 KΩ3
=





k1/L −k1/L 0
−k1/L k1/L 0

0 0 k1 L/3





KΩ2
= k1









1/2L −1/2L 1/4 1/4
−1/2L 1/2L −1/4 −1/4
1/4 −1/4 L/6 L/12
1/4 −1/4 L/12 L/6









+ k2









1/2L −1/2L −1/4 −1/4
−1/2L 1/2L 1/4 1/4
−1/4 1/4 L/6 L/12
−1/4 1/4 L/12 L/6









(3.22)
Ensamblando la matriz de rigidez global y realizando un proceso similar al ejercicio anterior,
se determinan la distribución de presiones. En la Figura5(a), se representa la parte regular, en-
riquecida y global de la presión a lo largo del medio. La distribución real es bilineal. Se observa
una perturbación del campo global en los elementos adyacentes al que contiene la fisura. En la
Figura5(b) se muestran las distribuciones de presión globales para mayores discretizaciones (3,
9 y 19 elementos). Se observa la convergencia con el aumento de la discretización.
A posterior, se calcula el mismo ejemplo con el enriquecimiento modificado propuesto por Cor-
dero (2.24),

N
‡j
p2(x) = N

j
p1

(
∑

r∈J(N
r
a1Z(xr))− Z(x)

)

(3.23)

La comparación se muestra en la Figura5(c). Se observa una respuesta mas regular y uniforme
comparada con la modificación de las funciones de enriquecimiento.

3.3. Flujo tipo Poiseuille dentro de una fisura interna de un medio bidimensional

En el tercer ejemplo, se considera una matriz sólida permeable de dimensionesLx = 6 y Ly =
6, con una permeabilidad uniforme isotrópica dekm = 1, coeficiente de biotα = 1 y módulo de
compresibilidadKf = 1e18GPa, con el fin de simular la cuasi-incompresibilidad del fluido.
El medio tiene una fisura central de longituda = 2 como se muestra en la Figura7(a). El
comportamiento mecánico del sólido es elástico lineal con módulo de Young deE = 30 y
módulo de Poisson deµ = 0,2. Se impone un gradiente de presiones unitario en la dirección y,
resultando una presiónp = 6 en la cara superior y nula en la cara inferior. En las caras laterales
queda impedido el flujo. En cuanto al campo de desplazamiento, para evitar el movimiento
de cuerpo rígido, se restringe el desplazamiento vertical de la cara inferior, y horizontal de la
cara lateral izquierda. El modelo basado en XFEM esta formado por 380 elementos mixtos
con funciones de formas bicuadráticas para el campo de desplzamiento y bilineales para el
campo de presión. La integración de los elementos es resuelta a través de la Cuadratura de
Gauss, tomando entre 36 y 100 puntos de integración con el objetivo de reproducir el campo
discontinuo de desplazamiento.
En la Figura7(b), 7(c) y 7(d), se muestran la distribución de presiones para diferentes valores
de permeabilidades:kd = 6,28, 0,628, 0,0628, o λ = 1, 0,1, 0,01, con. En la Figura8(a), se
presenta las presiones calculadas sobre un eje central que coincide con la fisura. Debido al aco-
plamiento entre el campo de presiones y el de desplazamiento, se produce una apertura adicional
de fisura cuando circula el fluido. En la Figura8(b), (c) y (d) se representa los desplazamientos
de los puntos de Gauss cercanos a la fisura.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha presentado el problema de flujos en medios porosos fisurados emplean-
do XFEM. El acoplamiento hidromecánico en el medio poroso hasido modelado mediante la
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Figura 7: (a) Geometría del problema 3. (b),(c) y (d) Campo depresionesp(x, y) resultante para un gradiente
uniforme de presones paralelo a la fisura paraλ = 1, λ = 0,1 y λ = 0,01.

2.5 3 3.5
1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

2.5 3 3.5
1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

2.5 3 3.5
1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

(a) (b) (c) (d)

Figura 8: (a) Presión a lo largo de la fisura para diferentes valores deλ. Apertura de fisura debido a la circulación
de fluido para (b)λ = 1, (c)λ = 0,1 y (d) λ = 0,01
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teoría de Biot-Coussy. Para el flujo de fluido a través de una discontinuidad, se ha desarrollado
una formulación utilizando una extensión de la ley de Poiseuille para flujos viscosos entre dos
placas paralelas. Se emplearon elementos mixtos del tipo 9/4 para la obtención de soluciones
estables para el problema acoplado. El modelo ha sido aplicado en problemas unidimensiona-
les con discontinuidades geométricas y materiales con distintos tipos de enriquecimiento. Se
han resuelto analíticamente las ecuaciones de balance en forma débil y se construyó de forma
manual la solución global del problema en función a las variables de estado estándares y en-
riquecidas. Posteriormente, se ha simulado un medio bidimensional con una fisura central con
permeabilidad dependiente de la apertura de fisura sometidaa un flujo de fluido. Se ha puesto
en evidencia las bondades del enriquecimiento modificado propuesto por (de Borst et al., 2009)
para discontinuidades geométricas y el propuesto por (Cordero y Diez, 2008) para discontinui-
dades materiales. Se ha reproducido de manera correcta el acoplamiento entre el campo de
desplazamiento y de presión en el medio y en la discontinuidad.
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