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Resumen. En este trabajo se analiza el comportamiento de estructuras de ldminas utilizando una formu-
lacion basada en el andlisis isogeométrico. Las funciones de base utilizadas son del tipo NURBS (de su
acrénimo en inglés Non-Uniform Rational B-Spline). En la presente formulacion es posible unir mallas
regulares de elementos y tratar geometrias complejas formadas por multiples parcelas. Asi en el interior
de cada parcela se garantiza la condicién de continuidad C'! para el campo de curvaturas y en los bordes
entre parcelas se tiene continuidad C°. La unidn se lleva a cabo utilizando una rigidez flexional ficticia
en la direccién normal a los bordes a unir y una rigidez membranal nula. Las ecuaciones de movimiento
se resuelven en forma implicita y se muestran algunos ejemplos numéricos en régimen lineal y no li-
neal donde se analizan velocidades de convergencia para distintas densidades de mallas. Los resultados
muestran algunos aspectos importantes respecto de las formulaciones cldsicas de elementos finitos.
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1. INTRODUCCION

Basados en el uso de NURBS ( de su acrénimo en inglés Non-Uniform Rational B-Splines),
Hughes et al. (2005) introdujo las funciones provenientes de la descripcion de la geometria co-
mo funciones base para el andlisis y lo bautiz6 como “Anadlisis Isogeométrico”. En el Andlisis
Isogeométrico, se trabaja sobre un modelo geométricamente exacto al igual que en las formu-
lacion presentada por Cirak y Ortiz (2001), lo que ofrece otra posibilidad de cerrar la brecha
existente entre el disefio y el andlisis al trabajar con la misma geometria.

Contrariamente a lo ocurrido con los esquemas de subdivision el anélisis isogeométrico se
propag6 en mayor medida a distintos campos del MEF. Asi, muchos de los trabajos posteriores a
la publicacion de Hughes et al. (2005) se formalizan en el libro de Cottrell et al. (2009). Uno de
los primeros andlisis de lamina con elementos de tipo Kirchhoff-Love fue presentado por Kiendl
et al. (2010a). La formulacion se plantea para el anélisis de problemas geométricos no lineales
y los unicos GdL son los desplazamientos. Como es sabido, para obtener una discretizacion
conforme de la teoria de 1amina variacional de Kirchhoff-Love las funciones bases deben tener
continuidad C*. Esto se logra facilmente a través del uso de NURBS. En un segundo trabajo
Kiendl et al. (2010b) proponen un método alternativo para tratar la unién de varias parcelas,
relajando la condicion de continuidad entre ellas. La formulacién hace principal hincapié en el
tratamiento de superficies quebradas. Si se unen dos superficies en un quiebre pronunciado (esto
es, una conexion del tipo C° con un plano tangente no comun) el 4ngulo entre las parcelas debe
ser mantenido en la configuracion deformada, y en estos casos se necesita de un tratamiento adi-
cional. Para ello, Kiendl et al. utilizan una aproximacién del tipo C'! en la direccién transversal
donde se unen dos parcelas. Para mantener los dngulos originales durante la deformacion se
utiliza una rigidez ficticia que solamente penaliza el cambio de dngulo durante la deformacion
entre los puntos de control que definen la conexién entre dos parcelas adyacentes. Los resulta-
dos muestran ser competitivos tanto en el rango lineal y no lineal. Una critica que puede hacerse
al método es el uso de una rigidez artificial que debe ser definida por el usuario. Siguiendo con
formulaciones de elementos de lamina, Benson et al. (2010) presentaron una formulacién de
lamina de Reissner-Mindlin basada en un andlisis isogeométrico. La cinemadtica de la 1dmina
estd basada sobre el elemento de ldmina degenerado desarrollado por Hughes y Liu (1981a,b).
Si bien la formulacién ha sido implementada a través de una subrutina de usuario en el progra-
ma LS-DYNA, la actual implementacién no estd del todo optimizada, pero un examen sobre
la formulacién indica que el andlisis isogeométrico no deberia ser mds caro que los elemen-
tos Lagrangeanos que utilizan polinomios con el mismo orden de interpolacion. Los resultados
muestran convergencia en el rango lineal y no lineal y un mejor comportamiento a medida que
se incrementa el orden de las funciones bases. En todos los casos, se utiliza una integraciéon
completa, sin necesidad de realizar ninguna consideracién para reducir el bloqueo por corte, sin
embargo, por lo general, el orden debe ser mayor a dos ya que se puede observar una pequeiia
cantidad de bloqueo por corte cuando se utilizan elementos cuadraticos. Se debe notar que la
robustez del andlisis isogeométrico se incrementa con el orden. Esta robustez los hace poten-
cialmente atractivo para problemas con grandes deformaciones de interés industrial incluyendo
estampado de 1dminas, etc.

El uso de NURBS y Subdivisién de Superficies fueron descritos a finales de la década de
los setenta, y actualmente son técnicas maduras que se usan intensivamente en aplicaciones
reales. Sin embargo, cada una de ellas fueron pensadas para darle a los disefiadores diferen-
tes libertades. En pocas palabras, NURBS ofrece control sobre la parametrizacién y suavidad
de la superficie, pero si existe una discontinuidad en la misma no puede ser localmente intro-
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ducida o controlada. En tanto que el esquema de subdivision de superficie ofrece libertad sobre
topologias complejas. Esto ha llevado a diferentes industrias a establecer una preferencia por
una de las dos alternativas; los NURBS son dominantes para el CAD vy las aplicaciones inge-
nieriles, mientras que la subdivision de superficies es muy popular para el uso de animaciones y
juegos de computadoras. El método de subdivision de superficies no fue ampliamente utilizado
hasta la década de los noventas, para cuyo tiempo los NURBS ya habian sido implementados
en la mayoria de los programas de CAD. Muchas de las falencias de los NURBS pueden ser
tratadas a través del uso de superficies de subdivision. En los dltimos afios el método de sub-
divisién (ver Jorg y Ulrich (2008)) ha tenido un fuerte impacto sobre la computacion grafica 'y
animaciones, reemplazando en muchos casos a los NURBS en las aplicaciones de CAD.

En este trabajo se muestra la unién de parcelas utilizando el método propuesto por Kiendl
et al. (2010b). Nuestro principal objetivo es poder simular estructuras laminares con geometrias
quebradas y ramificadas. Dicho tipo de estructuras son de interés para obras de ingenieria civil
y aeronduticas. El trabajo comienza con una breve descripcion de las funciones de base e tipo
NURBS, luego se describe la cinematica de una lamina delgada y se muestra la formulacién
de la primera y segunda forma fundamental. Se describe el método de unién entre parcelas y
finalmente se muestran resultados numéricos.

2. BREVE RESUMEN DE LAS FUNCIONES BASES: B-SPLINE Y NURBS

En el Andlisis Isogeométrico existen dos nociones de malla, la “malla de control” y la “ma-
lla fisica”. La malla de control estd definida por los “puntos de control” donde se definen los
GdL. De esta manera, la malla de control queda formada por elementos multilineales. En dos
dimensiones estos son elementos cuadrildteros bilineales, y en tres dimensiones son elementos
hexaedros trilineales. La malla de control no conforma la geometria real y puede verse como un
andamio que controla la geometria (ver Figura 1). Por otro lado, la malla fisica es una descom-
posicion de la geometria real. Hay dos nociones de elementos en la malla fisica, la “parcela” y
el “vector nodal”. La parcela puede ser vista como un macro-elemento o subdominio (formada
por muchos elementos). Cada parcela tiene dos representaciones, una en el dominio natural y
otra en el espacio fisico. En dos dimensiones la topologia de la parcela es un rectdngulo y en tres
dimensiones un cuboide. A su vez, una parcela puede ser descompuesta en vectores nodales.
Los vectores nodales son puntos, lineas o superficies en una topologia de uno, dos o tres di-
mensiones, respectivamente. Cada vector nodal estd limitado por nodos. Esto define el dominio
elemental donde las funciones bases son suaves CP?~" donde p es el grado del polinomio y m
es la multiplicidad del nodo en cuestion. Los vectores nodales pueden ser pensados como mi-
croelementos por ser la entidad mas pequefia y tienen también una representacion en el dominio
natural y en el espacio fisico.

Dentro de la numerosa bibliografia relacionada con NURBS una de las més citada es la de
Piegl y Tiller (1997), y el libro de Rogers (2001). Siguiendo con la mismas ideas se dan a
continuacion algunas definiciones que seran de utilidad para el desarrollo del presente trabajo.
El primer concepto que definiremos seré el de una curva del tipo B-Spline. Para ello es necesario
definir el vector nodal y los puntos de control. El vector nodal define un conjunto de funciones
bases NV (£) en términos de las coordenadas paramétricas ¢ de la siguiente manera. Para la parte
constante p =0

Parap =1,2,3,..., se definen como
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ESPACIO FiSICO

Malla de control — “a

Malla fisica

e Puntos de control

Figura 1: Tlustracién esquemadtica de una malla isogeométrica.
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donde p > 0 es el grado del B-Spline. Los vectores nodales usados serdn todos del tipo abierto.
Ast, si el polinomio es de grado p, los primeros y los tltimos nodos tienen multiplicidad p + 1.
Los nodos internos pueden repetirse con la consecuente disminucion del grado de continuidad.
La ubicacién de los nodos define los bordes de los elementos en el espacio paramétrico. Las
funciones bases son no interpolatorias salvo en los bordes, pero satisfacen la propiedad de par-
ticion unitaria, Y1 | N; , (§) = 1 para V€. Otra caracteristica de las funciones bases es que son
no negativas en todo el dominio, esto es, N; (&) > 0,V&. Una funcién base de grado p abarca
p + 1 elementos. Empezando por la izquierda la primera funcién base abarca un elemento, la
segunda abarca dos elementos y asi sucesivamente hasta que las funciones bases abarcan p + 1
elementos. Una curva B-Spline en R? se construye a partir de la combinacién lineal de las fun-
ciones bases, similar al MEF. Luego a partir de los puntos de control B;eR? i =1,2,...,n,la
curva se escribe como

Nit1p-1 () 2)

n

C (&)= Niy()B; (3)
i=1

Notar que los puntos de control, salvo el primero y el dltimo, no necesariamente viven en la
curva.

Para construir una superficie dado una red de control (formadas por puntos de control)
{Bi;},i =1,2,...,n,j = 1,2,...,m y los polinomios de grado p y ¢ construidos partir
de los vectores nodales = = {&,&s,...,{nipr1t Y H = {m,m2, ..., Mintqs1} se define un
producto tensorial, asi

S(En) =2 Nip(&) Mjq(n) Biy (4)
i=1j=1
Muchas de las propiedades de las superficies B-Spline son consecuencias del producto ten-
sorial involucrado.
Una superficie del tipo NURBS introduce una funcién de peso a través de un pardmetro
(peso) w > 0 en cada punto de control B;. Asi una superficie racional se define como
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S&n)=> > R (&nB (5)

i=1j5=1
con

Nip (§) Mjq (n) wi
i1 27:1 Nip (&) Mjq (n) wi

Algunas propiedades de las curvas y superficies racionales son:

Ry (&,m) = (6)

1. Forman una particién de la unidad, >° R = 1.

2. El soporte de cada funcién base es compacto.

3. Las funciones bases son no negativas.

4. Las funciones bases en general son no interpolables.

5. La continuidad en el interior de una parcela puede ser hasta un orden de C?~! pero la
continuidad entre parcelas es C° al menos que se impongan restricciones que incrementen
el orden de la continuidad.

6. Los puntos de control no viven, en general, en la superficie.

Es precisamente sobre el punto 5 donde implementaremos una formulacién que nos permitird
unir varias parcelas penalizando el campo de curvaturas en la direccién normal al borde.

3. CINEMATICA DE UNA LAMINA

En la teoria de laminas Kirchhoff-Love se desprecia la deformacién por corte y el vector
normal a la superficie se mantiene normal a la misma una vez deformada la lamina.
Consideremos una ldmina delgada cuya superficie media indeformada ocupa un dominio 2°
en el espacio Euclidiano R® con un borde I'°. A cada punto de la superficie media se le asigna
un espesor 7° como la distancia (medida a lo largo de la direccién £3) entre la superficie superior
e inferior de la ldmina. Las posiciones X y « de un punto de la ldmina en las configuraciones
indeformada y deformada pueden ser escrita respectivamente a través de los vectores posicion
(ver (7-8))
X (¢,6,8) = ¢ (¢,6) + 845 (¢, 8) (7)
z(6,6,6) =0 (6.6) + €, (¢1,€) ®)
El producto £2) es la distancia entre un punto del cuerpo y la superficie media en la configu-

racion deformada. Esto implica una deformacién constante en la direccion normal asociada al
parametro A que relaciona el espesor entre la configuracion actual y de referencia, esto es

h

=10 9)

Como se anunci6 en la tercer hipotesis, el espesor no permanece constante, sino que por
el contrario, puede tener una variacién suave. El pardmetro A no se lo considera como una
variable independiente y se lo computa a través de consideraciones puramente geométricas
(comportamiento is6coro).
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Un sistema convectivo es definido en cada punto como

dx  Jp 0 (At3) Oz

9o = 90— dee Dee gs = o6 At (10)

Como consecuencia de la hipétesis sobre las normales el vector director sobre la superficie
es construido a partir de los vectores base de la superficie media como

o X s

t; = _P1 X P (11)
1 X @ |l

Nuestro préoximo paso serd definir las deformaciones que experimenta la superficie media

de una ldmina delgada. El gradiente de deformacién F' para el cuerpo de la ldmina se expresa
como

+ &

00X Oz

=5 = 8750‘

En particular para las expresiones cinemadticas de las ecuaciones (7) y (8) el gradiente de
deformacion (12) se expresa como

® G (12)

F = (., +80),®G") + \;® G
= 0, @G+ (), @G + M3 0 G (13)
Luego el producto F7 F = U? = C se escribe de la siguiente manera
U’ = [G°® ¢, +G" 0 (M), + MG @ t]
(015 ® G + €% (Ms),; © G° + Mty © G
= (P 95) (G"DG) +& @1+ (Ms)y + 015 - (M), ] (G © G7)
+ (&) [(Ata)y - (Me),] (G2 0 G7) + X (GP 0 G?) (14)

que puede ser expresado en forma matricial (relativo a la base dual {G ' G2, G3}) como

@@ P 0

U = PPy Prycpry 0
0 0 A2
\ 211 - (M3),y @ (Ats)iy + @iy - (At3), 0
+80 | pra (Als)iy + iy - (At3)y 2015 - (At3)s 0
0 0 0
o | (Ats)iy - (M) (Ats)iy - (Ms), O
+ ()| Ms)y - (Ma)iy (Ms)y - (M) 0 (15)
0 0 0

La primera forma fundamental de la superficie se escribe como

Ao = Pig SO’,B (16)
y las curvaturas (segunda forma fundamental) de la superficie media como

1

Fag = 5 (o tys T tya) =~ ts
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. 2 . . . 2 .
Despreciando los términos asociados con la derivada A\, y (£2), el tensor derecho de esti-
ramiento puede ser escrito como

a1 + 2%1153/\ aio + 2%1253)\ 0
U? = | aip+ 261283N\  ago + 262283\ 0 (17)
0 0 A2

La expresién de arriba de U? es 1itil para computar diferentes medidas de deformacién La-
grangeanas. Teniendo en cuenta el cambio de curvatura de la superficie media como

Xij = Kij — Ky (18)

Se puede escribir (17) como

arr + 2x11&83N  arg + 228X 0
U? = | a2 + 21283\ agn + 22X\ 0 (19)
0 0 A2

A los fines de computar las esfuerzos generalizados de la ldmina, se parte de la descomposicion
espectral de U (19). Adoptando las medidas de tensién y deformacién de Hencky es factible
calcular el segundo tensor de Piola-Kirchhoff . Luego, las tensiones resultantes (fuerzas y mo-
mentos) pueden ser obtenidas por integracion a través del espesor original del segundo tensor
de tensiones de Piola-Kirchhoff

he /2 h/2
N = / Sde? M = / SAE3de? (20)
—he/2 —he/2

donde \¢? es la distancia actual del punto de la 1dmina a la superficie media. Finalmente, la
forma débil de la ecuacion de equilibrio puede ser escrita como

511:/ (N :6E+ M : 6K)dQ° + 611,y = 0 Q1)

donde 0 K es el tensor virtual de curvatura y 0 E es el tensor virtual de deformacién de Green-
Lagrange en la superficie media.

4. EVALUACION DE LOS ESFUERZOS MEMBRANALES

Asociando las coordenadas convectivas £ con las coordenadas en el plano del elemento
(€,m), donde € = €', n = &% y la coordenada en la direccién del espesor ¢ = £3. La posicién
de la superficie media ¢ (£,7) se expresa en forma discreta a través de la sumatoria de las
funciones bases del elemento y de los respectivos puntos de control (CP) como

nop

@ (&m) =) Ri(&n) e (22)
i=1
donde ¢, = B, + u,. Las derivadas respecto de (£, ) son
ncp
P = Riap, (23)
i=1

El tensor métrico de la superficie media en la configuracién original es
0 0 0
CLQB = (P/a . <P’ﬁ = Oop (24)
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donde d,4 es la delta de Kronecker. Para una configuracién deformada el tensor métrico es

QaB = Prq * CP/IB (25)

Luego, las deformaciones de Green-Lagrange expresadas en la base convectiva son

1 1
Cap = 5 (aap —ads) = 5 (@as = dap) (26)

La variacion de las tensiones membranales es

1 ncp ncp
0cap = 5 (Z Rigpra + > Rz’/a%ﬁ> 0w, (27)
i=1 =1

Las componentes de deformacion en coordenadas cartesianas se transforman a través de una
matriz T'. Donde T se define como

(Jun)? ()’ JiJar
T = (J12)2 (J22)2 J12J22 (28)
2J11J12 2Jd1dan Jindeg + Jioda

Luego las deformaciones en forma explicita son

€11 nop Ri/g‘Plg
5| €99 =T > Riyr, - ou; (29)
2e19 i=1 Rifggo/n + Ri/nQO/E
= TB,fu’ (30)
= B,0u’ 3D

donde B,, es una matriz de 3 x (3 x C'P).

5. EVALUACION DE LAS CURVATURAS

La segunda forma fundamental (tensor de curvaturas) de la superficie media puede escribirse
como (con o, B = £..7m)

1
Kag = 5 (S% “tyg+pig t3’a) = 3 Prap (32)

El vector normal £3 en la configuracién de referencia se computa como

ts =\ (@i X 1) (33)
El pardmetro A define el estiramiento de la superficie media en la direccién normal
h
A= 70 (34)

donde h y h° denotan los espesores en la configuracién deformada y original, respectivamente.
Los cambios de curvaturas son computados como la diferencia entre la configuracién defor-
mada y la de referencia
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XOéﬁ = /{aﬁ — /‘flaﬁ = —t3 . 90’04,3 + t3 . (p/alg
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(35)

Para el planteo de la forma débil de las ecuaciones de equilibrio se requiere evaluar la

variacién de las componentes del tensor de curvaturas, ésta resulta

6X0£,8 = 5 (—tg . (P’aﬁ)
= _t3 . 5(Plaﬁ — (P/aﬁ : 5t3

El primer término de (36) se expresa como

nop

t3 : (5Q0/a/3 = t3 : Z Rz-/agéui
i=1

El segundo término es (ver para mas detalles (Flores y Onate (2001)))

ncp

QO/QB : 5t3 = — Z [Rilggo/a . (70/5 + Ri/ncpla : (70/77} (t3 : (5’LLZ)

i=1

donde

{0/5 = A(P/n X 13
(;b/n = _)\(ng X t3

Finalmente la variacion de la curvatura es

ncp
0 (—t3 . cp,aﬁ) = - Z Rirapts - 0,
ner

+ Z [Ri/ggo,a : Q~0/§ + Ri/ngola : 470/77} (t3 : 5“2)
i=1

En forma explicita la variacion del tensor de curvaturas se escribe como

X11 nep
0| Xo2 - Z —Rimpyts - 0u; + | Ricpr, - Pre + Rimepry - 1y (t3 - 0uy)
2X12 =1 _Ri’gnt3 : 5’“/7, + RZ/§SOI§ . ¢/§ + Ri/n(P/n . ¢I77 (t3 . 5“1)
= Bbéup

—Ri/&tg . (5ui + Ri/ggoll : Sb'f + Ri/rr]‘plg . Q~0/n (t3 : (S'U,l)

(36)

(37)

(38)

(39)
(40)

(41)

A diferencia de los elementos finitos tradicionales de lamina sin grados de libertad rotacional
donde la continuidad C" de la formulacién débil, requiere de la continuidad del gradiente ¢,
entre elementos. En esta formulacién la continuidad queda garantizada de manera directa por el

andlisis isogeométrico sin necesidad de utilizar una parcela de elementos.
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6. UNION DE PARCELAS

La unién de multiples parcelas se lleva a cabo con el método propuesto por Kiendl et al.
(2010b), el cual consiste en agregar una superficie formada por un material ficticio que cubre
el lado comin entre dos parcelas. La idea es generar dicha superficie a través de los puntos
comunes a los lados de cada dominio, de modo tal que permitan definir una funcién cuadratica
en la direccion normal al borde y lineal en la direccién del contorno propiamente dicho. En la
Figura 2 se muestra en forma esquematica la idea del método. Asi en el dominio paramétrico
tendremos un elemento con funciones de base cuadréticas y lineales respectivamente. L.a matriz
de rigidez de la ldmina de unién entre dos parcelas depende de la matriz constitutiva del material
ficticioD. Dicha matriz tiene todos sus elementos nulos salvo el valor que relaciona la curvatura
normal al lado en cuestién. Asi, en forma estandar se escribe por la integral

KS, = / / BIDB,dA
°A

con
E, 00
D=|0 00 (42)
0 00

donde E; es un mddulo eléstico ficticio. Notese que la matriz constitutiva asociada con la parte
membranal es nula y solamente tenemos una penalizacion de la curvatura a través de la super-
ficie eldstica que une los bordes C entre parcelas. Los resultados numéricos muestran que £
debe ser lo suficientemente alto para garantizar el tratamiento de la continuidad entre parcelas.
Sin embargo un valor muy alto provoca errores numéricos debido al mal condicionamiento de la
matriz de rigidez global del sistema. Un aspecto importante del método presentado por Kiendl
et al. (2010b) permite tratar adecuadamente geometrias suaves, quebradas y ramificadas como
se muestra en los ejemplos numéricos analizados.

RARCELAII

Figura 2: Desplazamientos normalizados del punto central de la placa cuadrada bajo carga uniforme.

7. EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccion se muestran diferentes ejemplos numéricos. En la mayoria de los casos se
comparan los resultados obtenidos a través del andlisis isogeométrico con los obtenidos por
elementos finitos. Con fines comparativos se utiliza el elemento de l1dmina S4R presente en el
codigo comercial ABAQUS (ABAQUS (2003)). La formulacién descrita ha sido implementada
en un cédigo de elementos finitos para andlisis estatico y con integracion implicita.
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7.1. Placas cuadradas

En este caso se considera el analisis de placas cuadradas bajo carga uniforme con condiciones
de borde empotrado. El objetivo es estudiar la convergencia de la parte flexional. En todos los
casos se discretiza sélo un cuarto de placa debido a la simetria y se usan mallas estructuradas
regulares. Se utilizan cuatro parcelas unidas por el método propuesto por Kiendl et al. (2010b)
como se muestra en la Figura 3. En la Figura 4 se representa el desplazamiento del punto central
de la placa en funcién de los puntos de control. Los resultados muestran una convergencia
satisfactoria. Se utiliz6 polinomios de orden p = 2y diferentes densidades de mallas. El material
utilizado para unir los bordes es £, = 1 x 10*E, donde E es el médulo eléstico del material de
la placa.

(a) (b)

Figura 3: a) Geometria y b) malla fisica formada por cuatro parcelas.

Placa empotrada carga uniforme

0.0003 p=2

——=—— referencia

.00025

Desplazamigntos

0.0002

0.00015

| T ] T ] T |
10 20 30 40
Numero de puntos de control

o

Figura 4: Desplazamientos normalizados del punto central de la placa cuadrada bajo carga uniforme.
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7.2. Puente en cajon recto

| 12m |
\ A c |
‘ | 05

1.5

24 3.0

@
()

Figura 5: Puente recto en cajon bajo carga puntual. Geometria de la seccion transversal. ' = 25 GPa, v = 0, 15,
L=40m.

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un puente recto en cajon. El principal
objetivo es aplicar el método descrito para la unién de parcelas en casos donde se tienen rami-
ficaciones en la geometria. En la Figura 5 se muestra la seccién transversal y las propiedades
del material. El puente tiene una longitud total de 40 m y los extremos se suponen restringidos
todos los desplazamientos en el plano de la seccién y libres los desplazamientos longitudinales.
El puente ha sido sometido a una carga puntual P = 1000 kN alternativamente en los puntos
A (borde) y C' (centro). Se discretiz6 la mitad de la luz con 4 elementos cibicos, en tanto que
en la seccidn transversal se dividio en parcelas con 4 elementos ctbicos cada una. A los fines
comparativos se muestran resultados obtenidos usando el programa ABAQUS (2003).

En la Figura 6 se presentan los desplazamientos verticales de las superficies superior e in-
ferior de la seccidn central cuando la carga se aplica en el punto central C. En la Figura 7 los
desplazamientos de las superficies superior e inferior cuando la carga se aplica en el punto A. La
comparacion con ABAQUS (2003) muestra idéntico patrén de desplazamiento y que el presente
elemento es ligeramente mas flexible.

1.2
Superficie superior

2-14¢ wﬁﬁ:ﬁ
—  ABAQUS

15f SIGA

B 2 S
Y

12

125

2-13F — ABAQUS Superficie inferior

SIGA

135 e ———— e

14 % 4 2 0 2 4 6
Y

Figura 6: Puente recto en cajon bajo carga puntual (Punto C). Desplazamiento vertical de la seccion central.
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Figura 7: Puente recto en cajon bajo carga puntual (Punto A). Desplazamiento vertical de la seccion central.

7.3. Viga empotrada con forma de Z

Este ejemplo es propuesto como un benchmark en Prinja y Clegg (1993). Se trata de un
voladizo en forma de Z sometido a una carga conservativa en el extremo libre. Este ejemplo
se utiliza para evaluar el comportamiento con grandes desplazamientos y grandes rotaciones,
acciones membranales y flexionales, rigidizacién por traccién y cambio de signo del momento.
La Figura 8a muestra la geometria original y la carga. En la Figura 8b se muestra la malla fisica
y las superficies de unién entre parcelas.

b= 20

t=17 P

E=210° <= , s

v=03 30 ".‘r 8 ﬂ.f.'
60 60 60

(a) (b)

Figura 8: Viga empotrada en forma de Z: a) geometria y b) malla.

Para discretizar la geometria se utilizan tres parcelas con una malla de 1 x 4 elementos
cubicos por cada parcela. En la arista donde se produce el quiebre de la geometria se definen
una banda flexional para evitar la continuidad C° entre unién de parcelas. En la Figura 9a
se representa el desplazamiento del punto de aplicacion de la carga versus la carga, y en la
Figura 9b el momento flector en el punto A versus la carga. Los resultados se comparan con
los obtenidos con ABAQUS (2003). El momento flector corresponde al calculado en los punto
de Gauss adyacente al punto A. Los resultados muestran una muy buena concordancia con los
valores esperados para la malla utilizada.
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Figura 9: Viga Z empotrada: a) carga versus desplazamiento, b) momento flector en A versus carga.

8. CONCLUSIONES

Se ha presentado un trabajo basado en el andlisis isogeométrico de laminas delgadas. Se
utilizé una estrategia de unidn de parcelas para poder tratar adecuadamente geometrias que-
bradas y ramificadas. Las principales conclusiones que se desprenden de los resultados numéri-
cos obtenidos son:

= Es posible representar geometrias exactas con pocos puntos de control y en general se
obtienen buenos resultados para polinomios de orden p = 3 o mayores. En algunos ca-
sos puede observarse bloqueo membranal para polinomios cuadriticos. Resulta intere-
sante destacar que es muy comun utilizar polinomios cubicos en el disefo asistido lo
cual acompafia también a los resultados numéricos aceptables que se obtienen a partir de
p=3.

= Algunas limitaciones del método utilizado para unir parcelas son: primero, que es nece-
sario definir un valor de médulo eléstico para penalizar la curvatura de la superficie flexio-
nal que une las parcelas. Segundo, las mallas en la direccién normal al contorno a unir
deben tener la misma cantidad de elementos paramétricos. Esto tltimo, sobre todo, condi-
ciona la discretizacion de la geometria. Seria interesante poder unir diferentes parcelas
con distintas densidad de malla.

= En las formulaciones basadas en elementos finitos tradicionales de ldmina sin grados de
libertad rotacional, la continuidad C! de la formulacién débil, requiere de la continuidad
del gradiente ¢, entre elementos. En la mayoria de los casos dicha continuidad se garan-
tiza entre el elemento maestro y los vecinos. En el caso del anélisis isogeométrico la con-
tinuidad de los gradientes queda garantizada de manera directa sin necesidad de utilizar
una parcela de elementos.

= Un aspecto secundario que se desprende a la hora de utilizar distintas densidades de malla,
es que las estrategias de mallado permiten enriquecer el espacio paramétrico sin alterar
la geometria. Asi en el método de unién presentado a medida que se refinan las parcelas
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a unir, la superficie de union (definida entre los puntos de control comunes al lado y los
adyacentes de cada parcela) es cada vez mds pequeiia.

= Los ejemplos numéricos analizados exhiben resultados satisfactorios. Un aspecto de in-
terés para los autores, que queda por probar, es la unién de parcelas en problemas de
estampado de laminas.
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