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Resumen. El presente trabajo muestra una posible implementacién de la teoria refinada de zigzag en
elementos de ldmina basados en la teoria de Simo asociada habitualmente con la teoria de 1dminas de-
formable por corte de primer orden. La teoria refinada de zigzag permite tratar laminados en forma eco-
némica, adicionando sé6lo dos grados de libertad nodales, con muy buena precisién. Consiste en suponer
que la variacion de los desplazamientos en el espesor de la [dmina tiene una forma zigzageante impuesta
en funcién de la rigidez al corte de cada capa del laminado. Se parte de dos elementos existentes, un
cuadrilatero bilineal de cuatro nudos (QL) y un tridngulo lineal de 6 nudos (TLLL), con interpolacién de
la superficie media a partir de los vértices y del campo director a partir de los nudos en los lados. A la
geometria de base se le agrega un campo de desplazamiento adicional (jerarquico) en el plano expresado
en coordenadas locales (convectivas) usando la misma interpolacion que para la geometria de la ldmina.
El objetivo es tener elementos sencillos y eficientes para el tratamiento de laminados con grandes despla-
zamientos y rotaciones, en régimen de pequefias deformaciones inicialmente eldsticas. Se presentan los
aspectos generales de la implementacion y en particular la técnica de deformaciones naturales impuestas
para evitar el bloqueo por corte transversal. Se presentan varios ejemplos que permiten comparar por
un lado con soluciones analiticas (lineales) de equilibrio y frecuencias naturales en placas, y por otro
observar el comportamiento no-lineal con grandes desplazamientos y cargas de pandeo en ldminas de
doble curvatura. En estos dltimos casos se compara con soluciones numéricas obtenidas con elementos
de sélido. Los resultados obtenidos muestran muy buena correlacién con las referencias utilizadas.
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1. INTRODUCCION

Tanto la teoria cldsica de laminas delgadas (Love-Kirchhoff (1850)) como la teoria con de-
formaciones transversales de corte de primer orden (Mindlin-Reissner (1945), FSDT de su acré-
nimo en inglés) conducen a resultados razonablemente buenos al tratar materiales homogéneos.
Sin embargo, la hipdtesis bdsica que supone que fibras en la direccién normal a la ldmina se
mantendran rectas conduce a predicciones pobres al tratar materiales con alto grado de hetero-
geneidad en el espesor.

Se han propuesto teorias con interpolacion de los desplazamientos de mayor orden (ctbico o
superior) en el espesor de la ldmina a los fines de mejorar las predicciones (ver por ejemplo la
monografia Reddy (2004)) sin embargo su uso no se ha generalizado debido a que su capacidad
predictiva no es confiable.

Un analisis con elementos de s6lido tridimensional se impone como la técnica adecuada para
el tratamiento de materiales compuestos, pero esto se puede volver prohibitivamente costoso
debido a que la cantidad de capas del laminado puede ser mayor a 100. En tales casos es factible
agrupar dentro de un elemento a varias capas con las propiedades combinadas de las capas a
fines de mantener el nimero de grados de libertad del problema dentro de limites manejables
(Martinez et al. (2011)).

Una técnica mds precisa que las basadas en las teorfas de 1dminas son las aproximaciones por
capas, en las cuales el espesor del laminado se divide en un niimero de capas (que puede o no
coincidir con el nimero fisico de capas) suponiendo una variacién lineal de los desplazamientos
(en el plano de la capa) entre capas. Una resefia de las mismas puede verse en Reddy y Robbins
(1994). Esta aproximacion claramente adolece del mismo problema del andlisis con elementos
de solido tridimensionales.

Los modelos con elementos de s6lidos y las aproximaciones por capa muestran que el perfil
de los desplazamientos en el plano a lo largo de la normal al plano del laminado dista mucho
de poder ser aproximado por un polinomio de orden superior. Eso ha dado lugar a la aparicién
de aproximaciones zigzag, donde las funciones de interpolacién en el espesor son sélo C° con-
tinuas pero con forma de zigzag, es decir que la derivada primera (asociada con la deformacion
transversal de corte) es discontinua, lo cual naturalmente ocurre debido a los distintos médulos
de elasticidad transversal de cada capa, que pueden ser distintos en varios érdenes de magnitud.
En Carrera (2003) puede verse una resefia de estas teorias. Recientemente se ha presentado una
version refinada de esta propuesta (Tessler et al. (2010)), en la cual partiendo de la FSDT (5
Grados de libertad), se agregan s6lo dos grados de libertad, que representan las amplitudes de
desplazamientos jerarquicos sobre la hipétesis de desplazamientos lineales en el espesor. Esta
teorfa conduce a tensiones de corte transversales constantes en cada laminado (y por lo tanto
discontinuas) pero permite tratar condiciones de contorno empotrado que era una limitacién que
presentaban las primeras teorias de zigzag.

Estas teorias refinadas de zigzag (ZZRT de su acrénimo en inglés) se han implementado
en elementos viga 2D (Gherlone et al. (2011); Ofate et al. (2012)) y en elementos de placa
plana (Tessler et al. (2010); Eijo et al. (2013); Iurlaro et al. (2013)) donde se muestra una muy
buena aproximacién al campo de desplazamientos en el espesor del laminado. Por otro lado las
tensiones de corte obtenidas directamente usando la relacién constitutiva y las deformaciones
de corte en cada punto del espesor muestran una pobre aproximacion. Una precisa recuperacion
de las tensiones de corte requiere de la integracion en el espesor del laminado de las ecuaciones
de equilibrio en el plano de la 1dmina, para lo cual hay que evaluar las derivadas de las tensiones
entre elementos finitos.
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No existe en conocimiento del autor la utilizacion de la ZZRT en laminas de doble curva-
tura. Por otro lado, los modelos geométricamente no lineales se remiten a la utilizacién de la
cinemadtica de von-Karman para placas a los fines de evaluar cargas de pandeo.

En el presente trabajo se muestra una posible implementacion de la ZZRT en elementos de
lamina basados en la teorfa de Simo (Simo y Fox (1989)). Los elementos considerados son un
cuadrilétero bilineal de 4 nudos y un tridngulo lineal de 6 nudos, este ultimo con interpolacion
no conforme del campo director (Flores et al. (1995)). El objetivo del presente trabajo se limita
a pequeiias deformaciones eldsticas y grandes desplazamientos y rotaciones.

En la siguiente seccién se resume la formulacién bdsica de la teoria de ldminas propuesta
por Simo (FSDT). A continuacién se introducen los campos de desplazamientos adicionales
(ZZRT) y se explica una forma posible de obtener su interpolacion en el espesor. Luego se eva-
ldan las matrices de elasticidad resultantes para las nuevas medidas de tensién y deformacion
generalizadas. En la seccién 6 se resumen los elementos de ldminas utilizados y las modifica-
ciones necesarias para introducir la ZZRT en tanto que en la Seccién 7 se explica el tratamiento
del corte transversal para evitar el bloqueo. En la Seccién 8 se presentan varios ejemplos mos-
trando la buena correlacion con los resultados tedricos y comparaciones con modelos de s6lidos
3D y finalmente se resumen algunas conclusiones.

2. GEOMETRIA Y CINEMATICA BASICA

Para un planteo en grandes desplazamientos y rotaciones y pequefias deformaciones compa-
tibles con un laminado en régimen elastico, partimos de la aproximacién propuesta por Simo
y Fox (1989) donde la configuracion de la ldmina estd definida por la posicion de la superficie
media ¢ y el campo director t (pseudo normal). Las posiciones de un punto cualquiera antes y
después de la deformacion se escriben

X(l’,y,Z) = 900<l’,y)+2t0($,y) (1)
X(z,y,2) = @(x,y)+2t(z,y) (2)
A(z,y) = [t1 ty t3] 3)

donde (z, y, z) son las coordenadas es un sistema local convectivo adecuadamente elegido con z
en la direccion del director y (x, y) asociadas a dos direcciones ortogonales en el plano tangente
a la superficie media, el director t es la tercera componente (t3) del sistema local A y se ha
supuesto que para pequeiias deformaciones el espesor no cambia durante la deformacion.

Las medidas de deformacion de interés resultan de evaluar el gradiente de la deformacion
referido al sistema convectivo

0x
F = X = [gox + zty, p, + 2ty, t] 4)
con el cual el tensor derecho de Cauchy-Green resulta
C = F'F
= Soysax (py'<py Soyt +Z tyﬂax ty'SOy 0
t-p, top, 1 0 0 0
ty -ty ty-t, O
+ 2| tyte t,ot, O (5)
0 0 0

donde habitualmente se desprecian los términos asociados con z2. Luego pueden distinguirse
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= FEl tensor métrico de la superficie media

Ay Pr Pz
ayy = Soy ' Soy (6)
2a:py 29093 " Py

de donde se obtiene el tensor de Green-Lagrange de la superficie media

E:vx 1 Qry — 1
Ey | =5 | aw—1|=Eu )
2E,, 20y

= el pseudo-tensor de curvatura

Ryy | = B ty -, (8)
2K gy ty o, +t, @,

que permite evaluar cambios de curvatura respecto a la configuracion original

0

Xzzx Rax Keg

Xy | = | Ky | — ngé, =X 9)

2Xzy 2Ky 2"’%3/

» ]as deformaciones de corte transversal
o | _ | &P (10)
(zy t-p,
t- _ tO . A0 0
Vyz t- Py — t- Py Qzy Ay

Estas deformaciones generalizadas permiten obtener el tensor de deformaciones para cada punto
en el espesor.

3. CAMPO ADICIONAL DE DESPLAZAMIENTOS

Para poder considerar la utilizacion de la ZZRT es necesario separar desplazamientos en la
direccidn del director y desplazamientos en el plano tangente a la ldmina. Por otro lado estos
nuevos desplazamientos son adicionales sobre la geometria basica (grados de libertad jerarqui-
cos). Las funciones zigzag se introducen en el sistema convectivo de coordenadas locales con
componentes en el plano tangente de la ldmina (direcciones (x,y))

{um” - [%(2) ¢y<z>Hm a2
u(z,y,2) = ¢(2)¢(r,y) (13)

donde 1) es la amplitud del desplazamiento jerdrquico en tanto que las funciones de interpola-
cidn jerdrquica en el espesor ¢; (z) (funcién zigzag) se anulan en las superficies externas

qb(:l:g) =0 (14)
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y sus derivadas en la direccion transversal (z), que se suponen constantes en cada capa,

R I
B = Sk k1 Bk (15)

> BF =0 (16)

dependen exclusivamente de las propiedades del laminado.

Debido a que se trabaja con pequefias deformaciones es posible utilizar directamente los
resultados de la ZZRT (Tessler et al. (2010)) para aumentar las deformaciones en el plano en
cada capa k del laminado de la forma:

E' = E, +2x+®"Vy (17)
Em

= [1:1®"]| x | =Sle (18)
Vi

donde se han definido dos matrices que incluyen a las funciones de forma ¢ y al gradiente de
las amplitudes

(bk ,lva’x
P — ¢l§ Vi = wy/y (19)

k k wx’y

y se han agrupado las distintas contribuciones a las deformaciones en el plano de la Idmina en

el arreglo g,,.
En tanto que las deformaciones de corte transversal resultan de la suma

{v’;z} _ [VIZ}JF{BL“%}
Ty Yy B,
— [1,,8" Y }
6| ]
v = Sfe, (20)
donde 1, es la matriz identidad de orden 2, se ha definido la matriz
k
k 5
= v 21
=" ] .
y se han agrupado las medidas de deformacién transversal (7 y ¥) en &;.

4. DETERMINACION DE LAS FUNCIONES ZIGZAG

La ZZRT (Tessler et al. (2010)) nos indica el camino para obtener las funciones ¢. Notar
primero que por las propiedades de las funciones ¢ (ec. 14)

/%‘z (2)dz = /(%z + Bihi) dz = vih (22)
h h

Las tensiones, separando componentes en el plano de la ldmina y corte transversal, en cada
capa son
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k
O-CECC
ok = a;lzy = DIE* =D!Sle, (23)
T,
xy
k Ty ka k kgk
Th=| ¥ | = Div" =D/Se (24)
yz

donde las matrices de elasticidad de cada capa D’; y D¥ son en general llenas. En particular las
deformaciones de corte transversal se pueden escribir

VE o= i+ B = (v — )+ (1+ BF) v
= i+ (14 8F) i (25)

Reemplazando en las tensiones de corte transversal (24) y reagrupando
[Tﬁz] _ {G’éw Giy] [nx+§1+ﬁ£%wx]
Ty Gh, Gy | [ m+ (1+8)) ¢y
Gr. G* Hn ] {G’f (1+p8F) G* (1+6’“)]{w }
_ xT Ty L xx z Y Y z (26)
{G’éy Gy 1 Ly Gy (L+682) Gy (L+5) | L%y

Si al término diagonal que multiplica a cada 1); se lo hace constante a través del espesor

Gk (1 + Bf) = (G; = cte. (27)
permite obtener una posible distribucién de los 3 en el espesor
G
B =r 1 (28)

en tanto que la condicién

N N G
/@-dz = Zﬂfhk—Z(G;—1>h’f
h
Nk N
= GiZT—thZO (29)

permite obtener cada G; de la forma

dz h
G = h — — (30)
GF k=1 GF
luego
G, G
Gy, (1+58;) = G, (Gk > =G, (G—,j’> 31
G Gh,
Gr, (L+8)) = G, (G—ky) =G, (GZ ) (32)
vy vy

Lo anterior permite obtener entonces una posible variacion de las funciones zigzag en el
espesor del laminado. La variable 17 no se utiliza en lo sucesivo y las tensiones de corte se
calculan usando (24) y los esfuerzos de corte se obtienen integrando en el espesor.
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5. MATRICES DE ELASTICIDAD EQUIVALENTE Y MEDIDAS DE TENSION

Asociadas con las deformaciones jerdrquicas aparecen nuevas medidas de tension. Para un
material eldstico lineal la energia interna de deformacion resulta de integrar en la seccion:

1
W = 5/(Ek-ak—|—'yk-‘rk)dz (33)
h
1
= 3 /h (e,S]D;S,e, + €/ S{ D}Se4) dz
1 Ls 1
= —/ el | 215 | D* [13,213,<I'k] 5p+€tT i Df [IQ,ﬁk} g | dz
2 h p @k p I8

donde se ha escrito la energia como una forma cuadrética de las deformaciones generalizadas
definidas en (17) y (20) a los fines de encontrar esfuerzos generalizados conjugados. Definiendo
para el comportamiento en el plano de la ldmina

(Dp)ioxio = /h _2113 (D];):sx:s [13’Z13’q)k]3x10 dz (34)
- P 10x3
Dy Djz Dyt D)z (Dr)ses (D)5
N / D];Z2 DI‘;(I)kZ dz = (DI2’2)3x3 120 3x4
" | sim (®")" Do sim (D),

donde D,', D}* y D2? son los términos estindar que aparecen al tratar laminados usando la
teoria de ldminas delgadas. En tanto que para las componentes transversales de corte

1
O = [ 5] Ous,

_ /[Pt Dig 7, DN D
N /h[sim BFDF 3" =1 Gm D (35)

Donde aparece un término estandar de la teoria de ldminas de ler orden (FSDT)
D' = / DFdz (36)
h

mientras que en la contradiagonal:

Gk Gk GG;: —1
D{? = / D;B"dz = / { i iy] - G, dz 37)
¢ no nl Goy Gy Gt 1
y finalmente
Gy _ 1 Gk Gk’ Go 1
D = /ﬁkDfﬂkdz:/ [ Cee Gy {Gim Giy] s G, 4 | dz
h h Gk, zy vy Gk,
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Luego la expresion de la energia interna de deformacion se puede escribir
1
W=3 (e]Dye, + &/ Dyey) (39)

lo cual permite definir esfuerzos generalizados integrados en la seccion

R I R RS L el B

O1ux1 = Diaxi4€14x1 (41)

Las integrales en el espesor resultan (Ilamando z; = % (zg41 + 21)y ®, = % (Pry1 + Pp)):
NL NL NL
D' =) Dih, D?=> Dilz D =) Didy (42)

2

NL i NL 52
22 __ k 52 k 23 _ k H. = kEk
D2 = ; D!y, <zk + E) D2 = ;Dphk lcpkz +08 E]

NL
T T h?
DF = Yo |(@) Dia + (5 Dis L] @)
k=1
NL NL NL .
D' =) Dfh D =) Dinp* DP=> (8") Dimps" (44)
k=1 k=1 k=1
Las medidas de tensién resultantes son entonces:
o,| _[D, O £
MERFE A “
N <D1}’1)3><3 (DZZ)SXS <D1;9§)3><4 Em
M ' (D )3><3 (D1§3)3x4 0 X
M, = sim (Dp ) e Vi
Q 0 D/! D}? v
Qs i sim D37 Y
Puede facilmente demostrarse que :
N = /DpEdz = /Updz (46)
h h
M = /szEdz = /zapdz @7
h h
Q = [Dity+py)a: = [ ra: (48)
h h

es decir que representan lo que habitualmente se entiende por esfuerzos membranales, flexio-
nales y de corte. En tanto que aparecen dos nuevas medidas de tension

M, = D,'E,+D)’x + D)’V = / ®"o,dz (49)
h

Qi = Diy+DPy = [ plra: (50
h

asociadas con los gradientes de la funcién 1) en el plano de la ldmina y en la direccion transver-
sal respectivamente.
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6. ELEMENTOS DE LAMINA
6.1. Configuracion y sistemas locales

La configuracién del elemento queda definida por la posicién de la superficie media ¢ res-
pecto al sistema global, la direccién del director t y el campo de desplazamientos adicionales
1. En una configuracién cualquiera resulta de interpolar a partir de los valores nodales

NN

¢ = Y N (51)

I=1

NN
_ 141
t = E Nt (52)
=1

NN
¢y = Y Ngf (53)
I=1

ademads el director t forma parte de la terna local cuyos otros dos ejes no necesariamente son
parte del plano tangente a la superficie media.

A=t to t3] (54)

En el plano tangente a la superficie media, en la configuracién original (subindice 0) se define en
cada punto de integracién un sistema local [cpw, cpy} , - En forma similar se requiere determinar

. I . .
un sistema local en cada nudo del elemento [cpx, cpy} , que pueda relacionarse con el sistema

local [tq, tg]é, primero mediante un dngulo /3 entre t3 y la normal al plano tangente ¢, X ¢,y
segundo mediante el 4ngulo « (rotacién alrededor de t3 del sistema local para llevarlo al nodal)
entre ¢,, ¢, y t1, ta que luego permita transformar las contribuciones a los grados de libertad
1) en el sistema correspondiente al nudo. Entonces los grados de libertad nodales jerarquicos se
relacionan en cada nudo /

[wx]l _ [ oS (v sina]l{wl]j 55)

Wy —sina  cosa Yo
¥ = Riyg (56)

lo cual debe considerarse al evaluar las contribuciones a las ecuaciones de equilibrio y a la
matriz de rigidez.

Los elementos considerados en este trabajo son un cuadrildtero de cuatro nudos con inter-
polacién bilineal estdndar (QL) y un tridngulo de 6 nudos (TLLL) donde la geometria de la
superficie media ¢ se describe en forma lineal usando los vértices del tridngulo, en tanto que
los sistemas locales A se describen en forma “no conforme” a partir de nudos a la mitad de cada
lado. Para los desplazamientos adicionales 1/ se utiliza la misma aproximacién (conforme) que
para la geometria de la superficie media.

6.2. Deformaciones
A partir de la nueva variable 1) que proviene de la interpolacién nodal

Nl NNN
N1 NANN

(11
|

(57)

2X2NN
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(11

P = Ey° (58)

donde )¢ incluye las variables nodales asociadas con el elemento, hay dos nuevas medidas de
deformacion a incluir y sus correspondientes matrices tangentes:

= El gradiente de v en el plano que se escribe como un arreglo de cuatro componentes

Uy N! .. NNN
, N NN |
zy/y = Nl Y NNN Y 1»0 (59)
ry Yy )
7by’ac N:% NQZ:VN
Vi = Byyp© (60)

» [.a derivada en la direccidn transversal

Yo | _ Bata
{ Ty ] B [ Bytby } b

Luego la variacion de las medidas de deformacion se escribe (la forma de las matrices B,,,, By,
y B, pueden verse en los trabajos originales: Simo et al. (1990); Flores et al. (1995))

E,, B,,
X B, B} ju
5| v | = By, | | 0T (62)
v B, B: 59
,l/) BsqS

alli se define a la variacion de los sistemas locales A en funcién de las componentes en el plano
tangente 0'T5,; del vector rotacién (la componente en la direccién normal no interviene), en
tanto que los dusx; son la variacion de los desplazamientos de la superficie media .

Las fuerzas nodales equivalentes resultan de integrar en el elemento

T

B, N
sul’ B! B? M
5T / B, M, | dA (63)
oy 4| By B} Q
B Qs

esta integracion se realiza en forma numérica con NG puntos . Las contribuciones se dividen
en dos partes

1. la correspondiente a esfuerzos membranales y momentos (el subindice GG indica valuado
en el punto de integracion, w¢ es el peso correspondiente y .J es el determinante jacobiano
de la aproximacion isoparamétrica de la superficie media)

sul’ ~e [ B, T' N
0T | > | B B} M Jowg (64)
5?,/) G=1 Bb¢ a M¢ G
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2. la correspondiente a los esfuerzos transversales de corte que se tratan usando una aproxi-
macion en deformaciones impuestas como se indica abajo

sul’ N ¢ o L B2 T
0T |: BS BS = :| |: Q :| JGwG (65)
P | c=1 Bss Qs

donde las matrices B, y BS¢ se obtienen por interpolacion de las matrices evaluadas en
los puntos de muestreo (dependiendo del elemento).

7. APROXIMACION A LAS DEFORMACIONES DE CORTE

En la version original de los elementos, para las deformaciones transversales de corte se han
usado matrices sustitutas (B,) provenientes de aproximaciones en deformaciones impuestas
(ANS de su acrénimo en inglés). En la misma direccion es posible definir una aproximacion
similar para B,4 suponiendo la misma interpolacién que para las deformaciones de corte en
coordenadas naturales. Veamos los detalles para los distintos elementos.

7.1. Cuadrilatero de cuatro nudos QL

Para el cuadrildtero de cuatro nudos la funcién 1) se interpola a partir de cuatro puntos de
muestreo a la mitad de cada lado

A
b
o[l _1[ 0 1-n 0 14n]|wd|_ :
T’b_[@/)i}_i[l—g 0 1+& 0 ¢ic =P (&n) (66)
Ve

donde los valores de la funcién 1) en el sistema cartesiano convectivo en los puntos de muestreo
resultan

¢A 1 1 ¢1
B 1 2
e l=31" 11 s (67)
wD 1 1 ¢4

Las componentes covariantes de la funcién ) respecto al sistema natural (§,n) resultan de pro-
yectar en las direcciones ¢, y ¢, . Recordemos que restringidas a las componentes en el plano
tangente de la 1amina

< . n.
Oty Pt 68)

-7 _
[905’9077] =J [90&79077] = [‘PS"Pn] =J" = goé-ty @’ t,

En los puntos de muestreo se utilizan sélo las componentes tangentes al contorno

A s - (e2) () 77 %

v | el | L] (ed) () ¥’
o= | ot | = o s | ©
) b ¥ |2 () () Y

ve e (e2)" (e2)" I LY

¥ = Tit’ (70)
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luego llevando a (66) B

Y =P(n) Ty° (71)
lo que permite reconstruir el vector

P = Vet + V" (72)

que se utiliza en los puntos de integracion donde se recuperan las componentes cartesianas

[¢ﬂcz watfw}1¢ﬂe

Yy t, -t by, " Uy
= J5" P(é.ne) Ty (73)
Las fuerzas nodales equivalentes asociadas resultan de realizar directamente la integral
[ Bl Qi = 17 [ P (cne) 35 Q, (74
ey Pe 0 1-¢
1 ol Py = | 1-n 0 =T J
" i Ao | Ll 0 aeg | Jo Qo
A o) G=1
#n Pe Jsxa 147 0

donde es posible definir

0 1-¢&
135 1- n 0 -1
w=52| o 14¢|Yd QJove (75)
1+n 0
entonces
[ BL Qo aa =17 (@), (76)

7.2. Triangulo de seis nudos TLLL

Para el tridngulo de seis nudos con aproximaciones lineales para la geometria y el campo
director la funcién 1) se re-interpola a partir de tres puntos de muestreo (a la mitad de cada lado).
Por otro lado la evaluacién de las tensiones (las de corte incluidas) se realiza habitualmente
s6lo en el centro del elemento. Para evitar un elemento excesivamente flexible debido a la
subintegracion, que conduce a la aparicion de un modo espurio de corte, es conveniente utilizar
algun tipo de estabilizacién. Por ello resulta conveniente escribir paralelamente:

. % -n - 1-n \/%5;1 -
T = _,%7]:[ ¢ £-1 ¢ :| _,.an :A(faﬁ)’)’ (77)

V2

A I B -n 1—n e ~
v o= _wn}_{é €1 ¢ } wién =A(n) ¢ (78)

que en este caso las 4 son los valores de la funcién en la direccién tangente en los nudos
medios. Las componentes covariantes de la funcién 1) respecto al sistema natural (§,7) resultan
de proyectar en las direcciones ¢, y @,
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Luego
o I I N B G
I - (—¢)) =] —eyt
756 | I (SO?)T | tﬁ (Pg . t6
V2! (Vael) R R
v | = (~¢})" Wy | =3
6 6 T ,lpl +¢2 2
Ve L (0¢)" |

789

of- (P! +9?)

con la diferencia que en el primer caso los productos escalares son en el espacio 3D y ambos
vectores van cambiando durante el proceso de deformacion, en tanto que en el segundo caso es
en el espacio 2D tangente a la ldmina y los vectores tangentes al lado son inmutables debido a
la naturaleza de la aproximacién. En cada punto de interés la interpolacion permite reconstruir

los vectores

'7&905 + "

VP 156906 + QZT]QOn

(81)
(82)

que se utiliza en los puntos de integracién donde se recuperan las componentes cartesianas

1G r _ 171G _

Yy | L t, -y t, ‘Pf ty - " Tn
= J T A(&ane) A

_G - — G —

wy_ _ty”(b ty‘Q0§ ty - " (o

I T A (q,ne) b

7.2.1. Fuerzas nodales equivalentes debidas al corte

Las fuerzas nodales asociadas al corte estdndar resultan de la integral

r:/A[BS};Fm { @ } dAz/A [BSEXH)ATJ‘IQdA

Q2
o] SIEHIE

[ ], o
_[5]

-n £
=N
donde las fuerzas generalizadas se corte Q se definen como:
_ -n £
Qsx1 = / -n §-1 [
All=-n ¢
= / ATI1QdA
A

L L

3x15

J as

T

3x15

@
Q2

L} L3,

I

J as
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en el caso elastico lineal es la suma de

QG - |
@G - |

con

f)ij _ J—l[‘)ijJ—T _ [ L,21 L§1 ] [

Integrando explicitamente en el drea

A

Q3><1 = E

_ 11
*Dt

En tanto que las fuerzas equivalentes asociadas con Q, resultan en forma similar

|

11

12

F.G. FLORES
—n 3 ] _
_ _ _ 1 —
l—n & -
—n 3 ] _
_ _ _ 1 —
l—n & -
hoL Dj, D, ] { Ly L%
Li, Ly Dy, Dp Ly Ly
a+b—c a—-b+c —-a+b+c
a+3b+3¢c —a—b-—3c
sim. 3a+ b+ 3c
a+b—c a—-b+c —a+b+c
a+3b+3¢c —a—b-—3c
sim. 3a+b+ 3¢
V2yh [ V2
Ve Pg

Ty = /A [B@Ew { gz;

.k -8 Ly L2
- [B¢S]3 6/ - -1 [ L31 L32 1 [ g¢1 } dA
x6JA 1 — n 5 1 2 2
B, Q
a |: ¢S]3><6 Q¢
donde las fuerzas generalizadas se corte Q, se definen como:
- § 2 2
_ L7, L;
Q¢3xl=/ - £-1 [L; L] {gﬂm
Al 1= n 3 1 2 $2
= / ATJ'Qy4dA
A
en el caso elastico lineal es la suma de
[ - & ] : [ V2
— _ _ _ 1 _ t
Qg1753><1 = / -n §—1 Dgl 577 ¢ _771 ¢ 7 dA _'7’571
All=n & | - R
C T Ve
_ _ — — 1 —
Q353><1 = / -n 5 -1 D1522 577 5 _771 5 7 dA _¢2
All-n & | - R

dA

dA

V295 ]
7% i
V2]
_¢757

V¢

~ T T o1
]dA:/A[Bm]BXﬁA J1QudA

(87)

(88)

(89)

(90)

O

(92)

(93)

(94)
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Integrando explicitamente en el drea

A

Q3><1 - E

De esta forma la matriz de rigidez material asociada al corte resulta:

| (B.)
3x15
6X6

(B

a+b-—rc

stm.

a+b—c

sim.

V294
Ve

3x6

a—b+c
a-+3b+ 3¢

a—b+c
a+3b+ 3¢

—a+b+c 2

—a—b—3c
3a+b+ 3¢

—a+b+ec 22

—a—0b—3c
3a+b+ 3¢

V2U!

+ D2

_djg

V¢

T

by po
B» B

V2
7/6 ¢

V2! |

—1/175,
Vg

(B
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(95)

(96)

7.2.2. Estabilizacion del corte

En el caso de que se use un tnico punto de integracion en el centro del elemento resulta
necesario estabilizar el corte para evitar la apariciéon de modos espurios de deformacién sin
energia asociada. Para ello primero pueden escribirse las deformaciones naturales de corte como
la suma

V27

vel_[[-35 —3 2] [—77+l -+ 3 l—n]} iy
YRR (I S R PAr O >
= [Ac+ Apyly Hﬂ +H§1 97)
n 1o nly
4
NECEDRFEFIEI
Yy 3 T3 3 -3 &-3 §—3 wg”
:[AC—FAH]T#/:[Zg} +w’5} (98)
n l1c n1H

La primera componente corresponde a evaluar en el centro del elemento (subindice “C”) y la
segunda componente (subindice “H”), que se anula en el centro y varfa linealmente, puede
utilizarse para realizar la estabilizacidn requerida. Las fuerzas generalizadas se corte se dividen
similarmente

(99)
(100)

Q3><1

NC ~H
Q3><1 + Q3><1
Q¢3><1 =

c ~H
Quax1 T Quaxa
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con la componente evaluada en el centro

1 1
= 3 3 LY L} v _
2 1 ’ / Y C
3 3
-1 1 L L
_ 3 3 L. I} . B
Qipa=A| -5 =5 [ I L{} [gjy] = AALI Qe (102)
2 1 / ’ C
3 3

Las componentes de deformacion de corte v/, y ¥’ pueden utilizarse de diversas formas para
realizar la estabilizacidon. Dentro de un esquema de avance implicito en cada paso resulta:

V2]

-1 3 1 11
— 1= _ — _|_ = — + = = —
nglz/ -n &—1 [J'DMIT [ 577_ 1° 577_ 1’ g_?}dA _75)1
Al 1—-n ¢ 3 3 3 78
-n 3 B B 1 11 \/57%l ]
+ / —n £-1[JDEIT { RAFCICRC } dA | —yp
A 1 — n 5 3 3 3 wg
= / ATDM (A — Ap) dA~ + / ALD2 (A — Ap) dAY (103)
A A
Qi1 = / A"D* (A — Ap) dAY + / ALDZ (A — Ap) dA Y (104)
A A
Integrando explicitamente en el drea
111 V2 w1 1 17 [ Vo
- Ala+b+e)"! ¢ Afa+b+c ¢
Qi = ( B ) 111 - |+ ( 13 ) 111 —p®
1 11 756 11 1] ¢§
A ]
-5 [(a+b+c)” (\/57;*—7%73) +(a+b+te) (\/§¢3_¢2+¢§) 1
1
©(105)
_ A [ 1]
Q.1 = 5 [(a +b+c)"? (x/ﬁvf — 7+ fyg) +(a4+b+c)* (x/ﬁw;‘ — iy + wg)] 1
1
(106)
con lo cual . R i
D D v
[ Qéixxll ] - [ DHI2 pDH22 ] [ P | (107)
donde )
B ij 1 11
DHl-j:A(a%—b%—c) 11 (108)
18 .
sim. I
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De esta forma la matriz de rigidez asociada a la estabilizacion del corte resulta:

~ T ~
5, D1 L (5,
N GO A .

(B | LD P B,

3x6 6

En tanto que la matriz de rigidez correspondiente a utilizar un punto de integracién es:

~ T _
") s oen ) [ (B)
K = ( 3x15 [ I}g; I}tg; 1 3x15
3x6 3%6
(110)
con

~ O | a+b—2c a—2b+c —2a+b+c i

DSCZJ =DY — DV = N a+4b+4c —2a — 2b— 5c (111)

4a + b+ 4c

8. EJEMPLOS

En los presentes ejemplos se intenta mostrar que los resultados en modelos de placas coinci-
den o convergen a los resultados publicados en la literatura para la ZZRT. Es decir el objetivo es
validar el modelo de elementos finitos. No es el objetivo de la presente seccién (ni del trabajo)
evaluar la ZZRT lo cual ya ha sido hecho por otros autores, que han comparado la variacién de
desplazamientos y tensiones en el espesor del laminado. Sin embargo cuando se tratan ldminas
curvas en régimen no lineal resulta necesario comparar con modelos numéricos confeccionados
con elementos de sélido. En este caso nuevamente se intenta mostrar que los resultados son glo-
balmente similares con ambos modelos lo cual aporta significativamente a la evaluacién de la
ZZRT pero no se comparan aqui detalladamente ni desplazamientos, ni tensiones en el espesor
del laminado.

Los materiales involucrados en los ejemplos utilizados tienen las propiedades (E; y G
en GPa y la densidad (p) estd expresada en Kg/m?) indicadas en la Tabla 1, que incluye dos
materiales mds rigidos (1 y 4) usados en capas externas del laminado y tres materiales (2,3 y
5) usados en el interior (niicleo) del laminado. Los tres laminados considerados son simétricos
respecto a la superficie media, de 5 capas y se definen en la Tabla 2 donde “orient.” indica el
angulo en grados que forma el eje principal de ortotropia 1 del material con la direccién z. Los
espesores de cada capa se expresan en porcentaje del espesor total del laminado

| Mat | Ey| E| Es| vip]| nz| ms| Gu| Gis| Gu| p]
1 50 10 10 | 0,05 | 0,05 | 0,25 ) 5 5 | 1000
2 10=° | 107° | 0,07585 | 0,01 | 0,01 | 0,01 | 0,0225 | 0,0225 | 0,0225 | 1000
3 0,01 | 0,01 |0,07585 | 0,01 | 0,01 | 0,01 | 0,0225 | 0,0225 | 0,0225 | 1000
4 131 | 10,34 10,34 | 0,22 1 0,22 | 0,49 | 6,895 | 6,205 | 6,895 | 1627
5 | 0,00689 0,00 97

Tabla 1: Propiedades de los materiales involucrados (£ y G ; en GPa)
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Mat | Espesor | Orient. Mat | Espesor | Orient. Mat | Espesor | Orient.
1 5 0 1 5 0 4 | 4.1667 0
1 5 90 1 5 90 4 | 4.1666 90
2 80 0 3 80 0 5 | 83.334 0
1 5 90 1 5 90 4 | 4.1666 90
1 5 0 1 5 0 4 | 4.1667 0
(1 2) 3)

Tabla 2: Distribucion de los materiales en los laminados.

8.1. Placa cuadrada simplemente apoyada con carga sinusoidal

Este ejemplo fue tomado de Iurlaro et al. (2013), la seccién estd definida por el laminado 1
con un espesor total £ = 0,5m. La placa es cuadrada de lado ¢ = 10m (la relacion de aspecto
es a/h = 20) y se encuentra simplemente apoyada en todo el contorno. La carga aplicada es de
variacion sinusoidal en ambas direcciones (mdxima en el centro y se anula en el contorno) con
amplitud gy = 1KPa.

Debido a la simetria se modela un cuarto de la placa cuyo centro coincide con el origen de
coordenadas. Las condiciones de borde que se imponen son (tipo “hard”):

| Borde | w [ v | w |6, |0, ] | 0]

z=0 |00 0,0 | 0,0
y=0 0,0 0,0 0,0
z=a/2 00000000 0,0
y=a/2]0,0]00]00 0,0 | 0,0

La malla es estructurada, con paso de malla uniforme igual en ambos sentidos A = (0,15625m,
que implica 33 nudos por lado, un total de 1089 nudos y 1024 elementos cuadrildteros de 4 nu-
dos (QL) o 512 elementos triangulares de 6 nudos (TLLL).

El desplazamiento vertical del centro de la placa indicado en la referencia es

D
w (0,0) = 0,1118 x —¢y = 0,6742mm
a

Con el elemento QL (7232 GdL) se obtiene 0,6740(99,96 %) y con el elemento TLLL (2848
GdL) se obtiene 0,6752(100,14 %) que es ligeramente mayor que el valor de referencia, lo cual
estd asociado a que las rotaciones son no-conformes. Notar que el modelo con elementos QL
tiene 2.5 veces el numero de GdL que con elemento TLLL. Por otro lado los estados tensionales
en los puntos de integracion resultan mucho mas suaves usando el elemento cuadrildtero por lo
cual estos son en general preferibles si es posible usar mallas estructuradas. Si se considera
la teoria de primer orden (FSDT), el valor tedrico del desplazamiento vertical del centro de la
placa es 0,2472 y los obtenidos por elementos finitos son respectivamente 0,2469(99,86 %) y
0,2483(100,41 %), ligeramente por debajo y por encima del valor de referencia. En la Figura 1 se
muestra con caracter ilustrativo la amplitud del desplazamiento adicional para los dos elementos
considerados

8.2. Placa empotrada bajo carga uniforme

Para la misma geometria y una carga uniforme ¢ = 1K Pa se consider6 el borde empotrado

y se obtuvo para el modelo con elementos QL un desplazamiento maximo de w?L, = 0,6916
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(a)

0.00

(b)

795

Figura 1: Amplitud de los desplazamiento adicional en la direccién x. (a) usando QL (b) usando TLLL

| \ Ref. \ oL \ TLLL |
Modo | a/t =10 | a/t = 100 | a/t = 10 | a/t = 100 | a/t = 10 | a/t = 100
(1,1) | 1,852 11,95 1,851 11,95 1,850 11,92
(1,3) 5,241 36,17 5,324 37,30 5,143 37,02
3,3) 7,704 49,80 7,679 49,68 7,733 49,48

Tabla 3: Frecuencias naturales de placas simplemente apoyadas.

y con elementos TLLL wlEll = (0,6985. En este caso se compar6 con un modelo de elemen-

tos de sélidos estandar de 20 nudos y una malla de 16 x 16 x 9 (un elemento por capa en las
capas externas y 5 elementos en el nucleo). Para este ultimo modelo el desplazamiento resulté
w9 = (6936 (promedio entre superficies inferior y superior) que muestra una muy buena

correlacion entre los modelos de 1dmina y sélido. Por otro lado usando la FSDT el desplaza-

miento del centro es apenas w507 = 0,1134.

8.3. Vibracion de una placa cuadrada

A los fines de comparar con resultados existentes en la literatura (Iurlaro et al. (2013)) se
han evaluado frecuencias naturales de una placa cuadrada simplemente apoyada. La seccién
utilizada es la del laminado 3 y se han considerado dos relaciones de aspecto a/t = 10y
a/t = 100. Se us6 la misma discretizacion del primer ejemplo (con condiciones de simetria)
por lo cual sélo es posible evaluar modos simétricos. En la tabla 3 se muestran las frecuencias
adimensionales evaluadas con los dos elementos presentados y los reportados en la literatura.
El modo indica el nimero de semi-ondas en cada direccién y se ha considerado una matriz de
masa diagonalizada. Puede observarse una muy buena correlacion entre ellas.

Por otro lado, la misma placa del primer ejemplo, simplemente apoyada bajo carga sinusoidal
en ambas direcciones del plano, es analizada suponiendo que la carga se aplica temporalmente
segtin una funcién escalén (Heaviside). La integracién temporal se realiza usando el algoritmo
de Newmark para el caso implicito y diferencias centrales dentro de un esquema explicito. Para
la misma discretizacion usada antes, utilizando la matriz de rigidez en la configuracion original
y una matriz de masa diagonalizada, a partir de un andlisis lineal de autovalores, se obtiene para

el periodo fundamental T35 = 0,1154 y T} = 0,1156. En la Figura 2 se muestra el des-
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Figura 2: Placa cuadrada simplemente apoyada bajo carga senoidal. Comportamiento dindmico

plazamiento vertical del centro de la placa en funcion del tiempo. En esa figura se han incluido
8 curvas, cuatro corresponden a la FSDT (las de menor desplazamiento) y cuatro a la ZZRT. Las
cuatro curvas corresponden a usar los modelos con cuadrilateros (Q) o tridngulos (T) usando
alternativamente los esquemas de integracion implicitos (Imp) y explicito (Exp). Los resultados
son casi idénticos cuando se considera la ZZRT. Las diferencias entre los modelos implicito y
explicito son insignificantes y pueden deberse a que la masa rotacional en el esquema explicito
ha sido modificada a los fines de hacer el tiempo critico independiente del espesor de la Idmina.
Observando los resultados obtenidos con el esquema explicito se observa que las amplitudes de
vibracién dan ligeramente por debajo del doble del desplazamiento correspondiente a la carga
estatica AQL = 17348 y ATLLL = 1,350

8.4. Sector esférico con cargas lineales

Para realizar comparaciones en ldminas con doble curvatura y en el rango no lineal se ha
utilizado un sector esférico como se indica en la Figura 3 con un radio R = 10m y un dngulo
de o = 30°. Las cargas aplicadas son cargas de lineas normales a la superficie y uniformes,
salientes sobre los meridianos A-A (+x) y C-C (—z) y entrantes sobre los meridianos B-B
(=y) y D-D (+).

La secciodn utilizada es la 2 cuya diferencia con la 1 es que el material del nicleo es mucho
mads rigido en en plano de la ldmina para evitar su colapso temprano. En este caso el espesor total
es t = 0,2m. La carga de linea de referencia g, tiene un valor IMN/m. La malla utilizada cubre
un cuarto de la geometria con 40 divisiones en la direccion del paralelo y 14 en el meridiano,
un total de 615 nudos y 520 elementos cuadrilateros o 260 elementos triangulares. A los efectos
de comparar, se ha utilizado un modelo de s6lidos de 8 nudos (Flores y Ofiate (2011)) con la
misma discretizacion de la superficie media y con 6 capas en el espesor. Este elemento de sélido
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B

Figura 3: Sector esférico con cargas lineales

utiliza una aproximacion en deformaciones impuestas para las deformaciones transversales de
corte, de tal forma que el elemento sea adecuado para modelar ldminas con elementos de alta
relacion de aspecto entre sus dimensiones en el plano de la ldmina y su dimension en el espesor
de la ldmina.

El andlisis realizado es no-lineal geométrico y lineal material. El desplazamiento entrante
maximo impuesto es de 3m (30 % del radio). En la Figura 4 se ha graficado los desplazamientos
entrantes (mayores) y salientes (menores) de los puntos sobre el borde libre inferior del sector.
Se incluyen los resultados obtenidos con el elemento cuadrilatero (QL), el tridngulo (TLLL) y
la aproximacién con elementos de sélido (SOLAG). Puede observarse una excelente correlacion
entre los resultados obtenidos con elementos de l1dmina y s6lido. El elemento triangular resulta
en este caso ligeramente mads rigido debido que el comportamiento membranal es mds pobre y
que la cantidad de grados involucrados es menor. Se ha incluido también los resultados obte-
nidos usando la FSDT con coeficientes de corte estdndar k, = k, = %, puede verse que dicha
solucién es mas rigida.

8.5. Pandeo de un cilindro

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un cilindro bi-empotrado sometido alter-
nativamente a cargas axiales y presion exterior. El radio del cilindro es 10 y el largo total 20 en
tanto que el espesor es t = 0,25 con una seccion definida por el laminado 2, donde la direccion
principal del laminado es la direccion tangente al paralelo. Se ha modelado s6lo un octavo del
cilindro (1 cuadrante y la mitad de la longitud) imponiendo condiciones de simetria en 3 de sus
borde y de empotramiento en el restante. Esto restringe arbitrariamente los modos de bifurca-
cién a dichas simetrias pero alivia sustancialmente el modelo numérico de elementos de sélido
usado como comparacion. La discretizacion con elementos QL incluye 2623 nudos y 2520 ele-
mentos que resultan de una malla estructurada con 60 divisiones en el cuadrante considerado y
42 divisiones a lo largo de la mitad del cilindro. Nuevamente se ha recurrido a un modelo con
elementos de sélido para tener una solucién de comparacién. La malla en este caso incluye la
misma discretizacion en el plano de la ldmina y 7 elementos en el espesor.

Las cargas criticas que se obtienen son las indicadas en la tabla 4, puede verse una muy
buena correlacion entre el modelo de s6lidos y el de ldminas cuando se usa la ZZRT.
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Figura 4: Sector esférico con cargas lineales

| Modelo | Carga Axial [MN/m] | Presion Externa [MPa] |

Solidos 7,040 0,3888
ZZRT 7,093 0,3988
FSDT 20,529 0,6583

Tabla 4: Cargas criticas

Estas similitudes y diferencias entre cargas criticas tienen su correlacion con la forma de los
modos de pandeo. En la Figura 5 se muestran los modos de pandeo frente a carga axial. Alli
puede notarse que en el caso axial el modo de pandeo predicho por la FSDT es sustancialmente
diferente del que predice el modelo con elementos 3D, en tanto que si bien la ZZRT no indica el
mismo nimero de ondas (lo cual puede deberse a una insuficiente discretizacién del modelo de
solidos), el patrén es similar. Finalmente en la Figura 6 se muestran los modos de pandeo debido
a presion lateral, donde nuevamente puede apreciarse la similitud entre el modelo de s6lidos y
la ZZRT, en tanto que se aprecia la mayor rigidez que introduce la FSDT con un menor niimero
de ondas circunferenciales.

9. CONCLUSIONES

Se ha presentado una posible implementacion de la teoria refinada de zigzag (ZZRT) en dos
elementos de 1dmina basados en la teoria de laminas propuesta por Simo y colaboradores. Los
elementos son un cuadrilatero bilineal y un tridngulo de 6 nudos con interpolacion lineal para
la geometria de la superficie media e interpolacién lineal no conforme para el campo director.

Los aspectos principales en la implementacion son:

= Los desplazamientos adicionales son desplazamientos jerarquicos expresados en coorde-
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(a) (b) (c)
Figura 5: Modo de pandeo frente a carga axial (a) s6lidos; (b)ZZRT; (c)FSDT

nadas locales de un sistema convectivo sobre la superficie media de la ldmina

= Se restringe a modelos con pequefias deformaciones eldsticas por lo cual no se distingue
entre distintas medidas de deformacidn.

» Las deformaciones se evalian como la suma de las que provienen del cambio de configu-
racion de la superficie media y su campo director (FSDT) mas las que provienen de los
desplazamientos adicionales tal como surge de la ZZRT.

= Las aproximaciones en desplazamientos impuestos (ANS) utilizadas para el corte trans-
versal en la FSDT se aplican también para las deformaciones de corte adicionales prove-
nientes de la ZZRT.

= Se ha considerado una matriz de masa diagonalizada
Las principales conclusiones que pueden mencionarse son:

= Ambos elementos propuestos muestran un buen comportamiento y convergen a los re-
sultados de la ZZRT en los ejemplos de placas considerado, tanto en equilibrio estético
como las frecuencias naturales de vibracion.

» Laimplementacién con matriz de masa diagonalizada indica un comportamiento dindmi-
co adecuado con resultados idénticos en las dos versiones (implicita y explicita) conside-
radas.

» La comparacion con modelos de s6lido en ejemplos de ldminas curvas muestra una exce-
lente correlacion lo cual no sélo valida los elementos sino que aumenta la potencialidad
de la ZZRT.
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(a) (b) (©)

Figura 6: Modo de pandeo frente a presion externa (a) sélidos; (b)ZZRT; (¢c)FSDT

» La evaluacidn de cargas criticas en geometrias curvas muestra una excelente correlacion
en comparaciéon con modelos de sélido y pone nuevamente de manifiesto las limitaciones
de la FSDT.

» Las aproximaciones en deformaciones impuestas (ANS) para el corte funcionan correc-
tamente. Lo mismo puede decirse del esquema de estabilizacion utilizado para el corte
transversal en elemento TLLL con un punto de integracion.
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