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Resumen. En micromecénica computacional, al representar un material heterogéneo, la eleccion del
elemento de volumen representativo (EVR) es, entre otros, un tema primordial. Una de las
caracteristicas importantes del EVR es su forma. Si se desea representar el espacio Euclidiano
mediante copias paralelas del mismo EVR con condiciones de borde periddicas, se pueden utilizar
poliedros como el paralelepipedo, el prisma hexagonal, el dodecaedro elongado, el dodecaedro
rombico y el tetracaidecaedro u octaedro truncado. Este Gltimo se ha utilizado en la literatura para
representar, por ejemplo, estructuras cristalinas, materiales compuestos reforzados con particulas y
materiales celulares como esponjas metalicas. Sin embargo, también se puede emplear en la
representacion de compuestos reforzados con fibras unidireccionales en los que existe algin tipo de
dafio, como puede ser el despegue local entre matriz y fibra. En este trabajo se presenta la
implementacion de una celda unitaria (CU), con forma de octaedro truncado y con condiciones de
borde periddicas impuestas mediante restricciones multipunto, en un programa de elementos finitos
comercial de propdsito general, aplicada a un compuesto reforzado con fibras. Se presenta y
fundamenta, a través del concepto de vectores de periodicidad, cuéles ecuaciones implementar para
evitar inconvenientes al utilizar restricciones multipunto. Este fundamento permite determinar las
ecuaciones a implementar en celdas unitarias con otro tipo de geometria. Como verificacion,
utilizando esta CU, se calculan algunas propiedades elasticas de compuestos unidireccionales de
matriz polimérica reforzados con fibras continuas, transversalmente isétropos y sin dafio. Se
comparan los resultados con predicciones analiticas y numéricas disponibles en la literatura. Ademas
de una buena correlacion con los datos extraidos de la literatura, los resultados muestran que se
requieren mallas de alrededor de 100 elementos finitos para obtener valores aceptables en las
propiedades elasticas.
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1 INTRODUCCION

En el disefio y el estudio de materiales se emplean diversas metodologias experimentales y
tedricas. Las ultimas tienen un interés particular debido a que, sin llegar a reemplazarlos,
ayudan a reducir el nimero de ensayos experimentales a realizar, y con ello, el tiempo vy el
costo involucrado. Entre las metodologias tedricas se encuentra la homogeneizacion, y como
caso particular, la micromecénica. Segun Nguyen et al. (2011) los métodos de
homogeneizacion pueden dividirse en tres categorias: homogeneizacion analitica/matematica,
homogeneizacion numérica y homogeneizacion computacional. La primera categoria de
homogeneizacion es muy util en algunas circunstancias pero usualmente sélo funciona para
modelos demasiado simples. En la segunda, se asume un modelo constitutivo macroscépico
con parametros a ajustar. Mediante calculos de elementos finitos (u otro método numeérico) se
determinan dichos parametros y, finalmente, se utiliza el modelo constitutivo macroscopico en
simulaciones de elementos estructurales. Por otro lado, en la homogeneizacion computacional
se determina el comportamiento constitutivo macroscopico mediante simulaciones
microscopicas realizadas sobre la marcha del calculo macroscopico, a diferencia del método
de homogeneizacidn anterior donde las simulaciones en la menor escala se realizan a priori.

En todos los casos se requiere definir un elemento de volumen representativo (EVR)
apropiado. ElI mismo consiste, brevemente, en un entorno de un punto de la escala
macroscopica en el que se representan todas las caracteristicas microestructurales de interés
particular y resulta estadisticamente representativo del comportamiento macroscépico
analizado. EI EVR de menor tamafio es la CU. Por ejemplo, para materiales compuestos
reforzados con particulas se incluye una sola particula, un Gnico vacio en materiales porosos o
una sola fibra en materiales con este tipo de refuerzo. Usualmente se emplea una CU en
simulaciones de materiales periodicos.

Entre las caracteristicas de la CU se puede mencionar su forma asociada a determinadas
condiciones del borde de la CU. Una de las formas de llenar el espacio es solamente por
traslacion (copias paralelas) de la misma CU con condiciones de borde periddicas. En la
representacion del espacio Euclidiano mediante copias paralelas de la misma CU se pueden
utilizar poliedros como el paralelepipedo, el prisma hexagonal, el dodecaedro elongado, el
dodecaedro rémbico y el tetracaidecaedro u octaedro truncado (Senechal y Galiulin, 1984).
Llamados parallelohedra en la lengua inglesa, y publicados por primera vez por el
cristalografo E. S. Fedorov (1853-1919), son los unicos capaces de llenar el espacio con
copias paralelas a si mismas. Cada uno de ellos tiene su ventaja en el modelado, ya sea, su
simplicidad en la implementacion, su capacidad de representar una fraccién de volumen de un
cierto refuerzo o la posibilidad de representacion de una distribucion espacial especifica del
refuerzo, entre otros (Adams, 1983). Particularmente el octaedro truncado (OT) se ha
empleado en la literatura para representar diferentes materiales, tales como estructuras
cristalinas (Delannay et al., 2006), materiales compuestos reforzados con particulas (Li y
Wongsto, 2004) y materiales de células abiertas tales como esponjas metélicas (Dharmasena y
Wadley, 2002).

Sin embargo, se podria utilizar el OT como celda unitaria de un material compuesto
reforzado con fibras unidireccionales en los que existe algun tipo de dafio, como puede ser el
despegue local entre matriz y fibra. Con esto se logra una representacion de la distribucion
espacial del dafio distinta a la que ofrecen las demas formas de CU mencionadas. En este
trabajo se presenta la implementacion de una CU con forma de OT con condiciones de borde
periddicas impuestas mediante restricciones lineales multipunto en un programa de elementos
finitos comercial de proposito general (Abaqus, 2009) aplicada a un compuesto reforzado con
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fibras unidireccionales. Se utiliza esta CU bajo la homogeneizacion catalogada como
numérica (Nguyen et al., 2011). Debido a su forma y a la ubicacion de la fibra, esta CU
representa a un material compuesto con una distribucion de fibras denominada, en muchos
trabajos, hexagonal (ver por ejemplo Sun y Vaidya, 1996). Se presenta y fundamenta, a través
del concepto de vectores de periodicidad, cuéles ecuaciones programar para evitar
inconvenientes al utilizar restricciones lineales multipunto y, al mismo tiempo, cumplir con
todas las condiciones necesarias y suficientes para representar un medio periodico. Este
fundamento permite determinar las ecuaciones a programar en una CU con otra forma. A fin
de proveer evidencia sobre el buen funcionamiento de la implementacion de la CU con forma
de OT se calculan las propiedades elasticas de lamina (Barbero, 2013), o constantes de
ingenieria, de compuestos unidireccionales sin dafio de matriz polimérica reforzados con
fibras continuas. Finalmente, luego de un estudio de convergencia, se comparan los resultados
con predicciones analiticas, catalogadas como homogeneizacion analitica (Nguyen et al.,
2011), y numéricas disponibles en la literatura. Ademas de una buena correlacién con los
datos tomados de la literatura, los resultados muestran que se obtienen valores aceptables de
las propiedades elasticas con mallas de aproximadamente 100 elementos finitos, para los
casos analizados.

2 GEOMETRIA DE LA CELDA UNITARIA

2.1 Generalidades

El tetracaidecaedro u octaedro truncado tiene 14 caras, seis cuadrados y ocho hexagonos
regulares. Tiene 24 vértices y 36 aristas (Coxeter, 1948).

Se pueden utilizar varios métodos para generar un octaedro truncado. Por ejemplo, se
puede partir de un octaedro regular y quitarle seis piramides iguales de base cuadrada cuyos
apices coincidan con los vértices del octaedro. En este trabajo, utilizando las herramientas
CAD (Abaqus, 2009), se generé un OT uniendo ocho medios cubos tal como se explica a
continuacion. Si se corta un cubo con un plano perpendicular a una de sus diagonales y que
pase por el centro de ella, se generaran dos partes iguales (Figura la, notar que las aristas
ocultas estan graficadas en lineas de trazos). La interseccion del cubo con el plano sera un
hexagono regular (Martyn Cundy y Rollett, 1961). Uniendo ocho mitades de cubo por medio
de sus caras pentagonales irregulares se puede obtener el poliedro buscado. En la Figura 1b se
muestra un OT y se destaca una de las mitades de cubo en color mas claro.

£
AN

Figura 1: a) Seccion de un cubo. b) Octaedro truncado uniendo ocho mitades de un cubo.

Particularmente en esta CU, la fibra, de seccion transversal circular, se ubicé de manera tal
que su eje pase por los centriodes de area de dos caras hexagonales opuestas (Figura 2).
Ademas, se hace coincidir dicho eje con la direccion del eje x de un sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares. La direccion y se establece de manera que resulte paralela a dos
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lados opuestos de los hexagonos que intersecta la fibra (Figura 2). De esta manera queda
definida la ubicacion final del OT y el refuerzo para la CU de material compuesto con
respecto al sistema de coordenadas. Puede notarse en el método de construccidn utilizado para
el OT que todas las aristas del mismo tienen la misma longitud. EI volumen total del OT es
ocho veces el volumen del medio cubo inicial. En este trabajo, el radio de la fibra Rf se toma
igual a 7x10° m. La longitud Ic (igual a la mitad del lado del cubo inicial, Figura 1a) se
calcula con la fraccion de volumen de fibra Vf que se pretende representar en la CU, segun la
ecuacion (1).

. R |3z (1)
4 Vf

Figura 2: Vistas del octaedro truncado.

En este modelo de material compuesto, la fraccién de volumen de fibra Vf alcanza un
limite superior de aproximadamente 51%. Esto se da cuando la fibra es tangente a los lados de
las dos caras hexagonales que esta intersecta. Se considera este valor como satisfactorio ya
que, en la industria, la mayoria de los materiales compuestos unidireccionales alcanzan
fracciones de volumen de fibra que rondan el 50% o 60% (Barbero, 2010).

2.2 Vectores de Periodicidad

Para representar la microestructura de un material heterogéneo mediante copias paralelas
de la misma CU se puede utilizar el concepto de vectores de periodicidad (Oller, 2005; Car,
2002) o vectores base. Estos representan la simetria de traslacion entre las celdas unitarias. En
una microestructura periédica, dos puntos se denominan puntos correspondientes cuando la
posicion de uno de ellos se puede obtener mediante la suma de la posicion del otro punto y un
vector de periodicidad (0 una combinacion lineal de vectores base) multiplicado por un
nimero entero (Zahr, 2011). Este concepto de puntos correspondientes se emplea en las
secciones siguientes.

Los vectores se pueden obtener conociendo las dimensiones del OT. En este trabajo se
seleccionaron tres vectores de periodicidad (Figura 3) a saber:
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P1=Ifi; P2=Ei+lf\/gj+ﬁlfk; P3=glfi+2—ﬁlfk (2)
3 3 3 3 3
Donde If es la longitud de la fibra definida por la ecuacion (3). Se debe remarcar que dicha
dimensidn coincide con la longitud de la diagonal del cubo inicial (Figura 1a).

If =243 1c (3)

Con estos vectores (0 una combinacién lineal de ellos) se puede obtener la representacion
de un material periédico. Ademas, formaran parte de las condiciones de borde de la CU.

Figura 3: Vectores de periodicidad.

2.3 Malla de Elementos Finitos

Debido a la técnica utilizada en este trabajo para implementar las condiciones de borde
periddicas (PBC, por sus siglas en inglés), se requiere de una malla de elementos finitos en la
que los nodos que se ubican en los contornos de la CU tengan posiciones adecuadas. Esto es
que, sobre determinadas partes del borde (aristas, caras y vértices), existan pares de nodos que
sean puntos correspondientes, en el sentido definido en la seccién anterior (Zahr, 2011).

Para facilitar el mallado utilizando Abaqus/CAE se subdivididé el OT en seis regiones
prisméticas de base triangular (denotadas como “A” en Figura 4), una prismética de base
hexagonal (region “C” en Figura 4) y seis regiones formadas por tetraedros (“B” en Figura 4).
Se asignaron elementos con forma de tetraedro a las regiones “B” y con forma de cufia (wedge
en la nomenclatura del programa) a las regiones restantes. Ademas se asigno la técnica de
mallado FREE a las zonas “B” y SWEEP a las zonas prismaticas “A” y “C”.

Figura 4: Subdivisiones del OT y malla con 2087 elementos finitos.
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Seguidamente se construye una malla provisoria asignando un cierto tamafio global de
elemento finito. En las caras y aristas del borde de esta malla se verifica que tenga un nimero
de nodos tal que puedan formarse pares de nodos. En caso de que esto no ocurra se descarta la
malla y se modifica el tamafio global de elemento para generar una nueva malla.
Posteriormente se verifica que los nodos de cada par sean puntos correspondientes. Si esta
condicion no se cumple, se modifica la posicién de uno de los nodos del par. Finalmente, se
realiza un examen de la calidad de los elementos utilizando las medidas (factor de forma,
relacion de aspecto, etc.) y valores de control por defecto del programa. Si se detectan
elementos con distorsion excesiva se descarta la malla y se repite el procedimiento
modificando el tamafio global de elemento finito. Cuando todos los elementos verifican la
prueba, la malla correspondiente es definitivamente utilizada en el modelo micromecéanico de
material compuesto.

3 CONDICIONES DE BORDE

3.1 Implementacion de Relaciones Mediante Restriccion Lineal Multipunto

Para conseguir una representacion de un material peridédico se necesita, ademas de una
forma de CU adecuada, cumplir con ciertas condiciones sobre el borde de dicha CU. En
primer lugar, las fuerzas sobre los nodos correspondientes t* y t del borde de la CU deben ser
antiperiodicas (4).

th=—t (4)

debido a que se utiliza una formulacién variacional de elementos finitos basada en
desplazamientos, estas condiciones se satisfacen automaticamente (Li y Wongsto, 2004).
Adicionalmente, los desplazamientos u® y u” de cada par de nodos correspondientes del borde
de la CU deben cumplir con la ecuacion (5) (Bohm, 2014)

u"—u =¢P (5)

donde €° es el tensor de pequefias deformaciones macroscépico, y P es un vector de
periodicidad (o una combinacion lineal de ellos) que cumple con

P=X'-X (6)

donde X" y X son las coordenadas de cada nodo del par considerado cuyos desplazamientos
son u” y u’, respectivamente.

Existen diferentes formas de implementar relaciones del tipo (5), tales como
multiplicadores de Lagrange o el método de penalizacion. En este trabajo se implementaron
utilizando restricciones lineales multipunto. Esta técnica permite implementar combinaciones
lineales de varios grados de libertad (GL) del problema; en este caso desplazamientos de
nodos. Empleando el programa Abaqus esto se realiza mediante el comando *EQUATION.
Debido a que la relacion (5) es no homogénea y en el caso particular de Abaqus, se requiere
de tres nodos adicionales llamados nodos de control. Por ejemplo, dado un par de nodos
correspondientes con desplazamientos u® y u’, y con coordenadas X" y X relacionadas por un
vector P mediante la ecuacion (6) se procederd como se describe a continuacion. Se
consideran relaciones (escalares)

U —u~ =U/R +U?P, +U’P, )

involucrando cinco GL: los GL i (para i =1, 2, 3) del par de nodos correspondientes, u;* y u;’
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(desplazamiento del nodo en direccion i), y los GL i de los tres nodos de control j, llamados
Ui, multiplicados por la componente j del vector P, ecuacion (7). Luego se asigna, a cada uno
de los GL del nodo de control, una condicion de borde de desplazamiento con el valor de una
de las componentes del tensor £°, ecuacion (8).

Uij = gi? (8)

Para evitar problemas con unidades de medida se puede imaginar a la ecuacion (8) con un
coeficiente que homogeneice las unidades de medida entre desplazamientos (unidades de
longitud) y deformaciones (adimensional). Dado que esto no interviene en la implementacion,
por simplicidad, se evit6 incluir dicho coeficiente en la ecuacion. Por otro lado, se puede ver
que para incluir todas las componentes del tensor de deformacion, se requieren nueve nuevos
GL. Esto se consigue con estos tres nodos de control con tres GL de desplazamiento cada uno.
Puesto que €° es simétrico, para un caso de deformacion general, sélo seis componentes seran
distintas. Finalmente, se programa en Abaqus la ecuacion (7) de la forma

u*—u " —UR,-UP,-UP, =0 9)

que, junto a las condiciones de borde (8) de los nodos de control completa la implementacion
de la ecuacion (5) buscada (PBC).

Una caracteristica importante de esta técnica en Abaqus es que el primer grado de libertad
involucrado en la ecuacion (9) se elimina como incognita del problema y ya no se puede
utilizar ni en nuevas relaciones ni en otras condiciones de borde de desplazamiento. Esta es la
razon por la cual se deben seleccionar cuidadosamente las ecuaciones a programar para lograr
la efectiva imposicion de todas las relaciones necesarias. Vale aclarar que esta
implementacién de PBC es vélida para cualquier forma de celda unitaria.

3.2 Implementacion de Relaciones para el Octaedro Truncado

Para facilitar la comprension, expresion e implementacion de las relaciones que se deben
cumplir para el OT, se opta por dar una nomenclatura a cada una de las caras, aristas y vértices
como se muestra en los esquemas de la Figura 5. Es importante notar que las aristas ocultas se
graficaron con lineas de trazos. En el caso de las caras se emple6 una combinacién de una o
mas letras como se explica a continuacion. Se utilizaron las letras H y C para hacer referencia
a caras hexagonales y cuadradas, respectivamente, con excepcion de las caras hexagonales L y
R. Se utilizaron las letras | y S para indicar si la cara se encuentra en la parte inferior o
superior del OT, respectivamente, en la orientacion mostrada en el esquema. Ademas, se
utilizaron las letras F y P para indicar si la cara se encuentra en la parte frontal o posterior,
respectivamente. Por otro lado, a los vértices se les asign6 un nimero del 1 al 24. En el caso
de las aristas se identificaron con la letra E seguida de un nimero del 1 al 36 (Figura 5). Es
importante recordar que la fibra corta a las caras L y R y ademas esta en direccién del eje x.

Teniendo en cuenta la nomenclatura de la Figura 5 y los vectores de periodicidad de la
Figura 3 se puede ver que para los pares de nodos de las caras Ry L el vector P es el vector de
periodicidad P1. De manera similar para los pares de nodos de las caras CF y CP, es P3. En la
Tabla 1 se muestran, para todas las caras, las ecuaciones del tipo (7) resultantes y el vector P
utilizado en cada caso. Es importante notar el orden en que se encuentran los GL en cada
ecuacion.

Utilizando la técnica de restricciones lineales multipunto, se pueden implementar todas las
relaciones de la Tabla 1 solamente para los pares de nodos de las caras. Para los pares de
nodos de las aristas no se podrian implementar todas las relaciones, directamente.
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Considérese, por ejemplo, a las aristas E1, E25 y E4 (Figura 5).

E30

HSP  cp > AN
HSF_ %/ csp WA “'-"_f\ ™
CSF—_ 7 4 ~ ) HP w.\x . F:(__i___ugj}? AN
e XX WG /<
Loe ¢ R . | e !
R — e ! / - e
~ / \\ )z x N ;éy = f (}\5
HF *.x \//.'r ‘-I’/: 2\ g,\\’?\ E23 WA
X = CIP 43> {%" 29 //_m\
cF NN\ v
¢F e HIP
Figura 5: Nomenclatura de caras, aristas y vértices.
Cara Cara P Ecuacion
Primer GL | Segundo GL
R L P1 uf-u'=If -U/
CF CP P3 0o e =2t 22 s
HF HP P3-P1 uiHF—ui :——If U 2\/_If U3
2 2
CSF CIP P2-P1 u —u, =——If U; If\/7 u2+“/_
3 3
HSF HIP P2 uiHSF—uiH'lelf-Uil+lf\/§-ui2+ﬁlf U’
3 3 3
CSP CIF PL+P2-P3 | u® —uc" :glf-Uil+If z-Uf—ﬁlf u’
2 2
HSP HIF P2 -P3 TRT) :——If Ul +If 3 U, —?If U’

Tabla 1: Relaciones entre caras.

Todas las relaciones que se deberian cumplir para los pares de nodos de estas (excluyendo
los vértices) son: entre E4 y E1 (por pertenecer a las caras L y R, respectivamente)

El

ut—uft=If U’ (10)
entre E4 y E25, por pertenecer simultaneamente a las caras CF y CP

uE25 uIE4=g|fUI1 2\/_

—If .U} (11)

finalmente, entre E25 y E1, por pertenecer a las caras HF y HP, se debe cumplir
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N_ ALY VK (12)

1
uiEzs _uiEl — _glf 'Uil

Es posible notar que si, por ejemplo, se implementan las ecuaciones (10) y (11) entonces se
eliminarian los GL de los nodos de las aristas E1 y E25, respectivamente, imposibilitando la
programacion de la ecuacién (12). Sin embargo, para este conjunto de aristas, la ecuacion (12)
es linealmente dependiente de las ecuaciones (10) y (11). Esto quiere decir que, Si se
programaron las ecuaciones (10) y (11), entonces no es necesario programar la ecuacion de
restriccion (12) ya que, a través de las dos primeras, se cumplird la tercera ecuacion. De esta
manera, a través del andlisis de la dependencia lineal de las ecuaciones de restriccion, se ha
determinado qué ecuaciones se pueden programar para cumplir con todas las restricciones
necesarias, en estas aristas. No obstante lo cual, analizar la dependencia lineal de las
ecuaciones puede resultar una tarea compleja.

Dado que a los miembros derechos de todas las ecuaciones del tipo (7) se los puede
considerar como un producto escalar entre el vector P y otro vector formado por los GL i de
los nodos de control, esto es

P-U+P,-U’+P, U] (13)

se concluye que la dependencia lineal de las ecuaciones se daré con la dependencia lineal de
los vectores involucrados en ellas. Por ejemplo, la ecuacion (12) es dependiente de las (10) y
(11) dado que el vector P utilizado en la primera es P3-P1, esto es, una combinacion lineal de
P1y P3 utilizados en las Gltimas ecuaciones. En definitiva, se puede reemplazar el analisis de
la dependencia lineal de las ecuaciones de restriccion por el anlisis de la dependencia lineal
de los vectores de periodicidad involucrados, con la notable ventaja de ser, este ultimo, un
proceso significativamente mas simple. Es importante notar que con un simple esquema de los
vectores y del OT se podréd determinar la dependencia lineal de los mismos, por ejemplo,
verificando que pertenezcan al mismo plano.

Aplicando el procedimiento anterior, para todas las aristas y vértices, se puede determinar
el grupo de ecuaciones a programar. En total son 27 ecuaciones de restriccion para los pares
de nodos de las aristas y 18 para los pares de nodos de los vértices. Debido a la similitud de
dichas ecuaciones con las presentadas para las caras, se elige presentar las primeras en funcion
de las segundas. De las Tablas 2 y 3 se pueden obtener todas las ecuaciones a programar para
las aristas y vértices. De cada fila se obtendra una ecuacion. Se indica el orden de los GL que
cada par de nodos debe llevar en dichas ecuaciones. Es importante respetar el orden de los GL
en la ecuacién. En la columna “MD de ecuacion” se indica la ecuacion (Tabla 1) de la cual se
tomara el miembro derecho y el signo que debe anteponerse.

Por ejemplo, para programar la restriccion de un par de nodos de las aristas E7 y E12 se
debe utilizar el miembro derecho de la ecuacion que relaciona a las caras R-L con el mismo
signo de dicha ecuacion, obteniendo

us —uf2 =If -U? (14)

De la misma manera, para implementar las restricciones al par de nodos de los vértices
V21 y V10 se debe utilizar el miembro derecho de la ecuacién que relaciona a las caras HSP-
HIF con el signo modificado

f

u'?—u’ =%If Ul If ALTTNTR (15)
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Finalmente, puede notarse que esta metodologia de trabajo, mediante el analisis de la
dependencia lineal de los vectores de periodicidad, se puede aplicar a cualquier tipo de
geometria de CU. Solo se requiere un esquema de los vectores y de la forma de la CU.

Primer GL | Segundo GL | MD de ecuacion | Primer GL | Segundo GL | MD de ecuacion
El E4 +R-L E18 E13 -(HF-HP)
E25 E4 +CF-CP E31 E13 -(CSF-CIP)
E26 E2 -(HF-HP) E14 E17 -(HF-HP)
E3 E2 +R-L E32 E17 +HSP-HIF
ES E10 +R-L E16 E19 -(HF-HP)
E33 E10 -(CSF-CIP) E35 E19 -(HSF-HIP)
E9 E6 +R-L E20 E15 -(HF-HP)
E34 E6 +HSF-HIP E36 E15 +CSP-CIF
E7 E12 +R-L E21 E24 +CF-CP
E27 E12 -(HSP-HIF) E29 E24 -(HSP-HIF)
E1l E8 +R-L E23 E30 -(HSP-HIF)
E28 E8 +CSP-CIF E22 E30 -(HSF-HIP)

Tabla 2: Relaciones entre pares de nodos de aristas.

Primer GL | Segundo GL | MD de ecuacion || Primer GL | Segundo GL | MD de ecuacion

V17 V12 +CF-CP V7 V10 +R-L

V5 V12 +R-L V19 V10 +CF-CP
V24 V12 +HSF-HIP V21 V10 -(HSP-HIF)
V9 V8 +R-L V3 V2 +R-L

V22 V8 +CSP-CIF V16 V2 +CSP-CIF
V20 V8 -(HF-HP) V13 \Y +HSF-HIP
V11 V6 +R-L V1 V4 +R-L

V23 V6 -(CSF-CIP) V14 V4 -(CSF-CIP)
V18 V6 -(HF-HP) V15 V4 -(HSP-HIF)

Tabla 3: Relaciones entre pares de nodos de vértices.

4 VERIFICACION

En esta seccion, con el objetivo de proveer evidencia del buen funcionamiento de la
implementacién de la CU con forma de OT, se presentan algunos resultados de dos materiales
compuestos unidireccionales y se comparan con resultados, ya sea de homogeneizaciones
numéricas o analiticas disponibles en la literatura.

4.1 Metodologia

Dadas las caracteristicas de esta CU con forma de OT, se podrdn modelar materiales
compuestos reforzados con fibras unidireccionales con una distribucién de fibras denominada,
en muchos trabajos, hexagonal (ver por ejemplo Sun y Vaidya, 1996). Es posible visualizar
esta distribucion al generar copias paralelas de la CU y ubicarlas de modo que llenen el
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espacio. Ademas, si no se incluye ningun tipo de dafio interno en la CU, el material deberia
resultar transversalmente isétropo, ver Barbero (2013), pagina 220.

Las propiedades macroscopicas obtenidas en este trabajo son las propiedades elasticas de
ingenieria que caracterizan a una ldmina unidireccional equivalente, tales como E;, Giz, Va3,
etc. El proceso de célculo empleado, expuesto en Barbero (2013), se explica a continuacion.
Se resuelven seis casos de carga elasticos lineales. Cada uno de ellos con un tensor de
deformacion macroscopico particular €° impuesto mediante las condiciones de borde (PBC)
de los nodos de control, ecuacion (8). Utilizando la notacion contraida de Voigt, el valor de la
deformacion en cada uno de los seis casos es

e’=1 (16)
cona =1, 2, ..., 6, recordando que

a=i si i=]
oo (17)
a=9—-1—] si 1#]

Para cada uno de estos seis casos se generan archivos de salida binarios para permitir un
postproceso mas rapido, utilizando un programa de postproceso de usuario escrito en el
lenguaje FORTRAN. Considerando que la tension macroscopica homogeneizada se define
como

5 -1 [o,dv (18)
V \Y
y cumple con
G, = Caﬁgg (29)

se calculan las componentes del tensor de elasticidad expresados como matriz de elasticidad
Cup

C

aﬁ=5a=\% fo.dv con &f=1 (20)
\

La operacidn (20) se realizé con una integracion numérica de la forma (Bohm, 2014)
o1y
G, ==Y oV, (21)
Vi3

donde o', es el valor de una componente del tensor de tensién microscépico en el punto de
Gauss | y V) es el peso de integracion (en términos del volumen asociado a dicho punto de
integracion) para un modelo de elementos finitos con N puntos de Gauss.

A continuacién se calcula la matriz [S] como la inversa de la matriz de elasticidad para
finalmente, a partir de [S] y la relacion (22), obtener las constantes elésticas buscadas
(Barbero, 2013).

Por ultimo se comparan los resultados con los de modelos numéricos y analiticos. Es
importante notar que las predicciones utilizadas para comparacion han sido contrastadas con
datos experimentales (Barbero, 2010 y 2013).
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El EZ E3
e 1 v 0 0 0
El EZ E3 (2 2)
=
[S ] — El EZ E3 1
o 0 0 = 0 0
GZS

4.2 Primer Ejemplo

Se presenta como primer caso de analisis un material compuesto de matriz de epoxi
reforzado con fibras de vidrio unidireccionales. Los constituyentes se consideran como
materiales elasticos lineales e isotropos. Las propiedades de estos se muestran el la Tabla 4.
Se tomaron, para este ejemplo, fracciones de volumen de fibra de 10%, 30% y 50%.

Se utilizd la regla de las mezclas ROM (por sus siglas en inglés), o0 modelo de Reuss, para
contrastar los resultados del médulo E;. Se utilizé el modelo denominado PMM (por las siglas
en inglés de Periodic Microstructure Model), presentado por Luciano y Barbero (1994), para
contrastar las constantes: E,, Es, Gas, Gi3, G12, V13, V23 Y vi2. Ademas, considerando que la
matriz [S] debe ser simétrica, se utilizaron las relaciones

Va =V IIEE_: v Vi = Vi3 % » Ve = Vo3 E_z (23)
para contrastar con los resultados obtenidos mediante la CU implementada en el presente
trabajo.

Primer Ejemplo Segundo Ejemplo
Fibra de Vidrio E | Matriz Epoxi | AS4-D | Epoxi 9310/9360 a 23°C
E [GPa] 84 4 241 3.12
\ 0.22 0.38 0.2 0.38

Tabla 4: Propiedades de materiales constituyentes para ejemplos.

Se realizé un analisis de convergencia aumentando el numero de elementos finitos
utilizados y cambiando el tipo de elementos, empleando elementos con funciones de forma
lineales (L) y cuadraticas (Q). ElI nimero de elementos utilizados como méximo fue de
aproximadamente 16x10° para elementos tipo Q y 230x10° para elementos L y fraccion de
volumen de 10% y 30%. Para 50% de fraccion de volumen de fibra se pudo lograr sélo una
malla con aproximadamente 72x10° elementos. En la Figura 6 se muestran los resultados del
modulo E; en funcion del numero de nodos del modelo. Los calculados con la CU
implementada en este trabajo se identificaron, en las graficas, como OT y los obtenidos con la
regla de las mezclas, como ROM. Se presentan los resultados de OT para los diferentes VT,
tamarios de malla y tipos de elementos (L y Q).

En primer lugar se puede notar una clara convergencia de los resultados. Ademés, como era
de esperar, los modelos con elementos finitos con funciones de forma de mayor orden (Q)
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presentan una velocidad de convergencia acentuadamente superior a los modelos con
elementos de menor orden (L). Por ultimo, puede notarse la buena correlacion con el modelo
simplificado ROM.

Es importante notar que las mayores diferencias con ROM se dieron para CU con
elementos L y rondaron el 4% del valor de E; obtenido mediante ROM. Para CU con
elementos tipo Q las diferencias fueron en todos los casos menores al 1%, incluso con 102
elementos finitos. En otras palabras, la CU requiere de pocos elementos finitos (alrededor de
100) para presentar resultados aceptables en las propiedades elasticas.

En la Tabla 5 se muestran los valores de las constantes obtenidas mediante la CU
presentada en este trabajo y las calculadas mediante los mencionados métodos analiticos. En
todas las constantes elasticas se nota una muy buena correlacion con los resultados analiticos.
Los resultados también muestran que el material representado por el modelo OT es
transversalmente isotropo, ya que, de forma aproximada, se cumplen las relaciones (24).

G =Gy Ey=E, Gy= 2(15—2‘/23); Vap =Vaz: Viz =Vpp (24)
Vi=10% Vf=30% Vf=50%
Analitico oT Analitico oT Analitico oT
E; [GPa] | 12.0000 | 12.0121 | 28.0000 | 28.0272 | 44.0000 | 44.0307
E, [GPa] 5.1360 5.1291 7.4788 7.3420 11.5656 11.2360
Es [GPa] 5.1360 5.1291 7.4788 7.3409 11.5656 | 11.2341
V1o 0.3610 0.3609 0.3252 0.3253 0.2922 0.2923
V13 0.3610 0.3609 0.3252 0.3253 0.2922 0.2923
Vo1 0.1541 0.1541 0.0852 0.0852 0.0745 0.0745
Vo3 0.5082 0.5093 0.5151 0.5239 0.4711 0.4856
Va1 0.1541 0.1541 0.0852 0.0852 0.0745 0.0751
Va2 0.5093 0.5093 0.5238 0.5239 0.4855 0.4835
Go3 [GPa] | 1.7027 1.6991 2.4680 2.4090 3.9308 3.7811
Gy [GPa] | 1.7459 1.7427 2.5609 2.5531 3.9349 3.9187
Gz [GPa] | 1.7459 1.7427 2.5609 2.5531 3.9349 3.9187

Tabla 5: Resultados del primer ejemplo.

4.3 Segundo Ejemplo

Como segundo caso de analisis se presenta un material compuesto formado por una matriz
de epoxi 9310/9360 a 23° (ver Barbero, 2010) reforzado con fibras de carbono AS4-D. Este
caso fue tomado de los ejemplos 6.2 y 6.3 resueltos por Barbero (2013) mediante un analisis
de elementos finitos (FEA por sus siglas en inglés) utilizando una CU con forma de
paralelepipedo y distribucion de fibras hexagonal (homogeneizacion numérica). Los
constituyentes se consideran, al igual que el ejemplo anterior, como materiales elasticos
lineales e isétropos. Las propiedades de estos se muestran en la Tabla 4. La fraccion de
volumen de fibra es, en este caso, de un 40%.

Copyright © 2014 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1176

N.D. BARULICH, L.A.

GODOY, P.M.

DARDATI

12.051

12

[ui]

11.95-

E1[GPa]

=~ OT-L 10% ||
~8-0T-Q 10%
—— ROM 10%

1 2 3 4 5

6 7

Numero de nodos

x 10

27.2

27¢

(3---£3

-~ OT-L 30% ||
-8 0T-Q 30%
—— ROM 30% ||

1 2 3 4 5

6 7

Numero de nodos

o
N-3
—
(=3

4B

43.81

43.6] ¢

434}

E1 [GPa
.
w
)

2.4i

%>

=0 OT-L 50%
-8 OT-Q 50% ||
— ROM 50%

42.2%
0

0.5 1 1.5 2

Il
2.5 3

Numero de nodos x 10

Figura 6: Resultados de E; con Vf = 10%, 30% y 50%. OT: resultados del presente trabajo. ROM: regla de las
mezclas.
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En la Tabla 6 se presentan los resultados obtenidos por el modelo OT del presente trabajo y
los extraidos de la literatura. Al igual que en el primer ejemplo los resultados son
satisfactorios.

FEA (Barbero, 2013) oT
E; [GPa] 98.197 98.2993
E, [GPa] 7.472 7.474
V12 0.299 0.298
V23 0.54 0.5406
G12 [GPa] 2.579 2.5833

Tabla 6: Resultados del segundo ejemplo.

5 CONCLUSIONES

Aplicando el concepto de vectores de periodicidad y analizando sus dependencias lineales
se ha logrado la implementacion de una celda unitaria con forma de octaedro truncado
aplicada a un material compuesto reforzado con fibras unidireccionales. Se han impuesto las
condiciones de borde mediante la técnica de restriccion lineal multipunto en un programa de
elementos finitos de proposito general. La metodologia empleada es aplicable a celdas
unitarias o elementos de volumen representativo con otras formas diferentes a la del OT. A
través de dos ejemplos se ha presentado evidencia del buen desempefio de la CU
implementada. Los resultados muestran que, en los casos analizados, se requieren mallas de
alrededor de 100 elementos finitos para obtener valores aceptables en las propiedades
elasticas.

Esta celda unitaria puede ser utilizada, en futuros trabajos, para representar una
distribucion espacial del dafio distinta a la que ofrecen las demés formas de CU mencionadas.
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