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Resumen. Se presenta una formulacion Euleriana de elementos finitos capaz de describir
procesos estacionarios con deformaciones eldsticas finitas. La nueva formulacién se basa en
el transporte del tensor Gradiente de Deformaciones y en el modelado de la superficie libre a
través del método de pseudo-concentraciones o formulacién level-set.
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1 INTRODUCCION

Modernamente la mayoria de los nuevos desarrollos tecnoldgicos en el campo del conformado de
metales se basan en el modelado computacional de los procesos de deformacién. La finalidad
de estos modelos es tener una herramienta para analizar, por ejemplo, diferentes opciones
dimensionales en las herramientas de conformado, diferentes condiciones de lubricacién en
las mismas, etc. Es decir, explorar las llamadas ventanas tecnoldgicas' de las variables que
intervienen en determinado proceso. La exploracién de estas ventanas tecnoldgicas resulta
sumamente costosa cuando se realiza utilizando pruebas a nivel industrial, ya sea por el coste
de los materiales o por el lucro cesante que implica interrumpir una produccién continua.

En CINI-TENARIS se desarroll6 el cédigo de elementos finitos METFOR destinado a modelar
procesos de conformado masivo de productos de acero, como por ejemplo forja, laminacion, etc.
El proceso de laminacién es mds eficazmente descrito si se fija la atencién en determinada
zona del espacio y se describe el comportamiento del material que la atraviesa. Por ello, este
c6digo utiliza una descripciéon Euleriana y modela la superficie libre con el método de pseudo-
concentraciones (Thompson 1986) (Thompson & Smelser 1988). En METFOR se utiliza un
modelo de material rigido-viscopléstico e incompresible (Cavaliere, Goldschmit & Dvorkin 1997)
(Dvorkin & Petocz 1993).

Por otra parte, en el andlisis de ciertos procesos de conformado masivo no es posible despreciar
las deformaciones eldsticas. Por ejemplo, en la laminacién en frio de chapas de acero ya sea
porque la recuperacién eldstica juega un rol importante en el proceso o porque sea necesario
modelar las tensiones residuales que quedan incluidas en los productos laminados.

La principal motivacién para este trabajo se origina en la necesidad de obtener simulaciones
mads realistas en lo que se refiere a incorporar la elasticidad de los materiales a la descripcion
de los procesos de laminacién. Como un paso importante en el logro de este fin es que se
desarrolla, una formulacién Euleriana capaz de describir procesos estacionarios con grandes
deformaciones eldsticas. Este tipo de formulacién debe completarse con la descripcion de la
evolucién de la superficie libre del material. Para ello se define una funcién escalar sobre el
dominio computacional cuyo valor determina la presencia de un determinado tipo de material en
cada punto del dominio. La evolucién de esta funcién, a través de una ecuacién de transporte,
determinard la posicién del frente en cada instante (método de las pseudo-concentraciones o
formulacién level-set (Osher & Sethian 1988)).

2 FORMULACION EULERIANA
2.1 Ecuaciones del continuo

En la configuraciéon espacial a tiempo ¢ se utiliza un sistema de coordenadas cartesianas
{zj, 7 =1,2,3} y, en determinado punto x, de esta configuracioén, la velocidad material est4
dada por

v = v(x,t). (1)

'El lugar geométrico en el espacio de las variables que controlan un proceso en el que los resultados de dicho
proceso son aceptables en lo que hace a la calidad del producto fabricado y al uso de recursos.
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En lo subsiguiente, dada una variable espacial cualquiera (x,t), se denominara
‘C=C¢x ).

En la configuracién en ¢, en forma local, las ecuaciones de equilibrio son

e Ecuacién de balance de momento lineal:

t 0 'v teV t
e + v Vi | = + V. 'o; (2)
donde V = <8;ik tek>, con ley vectores ortonormales base del sistema cartesiano, ‘p es la

densidad, ‘o el tensor de tensiones de Cauchy y *fV las fuerzas externas por unidad de volumen.
Como se consideran procesos de deformacién "lentos", se despreciard el término de inercia frente
al resto de los términos de la ecuacion.

e Ecuacion de balance de masa:

Dado que se trabaja sin la aproximacién de material incompresible, la ecuacién de balance de
masa forma parte del sistema a resolver. Para un material con densidad “p en la configuracién
de referencia, la ecuacién local de balance de masa a tiempo ¢ se expresa

t

p
T +V.(% 'v)=0. (3)
En forma local Lagrangiana,
0
: p(X)
= = X)). 4

Es decir, la densidad de determinado punto, x, en la configuracién en ¢ (configuracién espacial)
es el cociente entre la densidad inicial de la particula que a t estd en x, dividido el Jacobiano de
la transformacion ¢, (X). Esta relacion puede escribirse en funcién de las coordenadas espaciales
y el tiempo:

0
p(x,t)
po=pxt) = —— (5)

En un sistema de coordenadas cartesianas fijas, es inmediato demostrar que

'J = det [LF] , (6)
donde LF es el tensor Gradiente de Deformaciones expresado ahora en funcién de las coordenadas
espaciales y el tiempo. En el caso de que la densidad en la configuracién de referencia sea

uniforme, resolver (3) equivale a resolver

ot

StV VI -V =0. (7)
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e Transporte del tensor Gradiente de Deformaciones:

En elasticidad, deben especificarse variables adicionales para describir el movimiento del
material; existe una extensién de la ecuacién de continuidad que esté relacionada con la derivada
material del tensor gradiente de deformaciones

DI 9LF
Dt ot

donde {1” = V v es el tensor gradiente de velocidades.
En la Teoria No Lineal, las separacién correcta entre parte desviadora y volumétrica de la
deformacioén debe ser de la forma multiplicativa (Simo & Hughes 1998). Si se llama 'F ala

+ v -VIF =1 .!'F (8)

o

parte del tensor !F que conserva el volumen, entonces debe cumplirse que

[det (gﬁ)} —1

dado que t*J = det [ZF] da el cambio de volumen. Luego,

La evolucién de la parte isocérica del tensor Gradiente de Deformaciones serd

9 ZF t Lt t t t L
W—{— Vv OF = l——(V V)g 'OF‘ (IOa)

El tensor ‘g es el tensor métrico en la configuracién espacial, en este caso, es un tensor
cartesiano.
Es importante notar que el cumplimiento de la Ec. (8) implica el cumplimiento de las Ecs.

(7) y (10a).

2.2 Relacién constitutiva hiperelastica

Para un material isotrépico con deformaciones eldsticas finitas se utilizard la funcién de energia
propuesta por Simo (Simo & Hughes 1998) (Simo, Taylor & Pister 1985):

1 ~
W= () + §Gtr(tb) (11a)

() = %K (In tJ)* . (11b)

donde ‘W es la densidad de energia por unidad de volumen de la configuracién de referencia,
K, G son constantes del material y,

h=!F - IF (12)

es la parte isocérica del tensor de deformaciones de Finger.
Este modelo puede verse como una extensién al rango compresible de un modelo neo-Hookean.
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Las ecuaciones constitutivas para la elasticidad se obtienen de las siguientes relaciones

0w
fS = 28 T (13)
t
tr =2 tF %tvg tET (14)
y
o= tr tJ 71; (15)

donde S es el tensor Segundo de Piola-Kirchhoff, LC es el tensor de deformaciones de Green y
{1 es el tensor de tensiones de Kirchhoff. Luego,

oy = (tJ)fl K In(*J) 5ij+Gdev<tlA)>.} (16)

donde .
dev(.) = (.) — gtr (.).

2.3 Modelado de la superficie libre

Se define una funcién escalar suave ¢(x,t) sobre el dominio computacional 'V de tal manera
que, su valor en cierto punto x de 'V indique la presencia de un determinado tipo de material.
Si lo que se describe es una superficie libre entonces, para un determinado tiempo £,

> ¢y, x € al material
sip(x,t) & = ¢, x € alainterfase ; (17)
< ¢y, x ¢ al material
donde ¢; es un valor arbitrario. En particular, se toma a esta funcién ¢, como una funcién de
nivel tal que su nivel ¢; coincide con la interfase:

T = {x]6 (x,t) = 6} (18)
A partir de la definicién (17), se denominard "no material" a los puntos con ¢ (x,t) < ¢

a los cuales se asignardn propiedades fisicas ficticias. Es decir, las propiedades fisicas para un
determinado punto del dominio, 'V, dependerdn de ¢ segtin:

T (x,1) = Tm (x,8) H (¢ — &) + Tnm (1 — H (¢ — ) ; (19)
donde H es la funcién de Heaviside.y donde 7, son las propiedades del material real y 7, las
del material ficticio. Tipicamente, se toma a éstas iltimas como

Tm

Conocido el campo de velocidades y la distribucién inicial de ¢, dado que la interfase se
mueve con las particulas de fluido, la evolucién de ¢ estard dada por la ecuacién:

Do _ 99 _
Dt = Bt + v V=0 (21)
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(b (Xa 0) = (b() <X) :
Esta ecuacién es hiperbdlica y, por consiguiente, las condiciones de borde para ¢ deben ser
especificadas en el borde de entrada del flujo,

Lot :={x€ed'V | 'v .n<0}, (22)

con n la normal externa a la superficie 9'V.

Como se vera més adelante, la Ec. (21) describe el movimiento de la interfase para materiales
tanto incompresibles como compresibles.

En las referencias (Dvorkin, Cavaliere & Goldschmit 1995) (Cavaliere, Goldschmit &
Dvorkin 2001) (Dvorkin, Cavaliere & Goldschmit 2003) pueden verse ejemplos de aplicacién
de este método, llamado de las pseudo-concentraciones o formulacién level-set, a la laminacién
y en (Soto & Codina 2000) su aplicacién al llenado de moldes. En las mismas, el material
modelado es incompresible.

2.3.1 Incorporacién de la superficie libre al balance de masa

Al tratar el problema de la interfase entre dos materiales (m y nm, en este caso) la Ec. (3) debe
cumplirse para cada material por separado y ademds debe satisfacerse una condicién de salto;
es decir,
dtp
%—FV.(t;}m/nm tv)=0 en'Vp ) m (23)

(tvnm —t vm) ., =0 en'T (24)

donde n,, es la direccién normal externa a 'V;, que es el volumen ocupado por el material y ‘T" es
la interfase. La ecuacién de salto (24), se cumplird automaticamente al elegir una interpolacién
continua, de elementos finitos, para la velocidad.

Como las particulas no cambian su densidad inicial, deberd cumplirse que

8OP(X)’ _ D% (xt)
ot * Dt

Por otro lado, si en el instante ¢, en la posicién x, se conoce 'J entonces, conociendo, a través
del transporte de pseudo-concentraciones qué material hay en dicho punto (es decir, conociendo
Op(x,t)), es posible determinar el valor de p(x,t) a partir de la Ec. (5). Reemplazando la
expresién (5) en cada una de las dos ecuaciones (23), se llega a que el cumplimiento de la
conservacién de masa para todo ¢ estd regido por las ecuaciones (7) y (25). Sin embargo,
resolver (25) es equivalente a resolver (21); simplemente debe hacerse una analogia entre los
valores de pseudo-concentraciones y densidades iniciales.

=0; x=¢p(X,t). (25)

2.3.2 Incorporacién de la superficie libre al balance de momento lineal

A partir del teorema del transporte de una superficie de discontinuidad (Marsden & Hughes
1983), se deduce que, al modelar dos materiales separados por una interfase ‘I", debe cumplirse
para cada uno el balance

0= Sl + V. tam/nm en tvm/nma (26)
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donde se han despreciado los efectos inerciales y, ademds, debe cumplirse la condicién de salto,
(topm —'om) nyp =0 en'l, (27)

en ausencia de tensién superficial.

Sin embargo, en el marco de los elementos finitos, al expresar la Ec. (26) en forma débil e
integrar por partes, la relacién (27) queda incorporada como condicién de borde natural. Luego,
no es necesario agregar otra ecuacién al sistema a resolver.

2.4 Propiedades del material

Si llamamos 7, a las propiedades del material, se tomardn a las del no material como
Tnm = Tm/10%; (28)

donde los subindices m, nm se refieren al material y no material respectivamente.
En este caso, estas propiedades (Ec. 19) corresponderan a las propiedades eldsticas del
material; en particular a los pardmetros de Lamé

Aom = Am/103 (29)
de tal manera que

Kpm = Kp/103 (31)

Gum = Gpn/103; (32)

donde K y G son los médulos de compresibilidad, lo cual, de acuerdo a la experiencia numérica,
da levemente mejores resultados que tomar

E.m = Ep/ 10® médulo de Young

Unm = VUm/ 10 médulo de Poisson.

2.5 Forma integral de las ecuaciones del continuo

Balance de momento lineal Considerando un campo de velocidades admisibles en la
configuracién espacial (Simo & Hughes 1998), 6'v, y usando el teorema de la divergencia, la
forma débil de la ecuacion de balance de momento, cuando las fuerzas de inercia son despreciadas,
serd

/ otv - tp Yty +
ty

donde 'V es el contorno de la configuracién espacial, 't = ‘n-
la superficie con normal externa ‘n y

ty to, en tVy,
Lo pm en Vi

Stv - 't tdv —/ §'1: te tdv =0 (33)
20)% ty

to es el vector de traccién sobre
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Transporte del Gradiente de Deformaciones Para el transporte del Gradiente de
Deformaciones, la forma débil se obtiene a través de la técnica de residuos ponderados
(Zienkiewicz & Taylor 1989). Para cada componente de {F, en el sistema cartesiano fijo, se
obtiene, de la Ec. (8),

wle
ty

Donde w;: @ son las funciones de peso SUPG (Hughes 1987) y el indice p va desde 1 al niimero
de nodos de la discretizacién de elementos finitos (NNODES).

t
9 oF:ij tUk 9 t

F..
ot Oxr ° K

— Wiy LFmj | 'dv=0. (34)

Transporte de pseudo-concentraciones Se utiliza la misma técnica que para el transporte
del Gradiente de Deformaciones

ke
A%

3 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

9%
ot

+ by .V(;S] tdy =0 . (35)

3.1 Interpolacién

Se implementa una formulacién de elementos finitos en 3D. Se utilizan hexaedros con funciones
de interpolacién de 8 nodos para cada variable,

LFij (rit) = hy, () SFE(?) (36)
v (r,t) = hy (1) (1) (37)
¢ (ri,t) = hy () t@" () ; (38)

donde hy son las funciones de interpolacién isoparamétricas en 3D, {r;, I =1,2,3} son las
coordenadas naturales en el interior del elemento, f)FZ?, tvk v ¢F son los valores nodales de
deformacién, velocidad y pseudo-concentracién. Notar que se utiliza la convencién de Einstein
para los indices repetidos. Notar que al discretizar la Ec. (34) se obtiene un sistema algebraico
de 9x NNODES ecuaciones acopladas.

Por otro lado, al discretizar (33) se obtienen los vectores de fuerzas nodales equivalentes a

tiempo t;

[tR“t]f = / hi 'p Y tdv + / hi, "t fdv (39)
ty tgv
. oh
tRmtlf: Uk ¢ i'td . 40
[ ]Z ty 0 T Tij @ ( )
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3.2 Linealizacién de la ecuaciéon de balance de momento

Con el fin de obtener el campo de velocidades a partir del balance de momento,

t+At pext]k
[T R

%

_ [t+At pint]k
[T R

i

=0, (41)
se utiliza una forma linealizada de la ecuacién a tiempo t + At,

o([re; — [r™]})

ot

['Re]Y — [FR™Y + At=0 (42)
t+At
donde k=1,..., NNODES yi=1,..., 3.

Teniendo en cuenta que, en una formulacién Euleriana, las fuerzas nodales equivalentes son
funcién de la posicién espacial y el tiempo, la derivada temporal de la Ec. (39) es

9 (pt¥ |
= / hi M tdv + / h [8 tl} tdow. (43)

Dado que el volumen de la configuracién espacial, 'V, no cambia con el tiempo, la derivada
temporal afecta sélo al integrando. Derivando la Ec. (40) se obtiene

o [Rea:t] f

t+At t+At

o (1)

t
57 dv . (44)

_ %[3%]
ty 8l‘j 8t t+At

Por otra parte, la tensién de Caucy, Ec. (16), dependera de las partes isocérica y volumétrica
de la deformacion,

t+At

toij = JU < ﬂm, @) , (45)

con g]?lm,t O interpolaciones, en 8 nodos, de g]?‘ y iy

Arsﬁrsfsij>:| . (46)

wl -

‘01 (Fin' ©) = gy [K (10 )35 4G (P -

1
(‘0)

Luego, por la regla de la cadena,

[5%] ] [Tf] e
mReK”T T
Ot |iias AL t+At
t+At,) k.
+ [8 } [Fkr]t+At Ur s (47)
t+At
P t+At )k ) t+A eretizac 0LF; | 0'e
donde [Flmkr}t—i—At vy oy [F,W] AL v,y son las discretizaciones de =45 y %57,

respectivamente (ver (Demarco & Dvorkin 2005)).
Por simplicidad, se considerara que las fuerzas externas son constantes. Luego, reemplazando
las expresiones obtenidas mds arriba, se obtiene, a partir de (42),
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oh 0 04 m
[oG(22) (v
W 0% N0 Fum/ i t+at

d oy
+ (78, Bl a0} 20t = )

é ([tRezt]f _ [tRint]f) .

Para la ley constitutiva (46),

Ooii | _G (s 2 15 7 27 5
S| = (P + s S ) (49)
y
[ Lo L = (01~ ') g (50)

4 EL ALGORITMO NUMERICO

Dado que se busca el régimen estacionario del proceso de deformacién bajo anilisis, se plantea
un algoritmo de pasos temporales. Utilizando la Ec. (48), se incrementa el tiempo hasta llegar
al régimen estacionario:

|2 — v || < VTOL (51)
El algoritmo implementado es:
1.t=0
2. IF =1 en toda la malla
3. 1o = ¢y
4. ite=10
5. t+ALy(ite) _t
6. tO+AtF(ite) — I;F
7. t+At¢ — t¢
8. ite=1te+1
9. Caleular "WA%Q y HAMFE ysando LHATR(ite-1)

10. Calcular "2 (€) ysando (48) con los valores t+A1Q y Z*Atj:\ y At

11. Calcular 5HAYF0t) ysando (34)

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXV, pp. 487-513 (2006) 497

HtO+AtF('L'te) . tO+AtF(it6*1)H > FTOL
OF vy’ vyt yTOL

THEN GOTO 8

12. IF

13. Calcular 2t¢ usando (35)

14. IF |8t — tv|| > VTOL THEN
t=t+At
GOTO4

15. Se alcanzd el régimen estacionario.

4.1 Convergencia

En este trabajo se ha implementado sélo la aproximacion lineal en At. Resulta importante notar
que, a diferencia de una aproximacién de Newton-Raphson del residuo, en este caso, el equilibrio
se cumplird sélo al llegar al régimen estacionario.

5 EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccién se procede a la implementacién del algoritmo descrito en las secciones anteriores.
Si bien los ejemplos son en 3D, dada la total simetria de los problemas que se tratan (en la
direccién %), los gréficos se presentan en el plano (z,y). El material que se modela es eldstico

—

con el médulo de Young del acero, £ = 2.1 106571%. Todos los casos son analizados utilizando

elementos 3D, hexaedros de 8 nodos de interpolacién de v, 'O, 2.7? y L.

5.1 Problema sin superficie libre: Canal convergente

Con el fin de investigar el comportamiento de la formulacién de elementos finitos, se analiza en
primer lugar la extrusién de un material eldstico al atravesar un canal convergente. Se asume
que las paredes carecen de friccién y que el material llena completamente al canal. Se analizan
dos casos extremos: un material compresible, con un coeficiente de Poisson v = 0.1, y un
material casi incompresible, con un alto coeficiente de Poisson, v = 0.49. En los ejemplos, de no
especificarse lo contrario, se utiliza un At = 1073 s.

Se discute también el efecto de diferentes condiciones de borde. Se consideran dos casos:

Caso 1 [ Velocidad prescrita a la salida del canal }
Carga nula a la entrada del canal

Caso 2 [ Velocidad prescrita a la entrada del canal ]
Carga nula a la salida del canal

En ambos casos % = 0.5 (Fig. 1).
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12 5 9.6

[N

Figura 1: Canal convergente. Malla con 117 elementos. Las distancias
estdn en cm.

5.1.1 Caso 1

Las condiciones de borde para este caso son:

oy = 0 an en las paredes
s
by = wvpeo = 100@ en el borde de salida
s
!F = 1 en el borde de entrada;

donde *v,, es la componente de velocidad normal a la pared.

En las Fig. 2 se muestra la deformacién a lo largo del eje del canal, para el régimen
estacionario, para un material con v = 0.1 y, en las Figs. 3 y 4, los resultados correspondientes
al material con v = 0.49.

Comentarios:

e Para ambos materiales se obtuvo que ‘o, — 0 gﬂ% a la entrada del canal.
e Para ambos materiales ! F},, — 0.5 a la salida del canal (que es el resultado tedrico).

e Cuando v = 0.49, es decir cuando v =~ 0.5, 'F,, ~ 2 a la salida del canal.(y, por
consiguiente, como es de esperar, 'O ~ 1).

e Es importante notar que la distribucién de presién en el caso con v = 0.49 no presenta
inestabilidades (checker modes (Zienkiewicz & Taylor 1989) (Bathe 1996)) en ninguno de
los casos que se resolvieron.

5.1.2 Caso 2

En este caso, se impone:
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1.40E+00

1.30E+00

1.20E+00 4

1.10E+00 4

1.00E+00

—o—F XX
9.00E-01 4

—<—FYY

8.00E-01

7.00E-01 4

6.00E-01

5.00E-01 %gﬁ&

4.00E-01 T T T T T
0.00E+00 5.00E+00 1.00E+01 1.50E+01 2.00E+01 2.50E+01 3.00E+01

Deformation Gradient Tensor

x coordinate

(a)

1.056+00

1.00E+00
9.50E-01 +

9.00E-01 \9
8.50E-01

8.00E-01 -

Theta

7.50E-01
7.00E-01 |

6.50E-01 -

6.00E-01 \ \ \ \ \
0.00E+00 5.00E+00 1.00E+01 1.50E+01 2.00E+01 2.50E+01 3.00E+01

X coordinate

(b)

Figura 2: Canal convergente. Caso 1 (v =0.1). Tensor Gradiente de
Deformaciones a lo largo del eje del canal: (a) Componentes;

(b) *e.
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Figura 3: Canal convergente. Caso 1 (v = 0.49). Tensiones (en 7“%):

(a) *o4s; (b) presion.
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Figura 4: Canal convergente. Caso 1 (v =0.49). Tensor Gradiente de

Deformaciones a lo largo del eje del canal: (a) Componentes;

(b) *e.
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m
by, = 0 % en las paredes
by = wvpeo = 100% en el borde de entrada
tope = 0 J‘(JZ en el borde de salida

En las Fig. 5 se presentan los resultados de elementos finitos correspondientes a las
deformaciones del material con v = 0.1.

Comentarios

e Dado que el material no estd indeformado a la entrada del canal, no se impone el valor de
!Fyr en x = 0 sino que se impone sélo una condicién inicial para ! F,,. Mds adelante se
analiza con mayor detalle este tema.

e Para este planteo de condiciones de borde es posible estimar el valor tedrico de la
deformacién a la salida (sabiendo que ‘o, = 0 a la salida y que LF,, = %)

e Para ambos materiales (v = 0.1 y v = 0.49), se observa una buena convergencia del
algoritmo hacia los resultados tedricos al refinar la malla en la direccién .

1.20E+00

1.10E+00 - 0000,

1.00E+00

9.00E-01 4

—o—FXX
——FYY

8.00E-01 4

7.00E-01

Deformation Gradient Tensor

6.00E-01

5.00E-01 4

4.00E-01 T T T T T
0.00E+00 5.00E+00 1.00E+01 1.50E+01 2.00E+01 2.50E+01

X coordinate

Figura 5: Canal convergente. Caso 2 (v =0.1). Tensor Gradiente de
Deformaciones a lo largo del eje del canal.
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Vp=
Vn:V()

Vt=0
Fij=5;; ?

Vn:

Figura 6: Condiciones de borde para el problema de flujo de un material
eldstico en un canal.

Condiciones de borde para el problema de flujo en un canal En la Fig. 6 se muestran
las condiciones de borde utilizadas al modelar el flujo de material eldstico en un canal. Para
este problema se ha observado que al imponer deformacién nula (§F = 1) a la entrada del canal,
al mismo tiempo que la velocidad, se presentan oscilaciones tanto en las variables §Fy, como
en Uy, = 8;1;. Estas oscilaciones siguen al elemento y se observa que, al llevar al aumentar la
densidad de elementos en Z, la amplitud de las oscilaciones permanece constante en el caso de
la variable { F;;,; y aumenta proporcionalmente en el caso de la variable l,,.

Este comportamiento estaria indicando, como lo confirma la figura 7, una sobredeterminacion
de las condiciones de borde. Notar que, al no imponer {F,, = 1 a la entrada del canal, sino
utilizar el valor §F,, = 1 como condicién inicial del problema, las oscilaciones desaparecen.

—o— FXX=1 at the inflow boundary

—>— FXX not imposed

1.20 4

1.10 4

Fxx

1.00 4

-3.00 2.00 7.00 12.00 17.00 22.00 27.00

Figura 7: Caso2 (v = 0.1) . §F,, alo largo del eje del canal con distintas
condiciones de borde a la entrada del flujo.
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5.1.3 Dependencia con At

Debe tenerse en cuenta que al disminuir At, la cantidad de pasos para llegar al estacionario
crecerd. Por otro lado, a partir de la linealizacién (42), podemos estimar que los resultados
seran més exactos al disminuir At si es que no se presenta ninguna inestabilidad del algoritmo.
La convergencia del algoritmo es lineal con una pendiente que disminuye a medida que disminuye
At.

Para el caso que se ha analizado més arriba para la malla de la Fig. 1 y v = 0.49 se presentan,
en la Fig. 8, los valores de '© a lo largo del eje del canal, para distintos valores de At . En las
mismas se observa la convergencia al disminuir At.

5.2 Incorporacién de la superficie libre: Rodillos

En la Fig 9 se muestra un esquema del problema a tratar para testear el algoritmo completo,
incluyendo el modelado del contacto. El material fluye arrastrado por la friccién con el rodillo.
La velocidad tangencial del rodillo es de 80 cm/s; el material es eldstico con un coeficiente de
Poisson v = 0.3. El paso temporal en todos los casos es At = 81073 s.

5.2.1 Contacto

En el marco del conformado de metales, con el fin de resolver el problema de contacto entre las
herramientas de conformado y el material procesado, nuestro grupo ha venido implementado
condiciones de borde, para la ecuacién del balance de momentos, dependientes del valor de
pseudo-concentracion; ver, por ejemplo, (Dvorkin et al. 2003).

En los nodos correspondientes al borde en el que se encuentra la herramienta (representado
por la linea roja en el esquema de la Fig. 9), se impone sobre la velocidad:

(i) ‘v .n=0 sig(xt)>g (52)
(i)  'v mnlibre si @ (x,t) < ¢,

n = normal a la superficie de contacto.

Entonces, luego de cada transporte de pseudo-concentraciones se imponen las condiciones
(52).

Por otro lado, en lo relativo a las ecuaciones de evolucién de ¢ y F, debe tenerse en cuenta
que, si para algin paso de tiempo, la velocidad normal en un nodo en la superficie de contacto
apunta hacia adentro del dominio, este nodo debe considerarse como parte de I'ep; (22) y, por lo
tanto, se deben imponer condiciones de borde para ¢ y {F en este punto. En (Dvorkin, Cavaliere,
Goldschmit & Amenta 1998) se presenta una técnica que consiste en ampliar el dominio de célculo
mds alld de los nodos de contacto, de tal manera que el limite con la herramienta deje de ser
un contorno de la malla, como se observa en la Fig. 10, que muestra la malla a utilizar en este
problema. Esta técnica evita que los valores (de, en este caso, ¢ y {F) arbitrarios, utilizados
como condicién de borde, estén impuestos sobre la superficie de contacto.
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Figura 8: Canal convergente (v = 0.49).

'© a lo largo del eje del canal

para diferentes At: (a) 0 em < 2z <15 cm; (b) 15 em <z <

27cm.
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Figura 9: Esquema de un problema de laminacién tipo.

Figura 10: Malla del problema.
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5.2.2 Fuerza de friccién

Para completar el modelo de contacto, es necesario incluir el modelado de la fuerza de friccion
que se producird entre el material y la herramienta de trabajo. Aqui se utilizard un modelo de
friccién de Coulomb. El mismo se origina en modelos para cuerpos rigidos que, al extrapolarse
a modelos del continuo son aplicados a cada punto de la interfase de contacto (Belytschko, Liu
& Moran 2000).

Vi 1

Figura 11: Condiciones de borde de friccién.

Sobre la interfase de contacto, se imponen condiciones de borde de velocidad y traccién (ver
Fig. 11). La condicién de borde sobre la velocidad sera normal a la interfase y estard dada por
la velocidad de la herramienta y la condicién de borde de traccién, tangente a la interfase, estard
dada por la siguiente relacién

fs = —pp (Vre - £)t (53)
donde
% si Ve - 8| > VMIN
Hp = ; (54)

P Si |vye - t] < VMIN

donde VMIN es cierto pardmetro impuesto y m es coeficiente de friccién dindmica (0 < m < 1),
|onn| la componente normal del tensor de tensiones de Cauchy, t el vector tangente a la interfase
entre el material y la herramienta,

t

Vypel = vV =V
v = velocidad del material
vy = velocidad de la herramienta en la superficie de contacto.

5.2.3 Resultados

En la Fig. 12 se muestran los mapas de colores de las velocidades en x y de la componente yy
de la deformacién y de la tensién para un problema con m = 0.7. La malla utilizada tiene 2283
elementos (10).

La Fig. 13 muestra la velocidad relativa en el arco de contacto. Se observa que, para este
problema eldstico, existe una zona neutra, no puntos aislados como se encuentran, por ejemplo,
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Figura 12: ‘v, §F,, vy oy, para el problema con superficie libre.
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Figura 13: Velocidad relativa en los puntos del arco de contacto para
diferentes p$"*® para un material con m=0.7.
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en los modelos de laminacién descritos en (Dvorkin et al. 1998) en los cuales se utiliza un modelo
de material viscopldstico. Se resuelve el problema con p§2"¢ = 107, 10° y 1010 (%)

En la Fig. 14 se muestra la variacién del largo del arco de contacto para materiales que sélo
difieren en el coeficiente de friccién, m. Como es de esperar, al reducirse m, se reduce el largo
—

del arco. Estos célculos fueron hechos con un p§9"e = 107%.

1.00E+00
0.00E+00 - HERICIAHAAAAIAAN TR
16.0 165 17.04 17.5 18§:||:F18.5 19.0
+
-1.00E+00 1 X &
+
—_ a
0 % + o
£ o
S -2.00E+00 1 X 4 o
2 X o + X m=0.7
o o + +m=05
-3.00E+00 + o
4t o o o m=0.3
[m]
o o
-4.00E+00 =
o a
[m]
Dlj:‘ I:|I:||:|
-5.00E+00 1
-6.00E+00

x (cm)

Figura 14: Velocidad relativa para distintos coeficientes m, al principio
v al final del arco de contacto.

5.2.4 Interfase: detalles de implementacién

e En los elementos cortados por la interfase, en la ecuaciéon de balance de momento lineal, es
necesario incrementar la cantidad de puntos de integracién para el cédlculo de las matrices
elementales. Para el elemento hexaedro, se deben utilizar por lo menos 4 puntos de Gauss
para cada direccién espacial. Esto es sélo una aproximacién ya que las cuadraturas no
son convergentes en los casos de integrales de funciones discontinuas; sin embargo de
la experiencia numérica surge que los resultados no difieren apreciablemente respecto a
utilizar otras técnicas de integracién de funciones discontinuas.

e Dado que se utiliza una interpolacién continua para las componentes del tensor Gradiente
de Deformaciones, la capa extra de elementos influenciard los resultados en la superficie
de contacto. Esto no es deseable; por lo tanto, para eliminar este efecto, no se considera
el aporte de los elementos de la capa al resolver la evolucién de ! F.
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5.2.5 Dependencia con At

Se ha observado que al disminuir At, se presentan oscilaciones en los valores de las componentes
de deformacién normales a la interfase. Es decir, si la interfase fuera una linea en Z, la
componente ! F,, presentarfa una oscilacién de su valor cerca de la interfase (ver (Demarco
2006)). Como se analiza en (Demarco 2006), estas oscilaciones dependen de At y de la densidad
de elementos en esta direccién. Cuanto mayor es la densidad cerca de la interfase, mds cerca
de la interfase se amortiguan las oscilaciones. Cuanto mayor es At mayor es la difusién en esta
direccién. Dado que con determinados pasos temporales no se obtienen oscilaciones, para el
ejemplo que se presenta, se utiliza un At que cumple con el compromiso de no presentar grandes
oscilaciones pero que no es tan grande que la interfase pierda definicién (excesiva difusion).
Igualmente, queda como trabajo futuro poder determinar con exactitud un rango de validez del
At.

6 CONCLUSIONES

Se desarrollé una nueva formulacién de elementos finitos para modelar procesos estacionarios
con deformaciones eldsticas finitas. La nueva formulacién se basa en una descripcién Euleriana
del movimiento y en la recuperacién de la historia de deformacién a través de la integracién del
tensor Gradiente de Deformaciones a lo largo de las lineas de corriente. Esta nueva formulacién
es estable y provee buenos resultados para un amplio rango de coeficientes de Poisson.

Se completé la formulacién anterior con la descripcién de la superficie libre a través del
método de las pseudo-concentraciones o formulacién level set. Se estudiaron ejemplos con las
condiciones de borde de los problemas de laminacién.

Este algoritmo es el primer paso hacia el desarrollo de una formulacién Euleriana que describa
deformaciones elasto-plasticas con la finalidad de describir procesos de conformado masivo de
metales en los cuales las deformaciones eldsticas no son despreciables.
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