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Resumen.El objetivo del presente trabajo es desarrollar una nueva formulación isot́ermica
que considera el comportamiento fenomenológico del medio no saturado basado en combi-
nación de estados y con inclusión de la variacíon de la saturacíon con la succíon. Debido a la
capacidad de representar situaciones lı́mites, el modelo establece un puente entre algunas de
las diferentes formulaciones aparecidas en losúltimos ãnos y permite ser usada para los cita-
dos fines. Finalmente, mediante la utilización del ḿetodo de los elementos finitos se resuelve el
problema de una fundación superficial y se comparan los resultados con los obtenidos a partir
de formulaciones simplificadas presentadas en trabajos previos.
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1. INTRODUCCI ÓN

Si bien durante los primeros años el empirismo fue el procedimiento más explotado para
abordar el estudio de suelos no saturados, en la actualidad las aplicaciones del método de los
elementos finitos a modelos matemáticos de consolidación han evolucionado de manera tal que
se han logrado importantes avances para predecir el comportamiento de este tipo de medio
poroso con una base conceptual más fundamentada.

Surge del ańalisis de numerosas publicaciones especializadas en el tema, que la mayorı́a
de los modelos adoptados parten de una modificación o adecuación de modelos realizados por
Schrefler et al1,2 y Khalili et al,3,4 entre otros. Resulta de interés establecer un principio de
criterios que puedan mediar entre las diferentes formulaciones y servir de herramienta para
la toma de decisiones. Este intento por establecer dichos criterios durante el presente trabajo,
condujo a la obtención de una nueva formulación que si bien constituye por si sola un nuevo
enfoque para el problema y por lo tanto una alternativa de uso, se cree que su aporte fundamental
permite definir en forma cualitativa, zonas de mejor desempeño para formulaciones siḿetricas
simplificadas y zonas donde se deberı́a recurrir casi obligatoriamente a esquemas mas complejos
entre los cuales está el desarrollado en el presente artı́culo. Para la mencionada decisión, se
usa el rango de variación de la saturación a lo largo del proceso definido a través de la curva
caracteŕıstica.5

Porúltimo es menester resaltar que el problema de flujo en medios porosos con o sin trans-
porte de masa es de gran importancia en muchas disciplinas de la ingenierı́a. El ańalisis de este
tipo de feńomenos, sin considerar efectos térmicos, es de relevancia para el estudio de esta-
bilidad en edificios y otras estructuras civiles como presas de tierra en elárea comprendida por
la regíon N.E. de Argentina, sur de Paraguay y S.O. de Brasil. Por esta razón resulta de sumo
inteŕes rescatar los valores de formulaciones simples y especialmente si estas pueden conservar
la simetŕıa del sistema de ecuaciones redundando en ahorro sustancial de tiempo y memoria de
máquina.

2. MODELO CONCEPTUAL

Se puede describir la formulación presentada como un conjunto de tres elementos, un modelo
de deformacíon, un modelo de flujo de agua y otro de flujo de aire.

Las ecuaciones constitutivas mecánicas se expresan en términos de tensión efectiva, teniendo
esto la ventaja de manejar una sola variable además de facilitar el pasaje de un sistema bifásico
a uno trif́asico pues mantiene el mismo conjunto de variables.

El modelo de flujo está basado en la interacción de las dos fases de fluido: agua y gas. El
acoplamiento entre el flujo y el campo de deformaciones se realiza mediante la introducción de
paŕametros que relacionan las presiones de las fases agua y aire con un cambio en la configu-
ración de la matriz de deformaciones.
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3. ECUACIONES QUE GOBIERNAN EL PROBLEMA

3.1. Equilibrio mecánico

Para describir la relación tensíon-deformacíon en un suelo no saturado, se considera un vol-
umen representativo de suelo sujeto a una tensión externa totalσij . El estado de tensiones en
este volumen de suelo debe satisfacer las siguientes ecuaciones de equilibrio5 :

∂σij

∂xj

+ Fi = 0 (1)

Extendiendo el concepto de tensiones efectivas a suelos no saturados y considerando los
efectos de las presiones de agua y aire en los poros, la tensión totalσij y la tensíon efectivaσ

′
ij

pueden relacionarse en forma incremental según la siguiente expresión:

dσ
′

ij = dσij − a1dpwδij − a2dpgδij (2)

Siendodpw y dpg diferenciales de presión de los poros de agua y aire respectivamente, ya1

y a2 los paŕametros de tensión efectiva para las fases agua y aire. Se obtuvo3 , a partir de la
descomposición del estado general de tensiones en la suma de estados de fácil determinacíon
de las deformaciones volumétricas, la siguiente forma de la ecuación de equilibrio mećanico:

σ̇
′

ij = σ̇ij − a1ṗ
wδij − a2ṗ

gδij (3)

siendo:

a1 =
cm

c
− cs

c
(4)

a2 = 1− cm

c
(5)

cm = 1
Km

Compresibilidad de la estructura de suelo con respecto a un cambio en la succión
c = 1

KT
Compresibilidad drenada de la estructura de suelo

Originalmente Khalili and Khabbaz3 no explicitanKm . Una aproximacíon se logra luego de
igualar la (3) con la ecuación de equilibrio mećanico obtenida por Lewis and Schrefler1 :

dσ
′

ij = dσij − αSwdpwδij − αSgdpgδij (6)

SiendoSw y Sg las saturaciones correspondientes a las fases agua y aire respectivamente, a
partir de esta comparación, se obtiene la siguiente expresión del valor de la compresibilidad de
la estructura de suelo ante un cambio en la succión (recordar queSw = f (pg − pw))

Km =
KT Ks

SwKs + SgKT

(7)

Coincidiendo con la expresión cualitativa,3,6 dado queSw → 1 cuandoKm → KT
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3.2. Modelo de Flujo. Fase Agua

El flujo de agua en suelos saturados y no saturados puede describirse mediante una combi-
nacíon de la Ley de Darcy y de la de conservación de la masa de fluido. Según Darcy5 :

− 1

ρw

∂

∂xi

(
ρw kwi

γw

∂pw

∂xi

)
= −nwcf

dpw

dt
+

1

V

dVw

dt
(8)

3.3. Modelo de Flujo. Fase Aire

El flujo de aire a trav́es de un suelo no saturado es a menudo descripto usando la Ley de Fick.3

Para condiciones isotérmicas, y teniendo en cuenta la concentración de aire con respecto a una
unidad de volumen de suelo, se puede obtener una forma modificada de dicha ley satisfaciendo
la conservacíon de la masa de aire, y siguiendo exactamente los mismos procedimientos que
para la fase agua se tiene:

− 1

ρg

∂

∂xi

(
D∗

i

∂pg

∂xi

)
= −ng

P

dpg

dt
+

1

V

dVg

dt
(9)

Las ecuaciones (8) y (9) son las que describen el flujo de agua y aire a través de un medio
poroso no saturado. Ńotese que existen 2 ecuaciones y 4 incógnitas (pw, pg, Vw y Vg), por lo tan-
to se necesitan dos ecuaciones adicionales, las ecuaciones que pueden obtenerse relacionando
dVg/dt y dVw/dt a las variables primariaspw, pg y a las componentes de desplazamientosui.

Esto supone habilitar las ecuaciones (6),(8) y (9) para resolverlas simultáneamente, sien-
do que los desplazamientos son explicitados en la ecuación (6) cuando se utiliza la ecuación
constitutiva correspondiente.

3.4. Deformacíon del poro de agua y del poro de aire

Para establecer las relaciones requeridas entredVw/dt y las variables primarias de fluido,
Khalili,3 considera un volumen representativo de medio poroso no saturado sujeto a las si-
guientes condiciones:

1) Correspondiente a una presión isotŕopica externa dedσ, una presíon interna de aguadpw,
y una presíon interna de airedpg.

2) Se refiere a presiones externas e internas iguales adpw.
3) Correspondiente a una presión externa y del poro de aire iguales adpw, y presíon del agua

igual a cero.
A partir de este ańalisis, y luego de aplicar el teorema de reciprocidad a los casos [(1) - (2)],

[(1) - (3)], y [(2) - (3)], Khalili y Khabbaz3 obtienen la siguiente relación:

1

ρw

div (ρwSwννs)− nSw

Kw

ṗw −
α− n

Ks

S2
wṗw + αSw

dεii

dt
− α− n

Ks

SgSwṗg

−
(

α− 2

Ks

Swdpw − α− 2

Ks

Swdpw

)
Ṡw + Sw

α− 2

KT

(
Sg

dpc

dt
dpcṠg

)
= 0

(10)
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Para extender el razonamiento anterior a la fase aire, se agregan dos nuevos estados:

Figura 1: Casos 4 y 5

CASO (4):
dV III = V csdpg

dV III
w = nwV csdpg

dV III
g = ngV csdpg

CASO (5):
dV IV = V (c− cm + cs) dpg

dV IV
w = nwV (c− cm + cs) dpg

dV IV
g = Desconocido

El caso (4) se refiere a presiones externas e internas iguales adpg.
El caso (5) corresponde a una presión externa y del poro de agua iguales adpg, y presíon del

aire igual a cero.
A partir de este nuevo análisis, aplicando el teorema de reciprocidad a los casos [(1) - (4)],

[(1) - (5)], y [(4) - (5)] , se obtienen las siguientes relaciones:

(dV − dVw) dpg = −dV IV
g dpg + V [(c− cm + cs) dσ − nw (c− cm + cs) dpw] dpg (11)

V (c− cm + cs) (dpg − nwdpg) dpg − dV IV
g dpg = V (csdpg − nwcsdpg) dpg (12)

(dV + dVw − dVg) dpg = V csdpgσ − nwV csdpgdpw − ngV csdpgdpg (13)

Resolviendo las ecuaciones ((11) - (13)) paradVg, y reemplazando en la ecuación (9) se
puede obtener las siguientes relaciones:

− 1

ρg

∂

∂xi

(
D∗

i

∂pg

∂xi

)
= −nSg

P
ṗg + αSg ε̇ii −

(α− n)

Ks

SwSgṗ
w − (α− n)

Ks

S2
g ṗ

g

−(α− n)

Ks

Sgdpw dSw

dt
− (α− n)

Ks

Sgdpg dSg

dt
− Sg

(α− n)

KT

(
Swṗc + dpc dSg

dt

) (14)

Donde:ṗc = ṗg − ṗw
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4. ECUACIONES QUE GOBIERNAN LA CONSOLIDACI ÓN DE SUELOS NO SA-
TURADOS

Ordenando las ecuaciones que gobiernan la consolidación no saturada, quedan las siguientes
expresiones:

EQUILIBRIO MECANICO: reemplazando por sus valores los coeficientes de la Ec. (3) se
tiene:

σ̇
′

ij = σ̇ij − a1ṗ
wδij − a2ṗ

gδij (15)

FASE AGUA: operando a partir de la Ec. (10), se obtiene:

1

ρw

div (ρwSwννs) + αSw ε̇ii−{
nSw

Kw

−
[
α− n

Ks

Sw

(
dpw dSw

dpc
− Sw − dpg dSw

dpc

)
− Sw

α− n

KT

(
Sg − dpc dSw

dpc

)]}
ṗw = 0

(16)
FASE AIRE: las ecuaciones constitutivas correspondientes a esta fase pueden obtenerse me-

diante operaciones algebraicas a partir de la Ec. (14):

1

ρg

∂

∂xi

(
D∗

i

∂pg

∂xi

)
− nSg

P
ṗg + αSg ε̇ii −

(α− n)

Ks

SwSgṗ
w − (α− n)

Ks

S2
g ṗ

g

−(α− n)

Ks

Sgdpw dSw

dt
− (α− n)

Ks

Sgdpg dSg

dt
− Sg

(α− n)

KT

(
Swṗc + dpc dSg

dt

)
= 0

(17)

Haciendo:

dSw

dt
=

dSw

dpc

dpc

dt

dSg

dt
=

dSg

dpc

dpc

dt
= −dSw

dpc

dpc

dt

Se obtiene:

1

ρg

∂

∂xi

(
D∗

i

∂pg

∂xi

)
+ αSg ε̇ii −

(α− n)

Ks

SwSgṗ
w −

(
nSg

P
+

(α− n)

Ks

S2
g

)
ṗg+[

(α− n)

Ks

Sgdpg dSw

dpc
− (α− n)

Ks

Sgdpw dSw

dpc
− Sg

(α− n)

KT

(
Sw − dpc dSw

dpc

)]
ṗc = 0

(18)

Realizando la descomposición ṗc = ṗg − ṗw, puede expresarse la ecuación anterior como:
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1

ρg

∂

∂xi

(
D∗

i

∂pg

∂xi

)
+ αSg ε̇ii−{

α− n

Ks

SwSg + Sg

[
α− n

Ks

(dpg − dpw)
dSw

dpc
− α− n

KT

(
Sw − dpc dSw

dpc

)]}
ṗw

−
{

nSg

P
+

α− n

Ks

S2
g − Sg

[
α− n

Ks

(dpg − dpw)
dSw

dpc
− α− n

KT

(
Sw − dpc dSw

dpc

)]}
ṗg = 0

(19)
Finalmente se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

σ̇
′

ij = σ̇ij − a1ṗ
wδij − a1ṗ

gδij

− 1

ρw

div (ρwSwννs) = a1ε̇ii − a11ṗ
w − a12ṗ

g

− 1

ρg

∂

∂xi

(
D∗

i

∂pg

∂xi

)
= a2ε̇ii − a21ṗ

w − a22ṗ
g

(20)

Donde:

a1 = αSw

a2 = αSg

a11 =

{
nSw

Kw

+
(α− n)

Ks

Sw

(
Sw + (dpg − dpw)

Cs

n

)
− Cw

s

}
a12 =

{
(α− n)

Ks

Sw

(
Sg − (dpg − dpw)

Cs

n

)
+ Cw

s

}
a21 =

{
(α− n)

Ks

Sg

(
Sw + (dpg − dpw)

Cs

n

)
+ Cg

s

}
a22 =

{
nSg

P
+

(α− n)

Ks

Sg

(
Sg − (dpg − dpw)

Cs

n

)
− Cg

s

}
y siendo:

Cs =
ndSw

dpc

Cw
s = −Sw

(α− n)

KT

(
Sg − dpc dSw

dpc

)
Cg

s = −Sg
(α− n)

KT

(
Sw − dpc dSw

dpc

)
De esta manera se obtiene un sistema de ecuaciones acoplado no simétrico que permite

modelar el comportamiento del suelo no saturado ante el fenómeno de consolidación.

Beneyto, Pablo A.�, Di Rado, H´ector A.�, Mroginski, Javier L.�, Awruch, Armando M

521



5. EJEMPLO NUM ÉRICO

En este ejemplo se pretende modelar la consolidación de suelos no saturados mediante la
formulacíon (20) adoptando dos situaciones, la primera teniendo en cuenta la variación de la
saturacíon con la succíon, lo que conduce a sistemas de solución no siḿetricos, y la segunda sin
considerar dicha variación , haciendodSw/dpc = 0 (sistemas de solución siḿetricos).

El ejemplo consiste en una masa de suelo de 10m x 10m sometida a las cargas de una
fundacíon superfical (ver figura 2). La discretización se realiźo mediante elementos finı́tos
serendiṕıtos de 8 nodos, haciendo una mayor concentración de elementos en la cercanı́a de
las cargas, con el objeto de poder representar mejor las variaciones de presión generadas en
dicha zona.

Datos del problema:
Carga: q = 100 kpa
Módulo de elasticidad: E = 100 kpa
Coeficiente de Poisson:υ = 0.3
Ángulo de friccíon interna(rad):ϕ = 0.1745
Cohesíon: C = 100 kpa
Relacíon de vaćıos inicial: e = 0.6
Coeficiente de Compresibilidad grano: ks = 10000000 kpa
Coeficiente de Compresibilidad fluido: kf = 1000000 kpa
Coeficiente de Permeabilidad: k = 0.000864 m/dı́a

Figura 2: Mallado y cargas en la masa de suelo

En cuanto a las condiciones de contorno impuestas (ver figura 3) se ha restringido los des-
plazamientos según el eje x y el eje z en todos los nodos laterales y en la base se restrin-
gió adeḿas el eje y. El drenaje solo se permite por la superficie. De este modo, y por la simetrı́a
meridional del ejemplo, solo basta con modelar la mitad de la masa de suelo.
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Figura 3: Condiciones de contorno de la masa de suelo

A continuacíon se presentan los resultados de presión de poro de agua y descenso corres-
pondientes al nodo 330 mostrado en la figura 2 para formulaciones simétricas y no siḿetricas,
pudiendo observarse que para valores extremos de saturación la diferencia entre ambas formula-
ciones se minimiza, lo cual justifica la utilización del modelo siḿetrico simplificado para dichos
casos.
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Figura 4: Descensos del nodo 330 para diferentes grados de saturación
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Figura 5: Presíon de poro de agua del nodo 330 para diferentes grados de saturación
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Figura 6: Presíon de poro de agua luego de finalizada la carga

Figura 7: Presíon de poro de agua a los 5 dı́as

Figura 8: Presíon de poro de agua a los 20 dı́as
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6. CONCLUSIONES

Se ha presentado un modelo matemático para la simulación del proceso de consolidación
de suelos no saturados basado en el comportamiento básico del suelo no saturado.

Se ampĺıan trabajos anteriores,3,4 mediante el agregado de su interacción con otros ḿeto-
dos y la consideración de la variacíon de la saturación con relacíon a la succíon.

Se han establecido puntos de contacto entre el modelo aquı́ presentado y las formula-
ciones basadas en ecuaciones de conservación,1,2,5 de amplia aplicación a problemas ḿas
complejos.

Se muestra que las ecuaciones (20) contienen perfectamente a los casos saturados6,7 y al
caso parcialmente saturado sin considerar la variación de la saturación con la succíon.3

Estoúltimo es importante porque la formulación resultante conduce a matrices simétricas.

Mediante la formulacíon desarrollada es posible recomendar lı́mites de aplicabilidad de
los modelos con matrices simétricas3 y condiciones en las que formulaciones más com-
plejas y generales con matrices no simétricas, deben ser usadas.
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directas usando el ḿetodo de los elementos finitos.Centro de Informacíon Tecnoĺogica
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