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Resumen. La Tomografia de Impedancia Eléctrica (TIE) es una técnica de ensayo no destructivo que
estima las propiedades eléctricas en el interior de un cuerpo, a partir de mediciones electrostaticas to-
madas en su contorno. Esta técnica puede ser usada también para determinar defectos como cavidades
o fisuras en el interior del material, mediante su identificacién con las singularidades en la variacién
espacial de la funcioén que representa la conductividad eléctrica. Un enfoque comun para la solucién de
este tipo de problemas consiste en su formulacién como un problema de optimizacién topoldgica, en
el cual la funcién objetivo estd dada por una medida de la fidelidad de datos de potencial eléctrico en
el contorno, y las incégnitas a determinar son representadas por las cavidades internas del material. En
este trabajo discutimos algunos aspectos de la aplicacién de la derivada topolégica a este problema. La
derivada topoldgica del funcional de costo es un campo escalar que brinda informacién acerca de su sen-
sitividad cuando una cavidad infinitesimal es creada en el dominio. Esta propiedad es, por lo tanto, usada
en un algoritmo de actualizacién tal como uno propuesto en (A. Carpio y M. L. Raptn, Inv. Problems, 28
(2012)), a fin de determinar la forma, tamafio y ubicacién de defectos en el interior del cuerpo. En este
trabajo se presenta ademads el procedimiento de calculo de la derivada topoldgica del funcional de costo,
siguiendo la metodologia propuesta en (A. A. Novotny y J. Sokolowski, Springer, (2013)) y se desarro-
llan experimentos numéricos empleando datos sintéticos para las mediciones de contorno, comentdndose
los resultados obtenidos.
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1. INTRODUCCION

La tomografia de impedancia eléctrica (TIE) es un método que estima la distribucion espacial
de las propiedades electromagnéticas en el interior de un cuerpo, mediante mediciones de volta-
je en la superficie exterior, generado por la aplicacion de corriente eléctrica en dicha superficie.
La reconstruccion de la forma y ubicacion de objetos inmersos en un medio inaccesible, cons-
tituye un problema recurrente en varias disciplinas, entre las cuales la TIE se muestra atractiva.
La informacion obtenida de las propiedades electromagnéticas en el interior del cuerpo pueden
ser usadas para tal fin, constituyendo una metodologia usada, por ejemplo, como ensayo no des-
tructivo (Eggleston et al., 1990), para la ubicacién de depdsitos minerales (Parker, 1984) o en el
ambito médico para el diagndstico por imédgenes (Holder, 1993). Sin embargo, en contraposi-
cion a las numerosas ventajas practicas de esta técnica, existe una limitacion en su uso debido a
la ineficiencia de los métodos actuales para la reconstruccion de las propiedades electromagné-
ticas (Lionheart, 2004). La determinacién del campo incégnita constituye un problema inverso
no lineal y mal condicionado. La no linealidad se manifiesta por la fuerte dependencia del flujo
de corriente y el potencial respecto al campo de conductividad y permitividad. Por otra parte,
es bien conocido que este problema es mal condicionado en el sentido de Hadamard (1923),
y se debe principalmente a la pérdida de continuidad del mapeo inverso, el cual depende de la
regularidad de los campos incognitas (Borcea, 2002).

Para la aplicacion exitosa de la TIE es, por tanto, fundamental el disefio de algoritmos de
reconstruccion eficientes y estables. En la literatura se proponen un gran nimero de métodos
numéricos, de entre los cuales se mencionan aquellos de naturaleza variacional (Yorkey et al.,
1987; Santosa y Vogelius, 1991; Rondi y Santosa, 2001; Lionheart, 2004; Chung et al., 2005;
Lechleiter y Rieder, 2006). Estos se basan en la minimizacién de un funcional de ajuste de
tipo cuadrados minimos, definido en el contorno del cuerpo, que considera el error entre los
valores reales de potencial y el valor de potencial obtenido con la reconstruccién, y presentan
las propiedades eléctricas como incégnitas a determinar.

El problema de identificacion de cavidades aisladas en un dominio plano, realizando medi-
ciones electrostaticas en el contorno del cuerpo, puede ser considerado como una caso especial
de TIE, en el cual la conductividad se asume conocida, en el sentido que sélo puede tomar dos
valores: 0 para aquellos puntos del dominio que representan las cavidades, y 1 para aquellos
puntos que conforman el cuerpo macizo. Es decir, la conductividad juega el mismo rol que la
funcién caracteristica del dominio desconocido. En este sentido, un modelo matematico comun
consiste en la formulacion del problema de la TIE como un problema de optimizacion topo-
l6gica, en el cual la incognita a determinar es la funcion caracteristica de las cavidades del
cuerpo. En este trabajo discutimos algunos aspectos de la aplicacién de la derivada topoldgica
para la solucién del problema de optimizacién topoldgica. La derivada topolégica del funcional
de costo es un campo escalar que brinda informacién acerca de su sensitividad cuando el do-
minio es perturbado con la creacion de una cavidad infinitesimal. Esta propiedad es aqui usada
en un algoritmo de actualizacién similiar a uno propuesto por Carpio y Rapun (2013), a fin de
determinar la forma, tamafo y ubicacion de los defectos en el interior del cuerpo.

Luego de esta breve introduccidn, en la siguiente seccion se realiza el planteo formal del
problema de la TIE, incluyendo la definicién del problema directo y del problema inverso. En
la seccion 3 se describe la técnica de reconstruccion basada en la derivada topoldgica del fun-
cional de costo del problema, como asi también el procedimiento de obtencién de la expresion
analitica que la define, siguiendo la metodologia propuesta por Novotny y Sokolowski (2013).
En la seccion 4 se propone una aplicacién experimental, comentando los aspectos numéricos
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resultantes y finalmente el trabajo concluye con algunas observaciones y agradecimientos.

2. DEFINICION DEL PROBLEMA DE IMPEDANCIA

En el problema de la TIE se intenta reconstruir la conductividad y la permitividad, empleando
mediciones simultdneas de voltaje y corriente en el contorno accesible del cuerpo. Se denota
el interior del cuerpo con € C R? un conjunto abierto y acotado, simplemente conexo, con
contorno suave JS2. En el interior, el potencial eléctrico u = u(z) satisface

V-vy(z,w)Vu =0 (1)

donde v = o + iwe, siendo o la conductividad eléctrica, € la permitividad y w la frecuencia
angular de la corriente aplicada. La derivacion de las ecuaciones de Maxwell puede verse en
(Cheney et al., 1999). Cuando se aplica una corriente de frecuencia nula o suficientemente
pequeia, el campo magnético puede ser despreciado, es decir v = o, obteniéndose el problema
inverso de conductividad, el cual se considera en este trabajo.

La corriente es aplicada a través de electrodos ubicados en el contorno del cuerpo. Para
considerar este efecto, se pueden proponer diferentes condiciones de contorno. Una forma de
hacerlo es con el planteo de una condicién de Neumann continua,

oOpu = f en 011, (2)
con la correspondiente medicion de voltaje en el contorno
U= Up, en o). (3)

Aqui, n es la normal unitaria externa, J,, denota la derivada normal y f la corriente que ingresa
al interior del cuerpo. El problema de Neumann (1)-(2) admite solucién siempre que se cumpla
/. aoJ = 0, que es precisamente la ley de conservacion de la carga eléctrica. Para determinar
el potencial de manera univoca, se propone un potencial de referencia dado por |, ao U = 0.Se
nota también que el potencial medido en el contorno cumple f a0 Um = 0.

Si se asume que €2 contiene un nimero finito de cavidades «; C (2, el problema inverso de
identificacion consiste en determinar el dominio desconocido k = UL, ;, a partir de la aplica-
cion de la corriente f y la medicion correspondiente del voltaje en el contorno. Si se considera
la aplicacién de un dnico patrén de corriente, una medicién de voltaje, y una conductividad
homogénea en el cuerpo, el problema inverso puede ser formulado como: Dados f y u,, perte-
necientes a algdn espacio apropiado, encontrar (u, ) tal que satisface

Au = 0 enQ\k

ou = f endfd

dyu = 0 endk “)
u = U, enoi

Introduciendo la funcidén caracteristica x, de x para representar configuraciones arbitrarias
de , el problema (4) puede expresarse como

V- 1-xx)Vu = 0 enQ
Ohu = [ enof) (5)

U = U, enofl.
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Este problema puede escribirse de forma variacional, lo cual resulta muy util para el trata-
miento numérico. Es decir, el problema de la TIE puede reformularse como un problema de
optimizacion con vinculo, este ultimo dado por la ecuacién de estado. El problema queda en-
tonces definido como: Encontrar (u, x,) tal que minimiza

1
o) =5 [ o=l ©

dénde u resuelve el problema (5). Se nota que siendo u = u(x,), el funcional (6) puede con-
siderarse s6lo como funcién de y,. En lo que sigue usaremos la notacién F'(y,) para notar
explicitamente esta dependencia. El problema asi definido presenta similitud al problema de
optimizacion topoldgica (Bendsge y Sigmund, 2003) y disefio 6ptimo (Ambrosio et al., 2000).

3. RECONSTRUCCION DE LOS DEFECTOS

Para la determinacién del conjunto x, se emplea la informacién brindada por la derivada to-
poldgica del funcional de forma que interviene en el problema. La derivada topolégica mide la
sensitividad de un funcional con respecto a perturbaciones en el dominio (Novotny y Sokolows-
ki, 2013) y fue introducida en forma rigurosa por Sokolowski y Zochowski (1999) como una
justificaciéon matemadtica del llamado "bubble method"(Eschenauer et al., 1994). La derivada
topoldgica se puede obtener mediante una andlisis asintético de la solucién cldsica del proble-
ma de valor de contorno en un dominio singularmente perturbado, combinado con el andlisis
asintotico del funcional de forma (Novotny y Sokolowski, 2013).

Se considera una perturbacién en el dominio 2 C R?, confinada en una bola abierta B, (%),
de radio € y centro & € (), con B.(%) € , es decir B.(#) C Qy dist(0B.(#),09Q) > 0.
Si denotamos xq y xp. a las funciones caracteristicas de €2 y B.(%), respectivamente, . =
Xa — Xs. es la funcién caracteristica del dominio perturbado 2, = Q \ B.(Z). Denotando con
Z (xq) un funcional de forma (Sokolowski y Zochowski, 1999), tal como el definido en (6), la
derivada topoldgica de .7 () en Z se define en general como

sy e Z(Xe) — F (xa)

(7)

donde g(e) es una funcién positiva que satisface lim._,o g(¢) = 0 (Sokolowski y Zochowski,
1999). Si asumimos que el funcional .% () admite la siguiente expansion

7 (Xe) = 7 (xa) + 9(6)Z7(Z, xa) + 0(g(¢)), (8)

donde el residuo o(g(¢)) satisface la propiedad o(g(¢))/g(e) — 0sie — 0, se nota que si se
remueven de €) pequeiias bolas centradas en z en dénde Z#(Z, xq) < 0, el funcional expandido
decrece su valor. Este comportamiento sugiere una estrategia de minimizacion, la cual es usada
por ejemplo en (Carpio y Rapin, 2012; Céa et al., 2000). Para hacer uso de esta técnica de
minimizacién, es necesario obtener una expresion explicita de la derivada topoldgica del fun-
cional de costo (6), para lo cual se sigue la metodologia propuesta por Novotny y Sokolowski
(2013). Esta establece que la derivada topolégica de un funcional .% (xq) evaluada en z puede
determinarse a partir de

d
27(Z, xa) = lim

=0 ¢'(e) d_€y(xg) ©)

donde d%ﬁ (xe) es la derivada ("shape derivative") del funcional .% (x.) con respecto a un pa-
rdmetro pequefio positivo . Se nota que (9) se obtiene formalmente a partir de (7) aplicando
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el teorema de I’Hopital. A continuacion presentamos los pasos para evaluar (9) considerando el
funcional de forma correspondiente al problema de la TIE.

Formulacién del problema

El funcional de costo en el dominio original no perturbado se define como

1
(x0) = Falw) = [ Ju= (10)

donde la funcién escalar u es solucién del problema variacional: Encontrar u € 57 tal que
resuelve

/Vu-Vw— fw=0 Ywe 2, (11)
Q Pl9)

donde
I = {UEHI(Q)Z/ v:O} (12)
o0

La formulacién fuerte correspondiente al problema variacional (11) es: Encontrar u tal que

Au = 0 en €
ou = f en 0N (13)

faﬂu =0

A continuacion se plantea el problema en el dominio perturbado. Dado z € €2 y asumiendo
€ > (0 se considera el siguiente funcional

1

FO) = P =5 [ = (14)

donde la funcién escalar u. resuelve el problema variacional: Encontrar u. € JZ tal que resuel-
ve

/ Vu, - Vw — fw=0 Yw e I, (15)
Q. 90

donde
T = {vEHl(QE):/ v:()} (16)
0.

La formulacion fuerte correspondiente al problema variacional (15) es: Encontrar u, tal que

Au, = 0 en Q.
Opue = f en 09Q.\ 0B
Owu. = 0 en 0B

faQe u. = 0.

Para los siguientes desarrollos, introducimos también el estado adjunto p., que en este caso
se obtiene como solucién del problema: Encontrar p. € J7Z, tal que

(17)

Vpe -Vw = —(D,F, (u),w)
0. (18)
= —/ (u —um)w Yw € .
09,
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La formulacion fuerte correspondiente al problema variacional (18) es: Encontrar p. tal que

Apé‘ — 0 cn Qg
Oppe = —(u—wu,y) en 00\ 0B 19)
Op: = 0 en 0B. (

/. oo, Pe = 0.

Con esta construccion, el lado derecho de la ecuacion del estado adjunto no depende del
parametro ¢ a través de la funcion u.. Esta caracteristica simplifica el analisis asintdtico del
estado adjunto p.. Finalmente, el estado adjunto asociado con el dominio no perturbado se
obtiene tomando ¢ = 0 en (18), es decir, p es la solucién del estado adjunto de la forma:
Encontrar p € JZ tal que

/Vp-Vw = —(DyFy,(u),w)
Q

(20)
= —/ (u— up)w Yw € .
)

La formulacién fuerte correspondiente al problema variacional (20) es: Encontrar p tal que

Ap = 0 en ()
Owp = —(u—u,) en 09 2D
Joap = 0.

Analisis de sensitividad de forma

El siguiente paso consiste en determinar la derivada de forma del funcional F_(u.) con res-
pecto a una expansion uniforme de la bola B.. En los resultados que siguen, se presentan las
expresiones de la derivada de forma de F)_, denotada como d%FXE (ue).

Proposicion 1. Sea F,_(u.) el funcional de forma definido por (14). Entonces, la derivada
de F\_(u.) con respecto a ¢ estd dada por
d

—F

T Fx (ue) = — / Vu. @ Vp: + Vp. @ Vue — (Vue - Vp )] - VV, (22)

€

donde V € 7, siendo
¥V ={S € CH(Q,R?) : Slop.z) = —n}, (23)

conz € B, yn = —(x — 1) /e, ® denota el producto tensorial en R?, I es la matriz identidad
de R?, u, es solucién del problema (17) y p. es solucién del problema adjunto (19).

Usando la notacién anterior, se puede también mostrar el siguiente resultado, donde la inte-
gral de volumen (22) se expresa en una integral de linea.

Proposicién 2. Sea F,_(u.) el funcional de forma definido por (14). Entonces, la derivada
de F),_(u.) con respecto a ¢ estd dada por
d

—F

TR ()= - /d (Ve ® Vpe + V5. @ Vi (Tue- Vo) I -V 24)
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donde V' € ¥, con ¥ definido segun (23).

De acuerdo al resultado obtenido en la Proposicion 2 y teniendo en cuenta que 0§2. = 9QQ U
OB.con )NIB. = J,yque V =0en 00y V = —n en 0B,, la expresion (24) se reduce
como sigue

d
—F

dngJI/ Vi, @ Vp. + Vp. @ Ve — (Vu. - Vp) 1 - (25)
0B:

Analisis asintotico de la solucion

La ecuacion (25) muestra que la derivada de forma del funcional F,_ estd dada por una in-
tegral sobre el contorno 0B, de la bola, y depende de las solucién u. de la ecuacion de estado
y de la solucion p. del problema adjunto, definidas en el dominio perturbado €2.. Sin embargo,
esta derivada puede ser evaluada si se conoce el comportamiento explicito de las funciones .
y pe con respecto a €. Esto se obtiene realizando un andlisis asintético de la ecuacién de estado
y de la ecuacién adjunta, siguiendo la metodologia propuesta por Novotny y Sokolowski (2013).

e Expansion asintotica del Estado Directo
Se propone una expansion de u. de la forma (Kozlov et al., 1999):

ue = u(z) + ve(z) + ()
:w@+vw@-@—@+évvmw@—@-@—@
+ v.(x) + () (26)

donde y es un punto intermedio entre z y 2. En el contorno 0B, de la bola, se cumple que
O,u. = 0. De esta manera, si se evalda la derivada normal en la expresioén anterior en 0B, se

obtiene
Vu(z) -n—eVVu(y)n - n+ 0pve(x) + Opt-(z) = 0. (27)

En particular se puede elegir v.(z) de tal modo que
Opve(x) = =Vu(z)-n en 0B.. (28)

Si se considera el problema exterior: Encontrar v, tal que

Av, = 0 en R?\ B.
ve — 0 en oo (29)
Opve = —Vu(z)-n en 0B,

obtenido formalmente cuando € — 0, tal problema (29) admite la siguiente solucién explicita

2

A continuacion es posible construir . de tal manera que compense las discrepancias intro-
ducidas por los términos de orden superior en ¢, como asi también v. en el contorno exterior
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0R2. Esto significa que el residuo . debe ser solucién del siguiente problema de valores de
contorno: Encontrar . tal que

Atu, = 0 en (),
Onlle. = —0,0, en OS2, (31)
Ohi. = eVVu(y)n-n en 0B..

Se observa que i. = O(g) puesto que v. = O(g?) en el contorno exterior J¢). Finalmente, la
expansion asintética de u. se escribe como

62

us(x) = u(x) + Vu(z) - (x —2) 4+ O(e). (32)

| — &[]
e Expansion asintotica del Estado Adjunto
Para la expansion asintética de p., se propone una forma andloga a la expansion del estado
directo u, (Kozlov et al., 1999), es decir de la forma :

pe = p(x) + ve() + pe(2)
= pl#) + Vp(d) - ( — #) + SVVp()( — 8) - (2 )
+v:(2) + Pe() (33)
donde y es un punto intermedio entre z y . En el contorno 0B. de la bola se cumple que

Onp- = 0. De esta manera, la derivada normal de la expansion anterior, evaluada en 0B, es
andloga a (27). De esta manera, el resultado obtenido es similar a (32), es decir

2

pe(x) = p(x) + Vp(2) - (x = &) + O(e). (34)

[l — |2
Se observa que tanto u. como p. estdn expresadas en términos de las soluciones en el domi-
nio original.

Evaluacion de la derivada topologica

Una vez obtenidas las expresiones asintéticas de las soluciones u. y p., se puede proceder
finalmente a evaluar explicitamente la integral (25). En este caso esto es posible si expresamos
Us ¥ pe €n un sistemas de coordenadas polar con centro en z. En un sistema de coordenadas
curvilineas n - 7 en el contorno JB,, los gradientes Vu. y Vp. pueden descomponerse en su
componente normal y tangencial, de la forma

vus’BBE = (anue)n + (aTuE)T VPEIBBE = (anps)n + (ané‘)T' (35)

Reemplazando en (25) y acomodando la expresion se obtiene

P = [ 20(@n + @) 0] (@upIn+ ©p7) )
— [(Onue)n + (Oruc)7] - [(Onpe)n + (0-pe)T] (36)
ysabiendoquen-n=1,7-7=1yn-7=0,sellegaa
CE )= [ 200 0.) ~ (G 0] + @) @n )]} G)

0B
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Como 0,u. = 0 en 0B,, la expresion anterior queda

d
EPu) == [ @) 39)

A continuacién se escribe la expansion asintética del estado directo (32), en las cercanias de
B., empleando el sistema de coordenadas polar centrado en 2. Dicha expresién queda

r? 4 g2

ue(r,0) = o + (p1cos0 + @asenf) + O(e) (39)

en donde se emplea la notacién u(Z) = ¢o y Vu(Z) = (41, p2)”. La derivada tangencial de u.
se obtiene como

Orue(r) = —%(%UE (r,0)

2 | 2
_rre (p1send — g cos ) + O(e). (40)

r2

Particularizando la derivada en los puntos del contorno 9B, de la bola (es decir, tomando r = ¢)
se llega finalmente a

Orus(z)|op. = 2(p18end — @y cos ) + O(e) 41)

Realizando un procedimiento andlogo para obtener la derivada tangencial del estado adjunto
P, y particularizada en el contorno de la bola, se llega a la expresion

O0-p=(x)|op. = 2(11 sen — 1y cos @) + O(e), (42)

donde p(Z) = oy Vp(2) = (¥1,12)T. Considerando estas ultimas dos expresiones y reem-
plazando en (37), se obtiene

L

27
T (ue) = —5/ 4(¢py sen @ — g cos 0)(y sen @ — by cos B) + O(e?)
0

= —4me(p191 + parbe) + O(E). (43)

Por lo tanto, la derivada topoldgica es

1
D7 (%, Xa) = — lim m(‘lm(%% + atha) + O(7)), (44)

y si se toma g(g) = me?, ésta puede expresarse

D7(%, xa) = —2(1¢1 + p212)
= —2Vu() - Vp(). (45)

De esta manera, la expansion asintética del funcional de costo se escribe
Z(Xe) = F(xa) — 21*(Vu(2) - Vp(2)) + O(<?) (46)

Se observa que la expresion de la derivada topolégica (45) coincide con la conseguida en (Car-
pio y Rapun, 2013) particularizando algunos coeficientes.
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4. ALGORITMO Y EJEMPLO NUMERICO

En esta seccién se introduce el algoritmo numérico para resolver el problema inverso de
identificacion de cavidades y se presentan experimentos a fin de mostrar su desempefio. Basa-
dos en la expansion del funcional evaluado en el dominio perturbado (8) se observa que si se
quitan del dominio de definicién del problema original, aquellos puntos en los que la derivada
topoldgica tiene valores negativos y de valor absoluto grande, su valor disminuye. Se puede ac-
tualizar la aproximacién del dominio {2;,; computando la derivada topoldgica de (6), haciendo
luego ;1 = Q; \ QF, donde Q2" esta formado por todos aquellos puntos en los que la derivada
topoldgica cumple la condicién antes mencionada. Esto motiva el algoritmo iterativo descripto
a continuacion, que es similar al empleado en (Carpio y Rapun, 2013). En este tltimo trabajo,
ademds de obtener la aproximacién del dominio con inclusiones incégnitas, los autores deter-
minan los valores de admitividad de cada inclusion.

e Algoritmo iterativo
o Inicializacién: Elegir el dominio inicial 2.
o Repetir:

— Calcular uy, y pi, soluciones del estado directo y adjunto (17) y (19), respectivamen-
te, definidos en el dominio (2;.

— Calcular la derivada topoldgica (45).
— Definir el nuevo dominio como €2; 1 = 2,\QF,donde QF = {x € Q; : D7 (%, xq,) <

(2
—c }, y ¢ > 0 un umbral de actualizaciéon adoptado.

— Comprobar criterio de detencion del método.

A continuacion se presentan experimentos numéricos a fin de mostrar el desempefo del
método de reconstrucciéon desarrollado en este trabajo. Los ejemplos propuestos consideran
diferentes geometrias del cuerpo a analizar, variando la forma de su contorno y la cantidad,
posicion y forma de las cavidades interiores. La resolucién de los problemas de valores de
contorno que intervienen en el proceso de cédlculo, se hace con el método de elementos finitos.

Para la primera serie de ejemplos de reconstruccion (figuras 1 a 3 (a)), se considera un do-
minio cuadrangular @ = (0,1) x (0,1) con cavidades cuadrangulares de tamafo 0.4 x 0.4,
ubicadas seglin se muestra en cada figura. La discretizacién del dominio se hace de forma es-
tructurada con elementos finitos triangulares de tipo P;. La malla se genera a partir de una grilla
ortogonal de 50 x 50 elementos, donde cada uno de ellos es luego dividido por sus diagonales
(resultando en 4 tridngulos), dando un total de 1 x 10* elementos. El umbral de actualizacién
de dominio, ¢, se determina con ¢ = 71 |min(Z5(Z, xo,))|, donde 7 se toma igual a 9/10, y
permanece fijo durante todo el proceso iterativo. El criterio de detencién del método considera
el valor del funcional de costo del problema, cuyo valor aceptable para los ejemplos aqui reali-
zados se fijaen 1 x 1073, Los datos de entrada de potencial para el problema inverso se generan
de manera sintética, resolviendo el problema directo con la cavidad prescrita. Se considera una
distribucién uniforme de electrodos en el contorno, a través de los cuales ingresa la sefial sin
ruido de la corriente eléctrica, definida por dos patrones que actian simultidneamente:

fi(t) = sen(t), fot) = cos(t), t €10,2m). 47)
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La segunda serie de ejemplos consiste en un dominio circular de radio unitario, con cavidades
circulares de radio 0.1 ubicadas segun figuras 4 y 5 (a). En este caso, el dominio es discretizado
de forma no estructurada usando elementos finitos triangulares de tipo Py, resultando en 2776
y 2846 elementos respectivamente. El valor del umbral de actualizacién de dominio, c, es el
mismo que para los ejemplos anteriores. El valor del funcional de costo para la detencién del
método se considera aceptable en 3 x 10~3. Los patrones de corriente empleados son los mismos
que en el ejemplo anterior, es decir, definidos segtin (47).

Los resultados obtenidos pueden apreciarse en las figuras 1 a 5 (b), las cuales muestran los
valores de la derivada topolédgica en el dominio analizado. Se nota que el método propuesto re-
construye la ubicacién de las cavidades incégnitas de forma aceptable cuando éstas se ubican en
una zona relativamente proxima al contorno del cuerpo, es decir, de la zona donde se ubican los
electrodos de inyeccion de corriente y medicion de voltaje. Como se observa en las figuras 1, 2
y 4 (b), los valores negativos de mayor valor absoluto de la derivada topoldgica se encuentran en
coincidencia con la ubicacion real de las cavidades. Esta respuesta es igualmente aceptable si se
considera mas de una cavidad, como puede observarse en la figura 2 (b). Sin embargo, debemos
notar que cuando la cavidad se encuentra en la zona central del cuerpo (figura 3 y 5), el resul-
tado obtenido no es del todo satisfactorio. Adn cuando se satisface la condicion de deteccion
del método de acuerdo al valor del funcional de costo, la informacién que brinda la derivada
topoldgica no es suficiente para determinar de forma razonable la ubicacién de la cavidad. Esto
ultimo puede atribuirse al alto grado de mal condicionamiento y no linealidad, que son carac-
teristicas propias del problema inverso de la TIE (Lionheart, 2004). Como se mencioné en la
Seccidn 2, el problema de la TIE definido en este trabajo presenta similitud con el problema de
optimizacion topoldgica (Bendsge y Sigmund, 2003) y disefio 6ptimo (Ambrosio et al., 2000),
entre los cuales, el problema de optimizacién de tipo 0-1 presenta dificultades relacionadas a
la inestabilidad numérica debido al mal condicionamiento (Sigmund y Petersson, 1998). Sin
embargo, los resultados presentados en este trabajo para cavidades ubicadas en la zona central
del cuerpo, son susceptibles de mejorar mediante la regularizacion del problema inverso ori-
ginal. Esto puede hacerse a nivel del continuo, modificando el modelo mediante la adicioén de
un término de penalizacién al funcional de costo, 0 mediante técnicas de regularizacion a nivel

discreto.
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01

() (b)

Figura 1: (a) Cuerpo original; (b) derivada topolégica. Valor de funcional de costo 7,09 x 1075.
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Figura 2: (a) Cuerpo original; (b) derivada topoldgica. Valor de funcional de costo 3,37 x 1074,
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Figura 3: (a) Cuerpo original; (b) derivada topoldgica. Valor de funcional de costo 1,61 x 1075,
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Figura 4: (a) Cuerpo original; (b) derivada topolégica. Valor de funcional de costo 2,39 x 1073,

5. CONCLUSION

En este trabajo se ha presentado el problema de reconstruccion de cavidades mediante el
uso de la Tomografia de Impedancia Eléctrica (TIE). Se ha descripto el concepto de derivada
topoldgica, su forma de obtencidn para el problema de la TIE y su aplicaciéon numérica en va-
rios ejemplos, a fin de observar su desempeiio. Los ejemplos propuestos consideran diferentes
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Figura 5: (a) Cuerpo original; (b) derivada topoldgica. Valor de funcional de costo 1,30 x 1073,

geometrias del cuerpo analizado, variando la forma de su contorno y la cantidad, posicién y
forma de las cavidades interiores. Se considerd una distribucién uniforme de electrodos en el
contorno, a través de los cuales ingresa la sefial (sin ruido) de la corriente eléctrica, definida por
dos patrones de tipo trigonométrico. Los resultados obtenidos muestran que si se emplean estos
tipos de patrones de corriente, y la ubicacion de las cavidades incégnitas es préxima al contorno
del cuerpo, el método de tipo gradiente basado en la derivada topoldgica, constituye una me-
todologia vélida para resolver el problema de identificacion de defectos. Cuando las cavidades
se ubican en la zona central del cuerpo, y son iluminadas con el mismo patrén de corriente, la
identificaciOn parece ser transparente a tal configuracion. Esto se debe al mal condicionamiento
y la alta no linealidad, caracteristicas propias del problema inverso de la TIE. Una manera de
abordar esta dificultad consiste en la regularizacién del problema inverso mediante la adicion
de un término de penalizacidn al funcional de costo, o emplear alguna técnica de regularizacion
a nivel discreto. Los problemas de valores de contorno intervinientes se han resuelto con el mé-
todo de elementos finitos, con una triangulacion regular del dominio con elementos de tipo P;.
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