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Resumen. Se conoce como magnetogasdindmica o MGD para abreviar, a la rama de la mecanica del
continuo que estudia el movimiento de un gas eléctricamente conductor en presencia de un campo
magnético. La MGD computacional representa una de las mas prometedoras tecnologias
computacionales interdisciplinarias para el disefio aeroespacial. En la actualidad, en Argentina, se esta
desarrollando un propulsor magnetoplasmadinamico de propelente sélido (AMPD) como una opcion
de propulsion para satélites; en particular, para el control de drbita y/o de actitud de microsatélites. Un
modelo MGD se basa generalmente en el supuesto de que el plasma puede considerarse como un
medio continuo y por lo tanto se puede caracterizar por relativamente pocas cantidades
macroscopicas. EI modelo para un flujo afectado por fuerzas electromagnéticas incluye el conjunto
completo de las ecuaciones de Maxwell, junto con las ecuaciones de Navier-Stokes. Las ecuaciones
de la MGD real constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales parabolico-
hiperbolico. Al ser planteado el sistema de ecuaciones en forma conservativa las contribuciones
parabolicas son escritas en forma de flujos, lo que permite actualizar las variables de estado
considerando tanto los flujos hiperbélicos como los parabdlicos. Para tratar los flujos hiperbolicos la
técnica de ocho ondas presentada por Powell ha sido implementada junto con la normalizacién de los
vectores propios descripta por Zachary. La aproximacion numérica se basa en la utilizacion de
voltmenes finitos sobre mallas estructuradas. Para el calculo de los flujos numéricos hiperboélicos se
ha implementado una extension a la MGD del esquema de Harten-Yee original, conjuntamente con un
seguidor de Riemann aproximado.

En este trabajo se muestran resultados de simulaciones numéricas de dicho propulsor en base a
caracteristicas geométricas y funcionales reportadas en la literatura especializada.
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1 INTRODUCCION

La propulsion electrica de aplicaciones espaciales, esencialmente en el area de micro y
nanosatélites, actualmente es tema de investigacion en el Instituto Universitario Aeronautico,
la Universidad Nacional de Cordoba y la Universidad Nacional de Rio Cuarto (UNRC).
Investigadores de estas instituciones trabajan en el desarrollo de un médulo propulsivo de
plasma pulsante ablativo, ver Brito et al. 2001; Elaskar et al. 2000 y Elaskar et al. 2005. En la
UNRC existe un programa de investigacion que tiene como objetivo general definir
soluciones tecnologicas para la propulsion electromagnética del tipo magnetoplasmadinamico
con propelente solido (AMPD), para dichas aplicaciones. Esta investigacion tiene como uno
de sus objetivos especificos describir en forma fisica y numérica el desarrollo del flujo de
plasma, para asi avanzar hacia una mayor comprension de dicho flujo dentro de la cdmara de
reaccion de propulsores de plasma del tipo AMPD.

La magnetogasdindmica (MGD) es la parte de la mecénica del continuo que estudia el
movimiento de un medio eléctricamente conductor en presencia de un campo magnético. Es
necesario recordar que cuando un fluido conductor o un gas ionizado (plasma) se mueve
dentro de un campo magnético se induce un campo eléctrico y aparece una corriente eléctrica;
a su vez la interaccién de la corriente con el campo magnético cambia el movimiento del
fluido, modificando por lo tanto el campo magnético. El sistema de ecuaciones que gobiernan
la MGD real es hiperbolico-parabdlico no convexo apareciendo un sistema de ondas mas
complejo que en gasdinamica. La MGD requiere conocimientos de gasdinamica,
electromagnetismo y fisicoquimica para poder describir el flujo de gases ionizados en
presencia de campos electromagnéticos. Una revision de algunos de los modelos fisicos y
matematicos usados actualmente en aplicaciones aeroespaciales para describir el flujo de
fluidos eléctricamente conductores en presencia de campos electromagnéticos, se encuentra en
D’Ambrosio and Giordano, 2004. Recientes investigaciones en el campo de la MGD tedrica 'y
computacional, y en particular en magnetoaerodindmica apuntan al control de flujos
hipersonicos a través de la utilizacion del campo magnético (Shang, 2001).

El objetivo de este trabajo es presentar los resultados logrados con un cédigo numérico
desarrollado para resolver las ecuaciones adimensionales de la MGD real, y dependiente del
tiempo, utilizando un solver de Riemann aproximado junto con un esquema de alta
resolucion. Se muestran resultados obtenidos al simular un modelo MGD unidimensional de
un propulsor de plasma (Jones, 1997) simulando una corriente que atraviesa el dominio y
origina el empuje del plasma.

2 ECUACIONES DE LA MAGNETOGASDINAMICA REAL

Las ecuaciones adimensionales de la magnetogasdindmica real e inestacionaria para un
fluido simple escritas en su forma conservativa tensorial son:

Copyright © 2014 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXIII, pags. 2401-2410 (2014) 2403

0
_ - T
pu =
P R.A
1 2 e
u puu-BB+1(p+1B
% ’; v ; EE 5%) _v. Er (1)
= Q~2—~U L, A
e 1 _
_(e+ p+ZB )I:I (B liI)B_ u-z |:7Z (VXB)}XB [SVT
~ Lz 4=
_ReAI I—uAI IDeAI
con
1
v-5r=—v{—n-(ws)} @
= Ly 2

en las cuales p indica la densidad, p la presion, u el vector velocidad, B el vector campo
magnético, e la energia total, u, la permeabilidad magnética del vacio, k el tensor de

conductividad térmica y 7 el tensor de resistividad eléctrica del plasma (todas en forma

adimensional) .
El tensor de tensiones viscoso esta dado por

z:'=lu‘:VL~H-(VL~,I)T —% IZ(VLJ)} ()

siendo u la viscosidad adimensional del plasma e | el tensor unitario.

Los nimeros adimensionales caracteristicos utilizados en el sistema de Ec. (1) son:
au

Reynolds Re = Pret 4)
Href
) Ca
Alfvén A== (5)
U
Lundquist L, = HoaU (6)
Mret
Peclet P, = au @)
Oyef

en los cuales el sufijo “ref” indica valores de referencia, U es una velocidad de referencia del
flujo, a una longitud de referencia, « el coeficiente de difusividad térmicay c, la velocidad

de Alfvén. ElI nimero de Lundquist Ec. (6) describe como el campo magnético es
influenciado por el flujo y reciprocamente como el flujo se ve modificado por el campo
magnético, a menudo en publicaciones cientificas es denominado también Reynolds
Magnético, para L, [ 1 el campo magnético no tiene una notable influencia en el movimiento

del flujo. Se destaca que algunos autores consideran el nimero de Lundquist cuando se
reemplaza en la Ec. (6) la velocidad por la velocidad de Alfvén (Goldston and Rutherford,
1995).
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Introduciendo un sistema de coordenadas cartesianas ortonormales el sistema de Ec. (1)
puede ser escrito en términos de flujos para el caso bidimensional como:
oy ok, 0G, Ok, 09G,
ot oX oy oX oy
donde U es el vector de variables de estado, F,, Gy, los vectores que especifican los flujos

hiperbdlicos y Fp G, los vectores que especifican los flujos parabélicos.

Escribiendo el lado izquierdo del sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales en su forma cuasi-lineal se obtiene'

ou 0k, 6G

L e R ©)

en la cual [A] [B] son las matrices Jacoblanas de los flujos y la letra “c” indica que la

derivacion se ha llevado a cabo con respecto a las variables de estado conservativas. Sin
embargo, su expresion es mas simple si se escriben en funcion de las variables primitivas:

-
W =(p,uy,uy,U;, By, By, B,, p)

(10)
En términos de las variables primitivas la Ec. (9) queda expresada de la siguiente manera:
oW oW oW O0F, 0G
—~+[Ap]—~+[Bp] - P P (11)
ot OX oy oX oy

Debido a que las matrices [A,] [B,] poseen un valor propio nulo, no es posible utilizar
seguidores de Riemann basados en un sistema de ocho ondas. Es importante destacar que
ambas formulaciones, tanto en variables primitivas como en variables conservativas son
equivalentes, por consiguiente el valor propio nulo aparece en ambas. Para poder subsanar
este inconveniente se ha implementado la técnica de ocho ondas presentada por Powell
(1995). Claramente para flujos unidimensionales quedan bien definidos los siete valores
propios y no es necesario utilizar esta técnica que introduce una nueva matriz Jacobiana de los
flujos.

Los valores propios de la nueva matriz [a,]™" y por ende las velocidades de las ondas son:

Ao = Uy
Ag =Uy Cy
A =Uy £Cy
Ag =Uy tCq
Ag = Uy

La velocidad de Alfvén y las magnetosénicas lentas y rapidas se expresan respectivamente

como:

(12)

2 22 2
C?s=1 yp+B” Jlyp+B° ), 7PBy (14)
T2l p P p?

Finalmente, los vectores propios asociados se han normalizado para evitar problemas
de degeneracidn del sistema, ver Zachary et al. (1994).
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3 APROXIMACION NUMERICA

Discretizando el dominio en celdas e introduciendo una formulacion integral se obtiene la
formulacion en volimenes finitos. La derivada respecto al tiempo de las variables
conservativas se aproxima usando diferencias finitas de primer orden; obteniéndose asi un
método de avance en el tiempo explicito. Para la determinacion de los flujos numéricos las
variables conservativas son consideradas constantes dentro de las celdas.

Los flujos numeéricos hiperbolicos son evaluados por medio de la técnica TVD de Yee et al.
(1985) obteniéndose con este método de alta resolucion al menos exactitud de segundo orden
en regiones donde la solucién es suave, determinacion de las discontinuidades sin excesivas
dificultades y ausencia de oscilaciones falsas. Los flujos numeéricos parabélicos son evaluados
utilizando diferencias finitas de segundo orden.

Considerando lo anterior la formula para la actualizacion temporal es:

Uit =y} +

At At (15)
{—(Eiim - Eig%;j)JfA—y(Gi?H% —@i?j;)}h *

AX

At n n At n n
{E(Eim - 'fi—%;j)+A—y( Gy~ ~i;j—%)} :

La funcidn que determina el flujo numérico hiperbdlico para el instante n es:
(n)
Filsj =% Fia+E + Z[iqu’ 41 (16)
m ;j

y cuyos elementos para el esquema TVD de segundo orden se expresan como:
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siendo [Fr)” el m-esimo vector propio izquierdo de la matriz [a, 7™ asociado a la onda m.
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4 DESCRIPCION DEL PROBLEMA Y CONDICIONES DE BORDE

4.1 Descripcion del problema.

Los propulsores magnetoplasmadinamicos son dispositivos que utilizan la fuerza de
Lorentz para acelerar el flujo a altas velocidades y asi lograr el efecto propulsivo. Un voltaje
es aplicado entre electrodos separados por una region no conductora en la cual el gas es
inyectado. En la vecindad del inyector comienzan a formarse laminas de corriente que fluyen
entre los electrodos, esta produce un campo magnético transversal y bajo la accién de la
fuerza de Lorentz el plasma es acelerado a través de la region ubicada entre los electrodos.

Una configuracion clasica es mostrada en la Figura 1.

Anode

ijB
- é
j9® =

.
Injector

Figura 1. Esquema de un propulsor AMPD, Udrea (1999).

Para simular el flujo en este tipo de propulsores se resuelve el sistema de ecuaciones
mostrado en Ec. (1), especificando las condiciones de borde (CB).

La cantidad de movimiento producida por la Fuerza de Lorentz provoca la mayor parte del
efecto propulsivo de un motor AMPD, el calentamiento del plasma debido a los efectos
resistivos aumenta la energia logrando también una componente de presion (pA) en el empuje
Humble (1995).

Para simular un propulsor AMPD como el esquematizado en la Figura 1 se utiliza
normalmente un modelo simplificado formado por placas planas paralelas (Shumlak, 1999),
como se observa en la Figura 2.

I,—’E:f j\ Conducting

j; 7 //f[JLLL tes
7 [

Figura 2. Modelo de la geometria de un propulsor AMPD (Shumlak, 1999)

En la simulacion de este tipo de propulsores se debe calcular adecuadamente el incremento
temporal teniendo en cuenta los tiempos caracteristicos parabdlicos e hiperbélicos, debido a
esto y a que el esquema es explicito, Ec. (15), es necesario implementar la técnica “Fractional
time stepping”.
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4.2 Condiciones de borde

El analisis de un codigo numérico utilizado para resolver las ecuaciones que modelan el
flujo de un fluido resulta incompleto sin una descripcion de las condiciones de borde. Estas
describen como el fluido interactia con el “mundo” fuera del dominio en analisis,
especificando el valor de las variables primitivas y/o sus gradientes en el borde del dominio.

Para especificar las condiciones de borde en el contexto de una formulacion en volimenes
finitos, se deben evaluar los flujos en las caras de las celdas colocadas en los bordes, por lo
tanto se requiere agregar celdas a las del dominio computacional para poder imponer las CB.
Siguiendo una terminologia utilizada en textos de volimenes finitos (Leveque, 1992), las
celdas agregadas son llamadas “ghost cells” o celdas fantasmas. En este contexto los flujos
hiperbdlicos y parabolicos dados por Ec. (16) necesitan el agregado de dos celdas fantasmas
para poder imponer las CB.

Podemos clasificar a las CB como: CB magnéticas que especifican el campo magnético en
los bordes del dominio y CB mecénicas que son utilizadas para especificar los valores de
densidad, velocidad y presion en los bordes del dominio. Una descripcion mas profunda sobre
la implementacion de las condiciones de borde en un AMPD se encuentra en Maglione et al.
(2007).

5 RESULTADOS

A continuacion se muestran los resultados obtenidos al implementar el codigo que resuelve
las ecuaciones de la MGD en la simulacién del flujo magnetogasdindmico unidimensional en
un dominio especifico, simulando el empuje del plasma que origina la interacciéon de la
corriente con el campo magnético. Este problema requiere un adecuado control de los tiempos
caracteristicos ya que las contribuciones de los flujos parabdlicos e hiperbdlicos son de orden
cercano. El cddigo utilizado en esta publicacion fue validado anteriormente con problemas
como el tubo de choque MGD ideal (Elaskar et al. 2010) en donde se evalUa el desempefio de
los términos hiperbdlicos y el flujo de Hartmann (Maglione et al. 2007), el cual es la
extension del flujo de Couette en fluidos conductores, problema difusivo dominante con
predominio de la parte parabdlica.

Un modelo simplificado para la simulacion del efecto propulsivo es propuesto por Jones
(1997). En este, se resuelve numéricamente las ecuaciones de la MGD en una dimension,
dependientes del tiempo, no viscoso, resistivo, utilizando una malla estructurada de 1000x5
elementos.

En la Figura 3 se muestra un esquema del modelo utilizado (Jones, 1997). En esta figura, el
eje x positivo es hacia la derecha, el y positivo hacia arriba y el z positivo saliente del plano
de la figura. Inicialmente en todo el dominio computacional, indicado por el borde grueso del
rectangulo, la velocidad u es igual a cero.

Figura 3. Modelo utilizado. Jones (1997)
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Inicialmente una lamina de corriente es aplicada en el borde izquierdo (x = 0)
introduciendo una variacion de la componente del campo magnético B, entre el borde con un
valor especifico y el interior del dominio con un valor nulo. La densidad de corriente que
circula esta dada por la Ley de Amper.

0B,
=— 22
ly==—, (22)
La fuerza de Lorentz resultante de la interaccion J xB acelera el plasma en la direccion de

X positiva.

Se espera que el plasma en el dominio sea acelerado hasta alguna velocidad de salida en
una escala de tiempo rapido comparada al tiempo caracteristico de Alfvén. Al existir una
resistividad finita en el plasma, el campo magnético y la corriente en el borde izquierdo se
difunde dentro del dominio. Esta interaccion estd dominada fundamentalmente por el
producto entre el Lundquist y el nimero de Alfven, lo cual es consistente con la ecuacion de
difusién magnética.

Para esta simulacion se utilizd6 un L,=100, un campo magnético de referencia

B, =1 Tesla, una densidad de referencia p ., =1x10-5 Kg/m?, una longitud de referencia

Ly =10 cm, y una corriente impuesta de 30 kA, (Shumlak, 1999).
En la Figura 4 se muestra el resultado de la evolucion de la componente velocidad u, /c,,

mientras se mantiene la ldmina de corriente en el borde lo que implica un valor impuesto de
0.04 para la relacion B, /B, . La Figura 5 muestra la difusion de la componente B, /B, en el

dominio. Ambas figuras muestran los resultados para diferentes tiempos adimensionales,
estando el tiempo normalizado con respecto al tiempo caracteristico de Alfven.

ref

1.0E-04
L 4E5
2ES5
7.5E-05
C: .
%' 5.0E-05 : 5
Q L
= 025 ES
25E'05 B 01 ES
0.0E+00
i . L 1 L i L L L i . 1 . L . L i L i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
Figura 4. Velocidad u, / c, vs. posicion en el eje x para distintos tiempos t adimensionales.
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Figura 5. Campo magnético adimensional B, / B, vs. posicion en el eje x para distintos tiempos t
adimensionales.

6 CONCLUSION

El codigo utilizado en esta publicacion fue desarrollado para tener una descripcion mas
profunda de los flujos de plasmas, el mismo fue validado anteriormente con problemas como
el tubo de choque MGD ideal (Elaskar et al. 2010) vy flujo de Hartmann (Maglione et al.
2007, problema difusivo dominante con predominio de la parte parabdlica. En la actualidad se
implementd el codigo en propulsores de plasmas resolviendo un modelo unidimensional
MGD con presencia de la parte hiperbdlica y parabdlica en ordenes de magnitud similares,
encontrando resultados comparables a los publicados por Shumlak (1999). La técnica
implementada utilizada permite obtener la velocidad en estado estacionario y también poder
analizar la evolucion del campo magnético, y por ende la densidad de corriente, junto con la
velocidad desde estado inicial. Desde el punto de vista numérico se logra obtener una solucién
estable y sin oscilaciones gracias a un adecuado manejo de los tiempos caracteristicos
hiperbdlicos y parabdlicos, ademas de la correcta implementacion de las condiciones de borde
absorbentes que no permiten el reflejo de errores no deseados. En el futuro se trabajard
utilizando el cédigo numérico como herramienta de disefio de propulsores de plasma. A tal
efecto se realizara un estudio paramétrico realizando variaciones de campo magnético y
resistividad, incluso geometria para optimizar el efecto propulsivo.
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