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Abstract. Consideramos un problema de Agente-Principal en el cual un principal, no conociendo la
productividad de un agente, le ofrece un contrato. Dada su ignorancia le ofrece un mend de contratos
dejando elegir al agente aquel que mds le convenga. Este problema, definiendo un adecuado costo a
minimizar e imponiendo condiciones de factibilidad, mas especificamente de compatibilidad de incentivo
y de racionalidad individual, fue enmarcado en Hellwig (2008) en el contexto de un problema de control
Optimo con controles mondtonos y horizonte finito.

En el presente trabajo, haciendo unas pequeiias simplificaciones al planteo original, logramos en-
marcarlo dentro de la familia de problemas considerados en nuestro trabajo Philipp et al. (2014a) y
procedemos a realizar simulaciones numéricas a partir de los esquemas numéricos definidos en Philipp
et al. (2014b).
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1 INTRODUCCION

Muchos problemas en economia pueden ser formulados como problemas de control 6ptimo
con controles monétonos. Entre ellos mencionamos problemas de inventario de produccion,
manejo de capitales y teoria de ajuste de problemas de inversion (ver Barron et al. (1987)).
Damos una particular importancia a los sistemas econdmicos que involucran la explotacién de
recursos no renovables el tales como petréleo y minerales. Dada la imposibilidad de producir
tales recursos podemos ver como estos problemas se pueden plantear en el marco de los proble-
mas de control mondtono. Asimismo, teniendo en cuenta la gran dificultad de reemplazar tales
recursos por otros renovables, siendo el petréleo el ejemplo mas famoso, el andlisis de este tipo
de problemas adquiere una gran importancia.

La resolucién de estos problemas son dificiles y en la literatura existen dos abordajes: a
partir del Principio de Maximo de Pontryagin (ver Hellwig (2008)) y a través de Programacion
Dinamica, que es el enfoque que daremos presentando un esquema numérico para la resolucion
de la ecuacion HJB asociada para el problema de Agente-Principal.

En la seccién 2 plantearemos el problema de control con controles monétonos que conside-
raremos en el resto del trabajo planteando las hipétesis generales y recopilando las propiedades
mas importantes. En la seccidon 3 planteamos la total discretizacion del problema junto al re-
sultado de convergencia asociado. En la seccion 4 haremos el planteo preciso del problema
de Agente-Principal dejando en claro las consideraciones necesarias para enmarcarlo dentro
del contexto del problema planteado en la seccién 2. En la seccién 5 realizamos la total dis-
cretizacion de este problema y procedemos a realizar las simulaciones numéricas. Finalmente
en la seccion 6 establecemos las conclusiones y el trabajo a realizar en el futuro.

2 PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO CON CONTROLES MONOTONOS Y HO-
RIZONTE FINITO

El sistema considerado es gobernado por la siguiente dindmica

{ D(S) = g(U(S),y(S),S)y s € (t’T]’ (D

donde y(-) es la funcién de control, la cual estd restringida a ser no decreciente definida en el
conjunto [t, T, con valores en [0, 1]. Para cada a € [0,1],t < T sea A;(a) el conjunto de tales
funciones con valores iniciales mayores o iguales a a, es decir y(t) > a.

Enun punto s > 0, el vector v(s) € R” es el estado correspondiente al control y(-) empleado;
v € () es el estado inicial y €2 C R” un conjunto abierto. Asumiremos que la evolucién del
sistema permanece siempre en {) independientemente del control escogido. Supondremos las
siguientes propiedades sobre las funciones g y f:

lg(v; a,8) = g(0,a,5)[| < Ly (|0 =2l + |a —a| +|s = 5]), lg(v; a,s)| < My, (2)
|f(@,a78)—f(@,&,§)’SLf(”@-ﬁ|’+‘a—&‘+‘8—§|), ‘f(@7a78)‘§Mf (3)

2.1 La funcion de costo 6ptimo

El problema consiste en encontrar la funcién de costo 6ptimo V/, definida de la siguiente
manera, Vt € [0,7], Yo € 2, Va € [0, 1]
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donde
J(t,0,y(- / f(v ,s)e M7 ds

e v(-) es la solucién de (1) con condicién inicial v(t) = .

2.1.1 Propiedades de la funcion de costo éptimo

De Philipp et al. (2014a) sabemos que si se satisfacen las condiciones (2) y (3), entonces

M
‘V(t7@7a)| < Tf(l - e)\t>

ju(t, 5, a) — u(t, 9,@)| < Ly ([[5 — 8] + |a — al)

donde .
/\ng sioA> L,
Ly = %e(Lf’_)‘)T si A< L,
TLy si A=1,
ademas

V(t,5,a) — V(E5,a)| < M|t — 1.

2.2 Laecuacion de HJB

Para este caso la ecuacidon de HJB asociada tiene la forma

mm<Lvmua%@Q%?@):o en (0,T) x Q x (0,1) )
donde v ov
w=2 1% gV
V=t gt f = AV.

Ademads, deben satisfacerse las siguientes condiciones de frontera y finales.
Condicion de frontera
/ f 717 S s t)d57

donde 7(s) es la trayectoria con valor inicial 7)(t) = v correspondiente al control y = 1.
Condicién final
V(T,v,a) =0 V(z,a) € Q x[0,1].

La funcién valor V es la dnica solucion de viscosidad de la ecuacion HIB satisfaciendo las
condiciones de frontera y finales (ver Barron (1980), Philipp et al. (2014a)).
3 DISCRETIZACION DEL PROBLEMA

Con el objetivo de obtener esquemas de discretizacion para resolver numéricamente la ecuacion
(4), introducimos un problema auxiliar de control 6ptimo donde las politicas tienen la restric-
cién adicional de ser funciones uniformemente escalonadas y con valores en un conjunto dis-
creto equi-espaciado. Especificamente, la variable de control a toma valores en el conjunto

1
Jﬂ:{muzunﬁ}.
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donde i > 0 es el pardmetro de discretizacion asociado a las variables ¢ y a. Consideraremos
en lo siguiente que % es entero y el horizonte 7" = ph, con p entero. Definimos ademés

]h(a) = ]h N [(l, 1]

Consideraremos ademds una adecuada discretizacion del espacio {2 a partir de un pardmetro
k > 0y una familia de triangulaciones {S]k} de €2, es decir una familia de simplices que
aproximan a €2 en el sentido siguiente:

Q% =U ; Sj’»c es un poliedro en R” tal que se satisfacen las siguientes propiedades:

max(diam S¥) = k. (5)

J
Jho > Otal que = + hg(v,a,s) € Q, Yo € Qi, Va € Iy, Vs € (0,T], Vh < hg.  (6)

Q, — Qsik — 0, en el sentido siguiente: 2 C Qy
VK compacto contenido en 2, 3k(K)/K C Qp Vk < k(K). (7)

Si d; es el diametro del simplex S¥, entonces Iy; > 0 tal que para cada simplex de €, existe
una esfera de radio
r < x1d;. (8)

en el interior del simplex. Mds Aun, existe M > 0, independiente de la discretizacion tal que

k

@ <M Vi. )

Consideramos el conjunto W}, de funciones w : Q) x I, — R, w(-,a) continua en €, con

W constante en el interior de cada simplex de ) (esto es, w es un elemento finito lineal).

Sea P* el conjunto formado por la unién sobre j de los vértices de la familia de simplices
{S f} Si N es la cardinalidad de P*, consideramos un ordenamiento adecuado:

PF={z',i=1,...,N}.

3.1 Definicion de la funcion valor totalmente discretizada

Definimos ahora u}, la funcién de costo éptimo totalmente discretizada donde
Vitn,-,)eWr  Yn=0,...,pu
estd determinada por el esquema recursivo
Vin—1,--) = mimes,@ {(1 = M)V (n, 2" + hg(z,a,n),b) + hf(z',a,n)},
Vot e VE Ya € I,,Vn=1,..., 1
Vi) =0,

para0 <n < p.

Copyright © 2014 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXII1, pags. 2503-2512 (2014) 2507

3.2 Resultado de convergencia

En Philipp et al. (2014a) fue probado el siguiente resultado de convergencia:

max |[V{"(n,v,a) — V(n,v,a)] < Mé(T) (h + i) :

0<n<p Vh
con
1 siLg < A
H(T) = ella=NT si Ly, > A (10)
T si L, =\,

4 PROBLEMA DEL AGENTE-PRINCIPAL

En economia, el problema del Agente-Principal designa un conjunto de situaciones que se
originan cuando un actor econémico (el principal), depende de la accién o de la naturaleza
o de la moral de otro actor (el agente), sobre el cual no tiene perfecta informacién. En otras
palabras, ese asunto concierne las dificultades que se presentan bajo condiciones de informacion
asimétrica, cuando el principal contrata a un agente.

Procedemos a plantear brevemente el problema. Definimos las variables y funciones:

e ¢: nivel de productividad.
e y(t): produccién.
e w(t): paga del empleado.
e v(t): ganancia del jefe.
El principal quiere maximizar la diferencia
y(t) — wit)

Se supone que la ganancia neta del empleado depende de su sueldo, de la produccion que debe
alcanzar y de la productividad (esfuerzo) que invierte. Por lo tanto modelamos

v(t) = u(w(t),y(t), 1), (11)

w(t) = c(v(t),y(t),1). (12)

Este planteo proviene de interpretar que w(t) serd el sueldo que le permite al empleado con
productividad ¢ ganar v(t) produciendo y(t). De (11) y (12) resulta que v(¢) queda definida
implicitamente como

v(t) = ule(u(t), y(t), 1), y(t), ). (13)

Si w satisface la denominada Single crossing condition se puede probar (ver Hellwig (2008))
que la condicién de compatibilidad de incentivo

w(w(t), y(t), 1) > ulw(t',y(t'),1) Ve
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es equivalente a
V() = w(e(o(t),y(8), 1), y(t), 1) = f(o(t),y(t), 1) pet.t
y(+) es no decr.

Esta condicién de compatibilidad de incentivo provoca que el empleado, para cada ¢, realice
precisamente el esfuerzo ¢ y no menor, es decir que le convenga realizar tal esfuerzo .

Ademas, si u es no decreciente en la variable ¢ y la utilidad v de la oferta externa es indepen-
diente de ¢, la restriccion de participacion

v(t) >0 Vit
se verifica en todo ¢ si y s6lo si se verifica en 0, es decir:
v(0) > 2.

De la misma manera, siendo y no decreciente, y es no negativa si 'y s6lo si es no negativa en (
es decir
y(0) > 0.

Finalmente, si el jefe considera una distribucién del pardmetro de productividad F': [0, 1] — R,
el problema consiste en elegir y(+) (y v(-)) tal que maximice

1
[ ) = oy pto). 01 F e
0
Resumiendo todo el planteo tenemos lo siguiente

{U’(t) = w(c(v(t),y(),1),y(t),t) = g(v(t),y(1),t) pet.t

v(0) > o.

(14)

Con y(+) no decreciente e y(0) > 0. Y buscamos

max /0 Fo(t), y(t), t)dt

y(+) no decr
4.1 Consistencia

Haremos mencion de algunas simplificaciones del modelo para que pueda ser adaptado al
marco de problemas de control mondtono con horizonte finito planteado en la primera seccion.

e Para distintos valores posibles iniciales v, consideraremos en (14) una igualdad en lugar
de una desigualdad para tener bien planteado el Problea de Cauchy.

e En el problema de Agente-Principal asi planteado, se deben escoger dos controles, a
saber w(-) el cual deber ser medible y no negativo e y(-) un control monétono con valor
inicial mayor o igual que cero. Este problema puede ser enmarcado en el contexto de
problemas de control monétono mixto, més precisamente en aquellos que contienen un
control arbitrario y otro monétono. En lo que sigue, fijaremos posibles controles w(-)
para luego aproximar a la funcién valor y al control monétono sub-6ptimo y(-) asociado
a esa eleccion de w(-). En un trabajo futuro desarrollaremos esquemas de discretizacion
especificos para problemas de control monétono mixtos.
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Escogiendo 7" = 1y A = 1 podemos reescribir el problema de la siguiente forma:
V() = w(c(v(t),y(t),t),y(t),t) = g(v(t),y(t),t) pctt
v(0) = w.

Con y(+) no decreciente e y(0) > 0. En este caso {2 = R". Buscamos

1 1
max [ o(0) - e(v(®). (0, 0F @t = max [ (0, (o). 000
y(-) nodecr J y(-) nodecr /g

Observamos que el anterior valor se interpreta como la funcién valor Vent = 0,0 € Q,a =0,

es decir
1

V(0,9,0) = max [[y(t) — c(o(t),y(t), )| F(t)dt

y(+) no decr

1

=  max [ f(v(t),y(t),t)eMeMdt
y(+) no decr

1

= max [ F(0(t), (1), e Nat
y(+) no decr

A continuacién haremos la eleccion de la funcién u. Seguiremos el modelo planteado por
Mirrlees (ver Mirrlees (1971), Hellwig (2009)) en donde se escoge
Y

o(t) = ulw.y.t) = w— (%)

con

() =p' q>1
Elegiremos para las simulaciones ¢ = 2. De esta forma la dindmica queda

y3(t)
t3

p.c.t. t

v(0) > 0.
Observacion. La funciéon g no verifica las condiciones de regularidad (3). No obstante
hemos procedido a realizar las simulaciones numéricas logrando convergencia. De todas mane-

ras, el problema de la falta de regularidad se puede sobrellevar considerando un parametro de
regularizacion € > (0 y la funcién

t <e.

Es sencillo ver que esta nueva funcién satisface las hipdtesis (2). Mds adelante procederemos a
realizar simulaciones tanto con g como con §,.

Fijamos w(t), F'(t) de la siguiente manera:

F(t)= ;(1 —1%).
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5 DISCRETIZACION DEL PROBLEMA DE AGENTE-PRINCIPAL Y SIMULACIONES

NUMERICAS
1
I, = {ih\i:O...E}.

Recordamos los conjuntos
donde h > 0 es el parametro de discretizacidn asociado a las variables ¢ y a. Consideraremos
en lo siguiente que % es entero y el horizonte T = ph, con p entero. Definimos ademads

Ih(a) = [h N [CI,7 1]

Con esta informacion a disposicion procedemos a efectuar una total discretizacion del problema
definiendo un £ > 0 y la familia de vértices:

P*:={jk; j € N} (15)
Estos determinan la familia de segmentos
k L . . .o
S; = [jk,(j + 1)k]; j €N (16)
Cuya unio6n sobre j € Nes
Qk = [k’, OO)

Chequeamos ahora que esta familia de triangulaciones verifican las hip6tesis. Siendo diam S¥ =
k para cada j es claro que (5) se satisface. La funcion g estard definida especialmente para que
(6) se satisfaga. A partir de la definicién de €2, (7) es inmediata. Finalmente observamos que
tomando y; = r = 1, (8) y (9) son verificadas.

5.1 Implementaciones numéricas

Para las siguientes simulaciones hemos elegido las funciones
w(t) = c(y(t),v(t),t) = y(t) +v(t) +t.

F(t) = %(1 —t%).

Por cuestiones obvias de capacidad computacional debemos restringirnos a un subdominio
acotado de 2. Escogemos §2; N (0, 6).

En la siguiente tabla y para distintos valores de h, k obtenemos valores aproximados de
V(0,9,0). Aqui escogemos la funcion g:
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(V00 [ == (A= =[]

0.5 0.4136 0.4037 0.4016
1 0.6346 0.6266 0.6245
1.5 0.8556 0.8495 0.8488
2 1.0766 1.0723 1.0699
2.5 1.2976 1.2953 1.2933
3 1.5186 1.5181 1.5178
3.5 1.7397 1.7411 1.7420
4 1.9607 1.9639 1.9648
4.5 2.1817 2.1868 2.1892
) 2.4027 2.4097 24123
5.5 2.6237 2.6326 2.6396
6 2.8447 2.8554 2.8601

Table 1: Resultados numéricos para g

Hacemos la misma simulacién para la funcion g. con € = 0.25 y observamos los resultados

en la tabla

VO, 0) [h=k=L[h=k=1[h=k=1]
0.5 0.4177 0.4077 0.4056
1 0.6473 0.6391 0.6374
1.5 0.8812 0.8750 0.8741
2 1.1197 1.1152 1.1125
2.5 1.3625 1.3601 1.3576
3 1.6097 1.6095 1.6090
3.5 1.8614 1.8630 1.8642
4 2.1175 1.1210 1.1219
4.5 2.3781 2.3835 2.3862
5 2.6430 2.6507 2.6535
5.9 2.9123 2.9221 2.9301
6 3.1861 3.1977 3.2035

Table 2: Resultados numéricos para g. con € = 0.25

6 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Hemos podido contextualizar el problema de Agente-Principal en el marco de los problemas
de control monétono con horizonte finito. Ademads las simulaciones numéricas corroboraron el
resultado tedrico de convergencia para dos escenarios diferentes.

Nos hemos propuesto el futuro desarrollo de métodos numéricos para problemas de control
monotono mixto. Mds precisamente aquellos problemas en donde estin presentes dos controles,
uno cldsico con la tnica hipétesis de medibilidad y otro monétono.
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