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Resumen. En los ultimos afios, los problemas debidos a acciones impulsivas actuando sobre sistemas
de comportamiento poscritico inestable atrajo la atencion de investigadores debido a accidentes
ocurridos en tanques de almacenamiento de petroleo sometidos a ondas provenientes de explosiones.
Los criterios de determinacion de carga critica dindamica en sistemas de bifurcacion inestable sometidos
al tipo de eventos en los cuales las acciones alternan sus valores en intervalos muy cortos de tiempo
(como cargas sismicas) o en caso de cargas de muy corta duracion (del orden de milisegundos) debidas
a explosiones externas no han sido aun establecidos. Un analisis del estado del arte muestra trabajos con
soluciones para carga tipo escalon (por ejemplo, criterios de Budiansky-Roth, Hoff-Hsu y Simitses); sin
embargo surgen problemas en la identificacion de cargas de pandeo dinamico para los casos impulsivos.
Este trabajo establece bases para avanzar sobre el problema de inestabilidad dindmica para sistemas de
punto limite y bifurcacion inestable. Para ese fin, se integran las ecuaciones no lineales de movimiento
de un sistema de dos grados de libertad con comportamiento poscritico similar al de una cascara. Luego
se determinan y analizan los resultados para distintas condiciones de carga cuyos resultados estaticos se
comparan con publicaciones existentes. Con el criterio propuesto, se determina la inestabilidad dindmica
del sistema bajo estudio. Finalmente se establecen conclusiones y se muestran ideas de desarrollos a
futuro.
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1 INTRODUCCION

Durante la ultima década, ha habido un auge de interés en el estudio de efectos causados por
explosiones sobre la infraestructura de plantas industriales, refinerias y granjas de
almacenamiento de petréleo. Los tanques son un elemento clave de tales instalaciones vy
mostraron ser vulnerables a ondas debidas a explosiones. El foco de la explosion puede ser
accidental o intencional, o puede ocurrir como parte de un efecto en cadesa. (2011)
reporta ejemplos de accidentes sobre tanques ocurridos en Francia y en otros paises con el
objetivo de explicar la secuencia de los eventos que iniciaron el accidente y mostrar sus
consecuencias. Una descripcion del efecto dominé se descifagzeno y Cozzania (2003)

Como los tanques son cascaras de pared delgada, los modos de falla ante cargas impulsivas
suelen asociarse a problemas de inestabilidad. El pandeo de cascaras sometidas a cargas
dinamicas es un problema complejo que esta aun bajo estudio. Muchos investigadores acuerdan
en la necesidad de utilizar andlisis de respuesta en el tiempo considerando la cinemética no
lineal de la cascara. En la década de 1@6@jiansky y Roth (1962y Budiansky (1967)
propusieron un criterio de pandeo dinamico que analiza la historia en el tiempo para varios
niveles de carga: la inestabilidad dinamica se produce cuando un incremento pequefio de carga
induce grandes cambios de desplazamiento. Este criterio fue empleado para caracterizar la
respuesta de tanques de petréleo sometidos a la accidn del viento para rafaggselsed
modelan con una carga del tipo escal®ores y Godoy, 1998 También se ha utilizado para
predecir la inestabilidad de tanques bajo cargas sismicad et al., 200§ entre muchos
otros.

Un accidente emblematico fue el ocurrido en Buncefield, Inglaterra en B0@5«(field
Major Incident Investigation Board, 2008Atkinson (2011)describe que los tanques de
Buncefield se disefiaron para resistir presiones de viento H&d).§ con respecto a las
explosiones aventura que "debido a que las presiones se elevan en un periodo de varg&s centena
de milisegundos, la respuesta estructural del tanque puede ser comprendida mediante un analisis
cuasi-estatico". Por el contrario, este trabajo demuestra que la respuesta frente a una carga
impulsiva difiere significativamente de la respuesta tomada como cuasi-estatica o ain como
carga escalon, por lo que surge la necesidad de llevar a cabo estudios de dinamiddamlinea
cargas impulsivas para representar efectos de explosiones. Pero en muchos casos el interés por
modelar estructuras complejas tal como se las encuentra en la practica profesional tiende a
oscurecer la mecénica del comportamiento. Por ello interesa comprender la mecanica de esta
clase de problemas en sistemas sencillos, como base para un tratamiento de sistemas complejos.

Este articulo analiza la respuesta estructural dinamica considerando cinematica no lineal de
un sistema de dos grados de libertad con bifurcacién inestable propio de la inestabilidad de
cascaras de pared delgada.

2 CRITERIOS DE ESTABILIDAD

Previo a definir criterios que impliquen la determinacion de la estabilidad de un sistema en
varios tipos y niveles de carga, se necesita razonar sobre el significado, dentro del marco de la
ingenieria, de la estabilidad del equilibrio y como evaluarla.

Brevemente, se podria afirmar que cualquier cuantificacion de la estabilidad de los estados
de equilibrio depende de la naturaleza de la respuesta dinamica a una perturbacién externa. Las
estructuras en equilibrio estable poseen la propiedad que, sometidas a una perturbacion externa,
se caracterizan por una respuesta dinamica que eventualmente desaparece cuando la
perturbacion se remueve, mientras que las respuestas dinamicas de estados de equilibrio
inestable no desapareceran cuando se remueve la perturbacién. En este sentido, las preguntas
sobre estabilidad, pertenecen al ambito de las vibraciones no lineales. Sin embargo,
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simplificando este criterio a la evaluacion de estabilidad frente a perturbaciones pequenas,
estaremos en condiciones de obtener medidas de estabilidad considerando solamente los
movimientos dindmicos linealizados alrededor de una posicion de equilibrio.

2.1 Criterio estéatico

Tal vez, el criterio mejor comprendido de estabilidad sea el que considera el sistema como
estético, que aplica un desplazamiento pequefio alrededor de un estado de equilibrio como una
forma de inferir una probable respuesta dinamica. Si las fuerzas que actuan sobre el sistema
tienden a restaurar la posicion original diremos que el sistema es estable, de otro modo sera
inestable.

El método puede presentarse en forma matricial del siguiente modo. Supongamos un sistema
en el que actian cargas externas de referemia,dl que luego se lo analiza linealmente. Para
las tensiones producidas por esa carga, la matriz geométriKde®fra otro nivel de cargas
con un multiplicado#t cualquiera,

[Ko] = 4 [Ko]r cuando R} =1 {R}« (1)

Como se presume el problema lineal, la proporcion de cambio de las cargas externas es la
misma que los esfuerzos internos. Posteriormente se da una variacion al desplazamiento desde
una posicion de referenciaD},. Como las cargas exteriores no cambian en el punto de
bifurcacion,

(K] + Aer [Ko]r) {D}r = Aer { R} (2)
(K] + Aer [Ko]r) {D + 6D} r = Acr {R}r (3)

De la diferencia entre (2) y (3),
([K] + Zer [Ko]r) {6D}r = {C} (4)

La ecuacion (4) es un problema de autovalores cuya raiz minima provee la carga de
bifurcacion (LBA linear buckling analysis siendo R}« = Acr {R}r la carga critica o de pandeo
con A¢r el autovalor minimo.

Para el caso de pandeo no lineal, se determina a través de unakgaujize| incluye no
sdo el efecto provocado por las tensiones previas al pandeo sino también el efecto relacionado
al cambio de geometria.

Estos criterig tienen limitaciones en proveer informacion acerca del movimiento real y no
son directamente aplicables a casos de cargas dinamicas.

2.2 Criterio dinAmico

Muchas de las dificultades asociadas al criterio estatico desaparecen si se consideran los
desplazamientos como dinamicos. Con este criterio se podria graficar la respuesta en el tiempo
de un grado de libertad generalizado frente a incrementos sucesivos de cargas como se ilustra
en laFigura 1 Luego se observa que al aumentar la carga, se reduce la frecuencia de oscilacién
y eventualmente esta oscilacién tiende a cero. Sin amortiguamiento, la respuesta a este nivel de
carga es critica. Una trayectoria inestable no necesariamente implica un minimo (curva B,
Figura J), por cuanto habra que iterar hasta hallarlo (curnia#\ra 1. Este criterio, debido a
Budiansky y Roth (1962ks ampliamente aceptado para cargas tipo escalon.
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Figura 1: Analisis para carga escaldrudenovimiento radial representativo de un tanque esbelto con
distribucion de presiones tipo explosivasrieijeiras y Godoy, 2013

2.3 Criterio energético

Simitses (199Q)propuso un criterio de energia potencial elastica que, bajo cargas tipo
impulsivas, afirma que la carga critica sera aquella que lleve al sistema a poseer la misma
cantidad de energia elastica acumulada que un andlisis critico estatico. Un movimiento se define
como critico o inestable si pasa por o encierra puntos de equilibrio estatico; esto es equivalente
a afirmar que, en el caso de equilibrio estable, la energia potencial fuese un minimo y de ese
modo en las vecindades de ese estado, esta energia se incrementa. Este modo de identificar una
carga critica elimina complicaciones matematicas, y facilita la vinculacion entre la intuicion y
el sistema dindmicd-(gura 2. Este criterio se utiliza ademas, para sistemas con varios grados
de libertad, aunque “como una expresion de fe”” mas que como una realidad fisica. Este criterio
ha sido estudiado por los autoregy(ira 3, con la conclusion que movimientos por encima del
equilibrio estatico pueden resultar estables, situacion que se intensifica en presencia de
amortiguamiento. Para estos sistemas, la busqueda de una condicion critica requiere de un
minimo o maximo absoluto en la expresion de energia potencial@otal { \Walker, 197).

Este ultimo se describe y utiliza en este trabajo.

ry AP

v [T

V‘i\ I\{T

Figura 2: Estados estables, indiferente e inestable relacionados a urd taeyzergia potencial tot&ly una
variable desplazamien®
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Figura 3: Analisis para carga impulsiva de un movimiento radial represemtativotanque esbelto con
distribucion de presiones tipo explosivas de presiones tipo explosivas.

3 ESTUDIO DE CASO

Con el objetivo de considerar un sistema de comportamiento poscritico del tipo de tanque
de pared delgada sometido a explosiones externas y poder comparar al menos resultados
estaticos bien establecidos, se analiza un modelo conservativo de dos grados de libertad de
bifurcacién inestable desarrollado@roll y Walker (1972)al que se lo extiende considerando
cinematica no lineal exacta, inercia en el sentido longitudinal y el agregado de analisis
dindmicos con cargas del tipo escalon e impulsivas. El sistema considerado se ilustra en la
Figura 4en dondeao y fo son angulos en la configuracion inicial, los grados de libertad
considerados se designan pdt) y A(t), m representan las masas del sistema y C las
constantes elasticas flexionales y membranales

Figura 4: Modelo de dos grados de libertad analiz&doll(y Walker, 1972pp. 154).

3.1 Formulacion del modelo matematico

Las ecuaciones de movimiento se derivan del criterio energético de Lagrange (ver por
ejemplo,Baruh, 199%.

d oT oT av 0D .
Ea—m—a—(h+a—(h+a—m+Qi(t)—0,1—1,2,...,7’1. (5)
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dondeT es la energia cinétic® es la energia potencial totdd(;, — V.,.); D es la funcion de
disipacion g son un conjunto den coordenadas generalizadag;(t) son las fuerzas
generalizadas no conservativas y el punto encima de la variable indica derivacion temporal.

Para el caso analizado en este trabajz)g—z =0y Q;(t) =0.

El sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento, ordinarias y algebraicas, en términos
de las variables temporalex(t) y p(t) se obtuvieron con la ayuda de un software de
manipulacion simbolicaMathematica, 2015 y para la solucion se utilizan el codigo IDA
dentro del paqueteUNDIALS (2005) que esta disponible dentro de Mathematica.

3.2 Formulacion del criterio energético de estabilidad paran grados de libertad

Los desarrollos que siguen consideran la respuesta dinamica lineal de un sistema de dos
grados de libertad alrededor de un estado de equilflif@s masas generalizadasse asocian
a desplazamientas, con estos ultimos elegidos, sin pérdida de generalidad, de modo tal que
la energia cinética sea una forma cuadrética,

2
1
i=1
luego, la ecuacién de Lagrange queda expresada por,
av .
ou: = —m;y, (7)
l

desarrollandd/ en series de Taylor y teniendo en cuenta las condiciones de equilibrio se llega
a,
av 0%V .
a_ul- = j —E)uiauj |e wj = —myti, (8)
proponiendo la solucién; = fi;e’®t y resolviendo el problema de autovalores, se arriba a la
siguiente condicion necesaria y suficiente para que ambesan positivos, es decir ambas
frecuencias naturalessean reales y en consecuencia el equilibrio sea estable,

%V

—Ig>0 9a

2%V

— >0 9b
0%V 9%V 0%V

— 250 9c
ou? ¥ ou? e ou,0u, & (%)

Las ecuaciones (9) se conocen como coeficientes de estabilidad. De este modo, para un
sistema conservativo, si las frecuencias naturales de vibracion alrededor de un punto de
equilibrio son reales, la energia potencial total es un minimo relativo y el estado del sistema es
estable. En el caso de que cualquier condicion (9) sea violada, el estado de equilibrio es definido
como inestable(roll and Walker, 1972Thompson and Hunt, 19).3

Este criterio se utiliza para la determinacion de los estados criticos del sistema analizado en
este trabajo.

4 RESULTADOS

Los datos geométricos y de constantes elasticas que se utilizan para los analisis que siguen
son:L=1; K=1000;C=1; ao=/0=0.2. La configuracion de referencia cag/fo corresponde a
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un sistemaerfecto

4.1 Trayectoria fundamental de equilibrio

La trayectoria fundamental se obtiene de la integracion numérica de la ecuaciéon (5) para
cargas estaticas, que se reduce al principio de minima energia potencial totelgHErmlase
muestra la trayectoria fundamental mencionad&:igara 6muestra los estados de equilibrio
(o de minima energia potencial total), para c&geeciente.

0.8
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0.4
0.2

s 0.0
02 — P=5

-0.4 P=6

P
SO = N W s L O
A4

(=2
(=4

0.05 0.10 0.15 020 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
a.p a

Figura 5: Trayectoria fundamental. ] . ] )
Figura 6: Gréficos de energia potencial total par:

trayectoria fundamental B creciente.

La trayectoria evoluciona conservando la forma de la estructé),(de modo que el
estado de maxima cardrx6.32 corresponde a un punto limite. EI desplazamiento asociado
resultac=£=0.0857.

4.2 Andlisis de bifurcacion

Se analiza a continuacion el caso de una posible bifurcacion sobre la trayectoria primaria. El
andlisis surge de aplicar el criterio contenido en las ecuaciones (9). De esos andlisis surge una
bifurcacion conP¢ =1.18. El desplazamiento para ese nivel de carga, sobre la trayectoria
fundamental es=£:=0.0076. La-igura 7y laFigura 8reflejan esta situacidén. Para una carga
menor, por ejempl®=0.50<P, la energia en el equilibrio corresponde a un miniagu(a
7), mientras que para una carga mayor, por ejefp®b00>P., se presenta un maximo en la
energia del sistem&igura 9.

Como valor de referencia, en el texto@ell y Walker (1972, pp.164e encuentra una
carga critica sobre trayectoria fundamental linealizada de 1.23; si en la trayectoria se eliminan
términos no lineales de manera consistente, la carga critica se reduce a 1.11.
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Figura 7: Energia potencial totdlparaP=0.5, (a) en vista 3D y (b) en curvas de nivel.
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Figura 8: Energia potencial totdlparaP=2, (a) en vista 3D y (b) en curvas de nivel

4.3 Analisis dindmico para carga escalon

El analisis dinamico para carga escalon se obtiene de la integracion de las ecuaciones de
movimiento (5). Los graficos de kgura 9a laFigura 14muestran los resultados obtenidos.

Para una carga baja, por ejemplo P=0.75, los dos grados de libertad oscilan de manera
conjunta en fasé~(gura 9. ParaP=1.15Pc, laFigura 11muestra que las oscilacionesalse
separan de laseg, lo que indica que el sistema cambia su forma antes de alcanzar un par de
oscilaciones en el tiempo. Finalmente, P&al.55>P, las oscilaciones permanecen
desfasadas, con cambios en la configuracién geométrica del sistema al progresar en el tiempo
(Figura 13.

Los coeficientes de estabilidad se han graficado Emlaa 10 Figura 12y Figura 14para
los niveles de carga considerados. En el primer caso resultan todos positivos, en elysegundo
tercer caso alternan a valores negativos.
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4.4 Analisis dinamico para carga impulsiva

El analisis dinénico para carga impulsiva se obtiene de la integracion de las ecuaciones de
movimiento (5). Una alternativa conveniente para definir un pulso de magnitud pico unitaria de
manera continuai(meijeiras y Godoy, 20])¢es,

tk,

P = (- (10)
0

En la ecuacién (10 representa la duracién del pulso principal en tanto que se ha elegido
convenientement&=2. La expresion (10) se multiplica luego por valores contantes para
representar incrementos de carga. El grafico de esta expresion puede versgLen [

(K0
0.8
_ 0.6

=
=)
Q.

0.4

0.2

Iy
0.0 E

L ’

Figurals: Carga impulsivado(t)

Los graficos de I&igura 16a laFigura 21muestran los resultados obtenidos.
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Figural6: Respuesta dinamida=1.15,t,=0.05
Figural?: Historia ec.(9)P=1.15,t,=0.05
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Figural9: Historia ec.(9) P=7.5,t=0.05

Las oscilaciones conjuntas dey g en laFigura 16y en la Figura 18indican un
comportamiento estable, lo cual se visualiza en los coeficientes de estabilidadodeda’
y la Figura 19respectivamente. La pérdida de estabilidad se verifica para cargas mayores
(Figura 20y Figura 2). Habra que realizar un proceso de aproximaciones sucesivas para
determinar el minimo que produce inestabilidad.

= Ve V gp
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= Vi Vﬁﬁ_(Vaﬁ)z
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= 0.00 Z 3000
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Figura20: Respuesta dinamida=15,t,=0.05
Figura21: Historia ec.(9)P=15,t,=0.05

El proceso mencionado de aproximaciones sucesivas a la carga minima que produce el
incumplimiento de alguna de las ecuaciones (9) se ha resumideignrta22donde se muestra
la carga critica determinada en funcién de la duracion del pulsbigbaa 23representa el
incremento de carga critica dindmica frente a la estética para distintos valores de duracion del
pulso. Notar las zonas estables de las inestables.
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Otra forma de representar este fenOmeno es a través del impulso. Considerando la carga

critica el impulso queda definido por,
to t _ﬁ
Iy (8) = J- For(1——)e ‘todt (11)
0 to

El gréfico de laigura24 muestra la curva de impulso critico frente a carga critica.

14
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura24: P vs Impulso de fase positiva

Se observa que para duraciones del pulso largas la carga critica permanece constante e igual
a la estatica o deleavisideen tanto que para duraciones cortas, la carga critica muestra una
dependencia del tiempo o del impulso.

5 DISCUSION DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Este trabajo ilustra los procedimientos que pueden seguirse para determinar la carga de
pandeo dinamico, a través del estudio de la respuesta dindmica no lineal de un sistema de dos
grados de libertad. El objetivo es identificar estrategias que puedan ser extendidas a sistemas
de multiples grados de libertad.

Tanto los resultados de la trayectoria fundamental como aquellos de bifurcacion coinciden
con los aportados pacroll and Walker (1972)En la Figura 5se muestra la trayectoria
fundamental y en I&igura 6la variacién de la energia potencial total sobre la trayectoria
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fundamental para carga creciente. Notar que el punto de inflexion alrededor del valor de carga
limite de laFigura 5 asegura un pandeo inestable.

Los resultados de carga tipo escalon muestran, como es de esperar, coincidencialen carga
bifurcacién con los analisis estaticos. Efrigura 7 se observa que para valores de carga por
debajo de la carga critica de bifurcacion cualquier perturbacién alrededor del punto de
equilibrio se mantendra estable, en tanto qiiedara 8indica que una vez alcanzado el punto
de bifurcacion inestable (silla de montar), el sistema evolucionara por caminos de menor
energia que el de trayectoria fundamental. Los resultados concuerdan con las conclusiones
obtenidas poFlores y Godoy (1998) Simitses (1990¢n lo que se refiere a una equivalencia
practica entre un analisis LBA y un estado de inestabilidad dinamica para cargas de este tipo.
Notar que la sola presencia de error numérico hace que el sistema salga de la trayectoria
fundamental y se encamine hacia la trayectoria secundaria sin requerir imperfecciones de modo
de pandeo de bifurcacion. Los graficos dé-ilgura 9a la Figura 14muestran para carga
creciente pasando por la critica como evolucionan las desplazamientos en el tiempo y los
coeficientes de estabilidad, evidenciando la validez del criterio contenido en las ecuaciones (9).

Para carga impulsiva, aplicando el criterio de coeficientes de estabilidad, los gréficos de la
Figura 9a laFigura 14indican la evolucion de los desplazamientos para cargas crecientes. All
se observa que los pulsos producen inestabilidades para cargas mayores a las criticas estéticas
o del tipo escaldn.

Para sistemas sometidos a cargas impulsivas, los criterios de inestabilidad estaticos se deben
utilizar solo como referencia y no con propoésitos de disefio. Las cargas criticas tipo pulso son
mayores a las estéaticas. Cuando la duracién del pulso decrece, hay un aumento significativo en
la carga de inestabilidad dinamica. El criterio provisto por las ecuaciones (9) es de gran utilidad
y establece una base soélida para andlisis de estructuras de varios grados de libertad.

Se considera que los topicos mas relevantes para desarrollos futuros deberian abarcar:

= Sistemas de varios grados de libertad.

= Andlisis considerando imperfecciones.

= Desarrollo de criterios para andlisis de estructuras continuas.
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