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Abstract. El principal objetivo en la Teoria de Céscaras, ya sea@slidiana o afin, es determinar la
medida de la deformacién de una cascara una vez gobcitacion ha sido aplicada a la misma. Y la
mejor forma de analizar esto es mirar qué ocurre corcdarespondientes superficies medias. Este
problema se plantea aqui, en este trabajo, a los efectistedminar la superficie media deformada a
partir de datos conocidos que contiene la cascaradgmtieformarse de su estado original. Asi se podra
cuantificar, en alguna medida, su deformacion. De emsaafose da inicio a un método general
comparativo entre ambas geometrias, aclarando que, lews arasos, se usa el respectivo Teorema
Fundamental de Existencia para superficies. Para una mejprersion del tema deberan verse los
articulos anteriores publicados por los mismos autores.
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1 INTRODUCCION

Este articulo muestra un camino hacia la medicion d@douna cascara puede deformarse
en términos de la Geometria Unimodular Afin. Esta medio® se hara en términos de los
desplazamientos como es habitual en la comprobaciéa diefdrmacién dentro del esquema
de la Geometria Euclidiana. Se efectuara bajo la agitadel Teorema Fundamental de
Existencia para superficies, refiriéndonos a la Superfidedia de la Céscara. Una vez
obtenida la medicion de la deformacion de dicha superfigegxtrapola considerando el
espesor de la cascara, con lo cual se tiene la medidaddéormacion de la cascara toda. Al
aplicar la solicitacion (cualquiera sea ésta) a laatasen su estado original, no deformado, se
genera un tensor de tension tridimensional simétricea primera accion produce
seguidamente una deformacidon cuya medida esta contenida gdommacion ensu
correspondiente tensor de deformaciba relacion entre ambos quedo establecida en lo que
llamamos-‘las relaciones tension-deformacigmescriptas en3igena et al, 2002, 2003, 2004,
2005, 2010, 2012

En este trabajo trataremos co@scaras asumiendo que son de un material perfectamente
elastico, homogéneo e is6tropo y que, en su estado deformstan en equilibrio con las
fuerzas actuantes. Este modelo prevé un algoritmo deadjoal permita la comparacion con
toda la literatura previamente publicada en Geometriadiara (John,1965 1971; Koiter,
1971; Love, 1944; Molimann, 1981; Reddy, 2008; Wagner and Gruttmann, 1984| &i al,
1999, y con nuestros propios resultados en Geometria Gitpefa et al, 2002, 2003, 2004,
2005, 2010, 2012 Ede es el camino inicial para que posteriorj se puedan hacer métodos
numericos aproximados utilizando este esquema de pensaplemteado.

Se exponen varios ejemplos, de los cuales solo dosodesellprofundizan a los efectos de
mostrar con mayor precision los alcances de la Ge@régtimodular Afin con respecto a la
Geometria Euclidiana.

2 TEOREMA DE RECUPERACION DE LA SUPERFICIE MEDIA DEFORMADA
EN GEOMETRIA UNIMODULAR AFIN

Se puede representar la superficie media deformdgacomo una variedad real, de

dimension dos, diferenciable y orientada, junto conslgaientes objetos geométricos: una
conexion afin libre de torsiOR*, una estructura pseudoriemaniana no-degene@day un

campo tensoria(l,l), S’, todos ellos definidos en términos de los coeficieetgnados

dados por la pseudométrica ya expuesta en trabajos aggerior

Los objetos geométricos bidimensionales citados, gsale la misma dimensién queaer
usados para el desarrollo de nuestra exposicion, puedehtseidos a partir de la ecuacion
gue establece la relacion entre los coeficientesigoéttridimensionales de la cascara no

deformada, denotadd3, , y los correspondientes a la cascara deformada, dend&dos

C g L2 o[l j
le—le"‘lutik 2( 2u j[;tj]@k+F(t'ﬂ)(€+ﬂt) (1)

A partir de la definicion de “céscara afifi, usaremos las condiciones de integrabilidad de la
Geometria Afin con las ya conocidas condiciones de cahbiluitd bidimensionales para cada
caso de la superficie media de la cascara. Esto remeseatde los primeros pasos en el
desarrollo de esta teoria, que contiene, como ya del@ un mayor nimero de invariantes
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gue la previa, la euclidiana.
En definitiva, esos objetos geométricos satisfacem dauientes condiciones de

integrabilidad:
1. g" es un campo tensorial Codazzi con respectd aes decir, la derivada covariante de

g’, con respecto a la conexiéiv*, campo tensorial(0,3), de manera que
y =V'g = g:ﬂy du* dd dd, con las componenteg;y simétricas en todos sus indices.

2. w"=V'g" es apolar con respectoga, es decir, el campo covector Tschebysceff se anula
idénticamente, o, en coordenadas IocaresZg*”‘/j d,,, du =0.

3. S’ campo tensorial Codaz@l, 1) con respecto &, mantiene la ecuacioB;’ = B .

4. Se preserva la ecuacion de Gauss, relacionando la iciémuada, es decir,

*or 1 a a o a .
Rﬂwz :E( Bf; 9 — g @n + %7577 - %757 )_Z( %; 5 - B A) (2)
donde f%;;‘n representa a las componentes del tensor de curvaturadasada conexion

de Levi-Civita y A" son las componentes del Tensor Diferencia, e ig%a(j;’éfp 9, -

Finalmente, y consecuentemente, a continuacion s@reade que existe una inmersion
local Unimodular Afin X* :(M*,V*, g, S) — R®para la cuaV” es la conexion Normal Afin,

g" es la Primera Forma Fundamental Unimodular Afiny S"es el Operador Afin de Forma

de Weingarten Gigena 1996. El modelo se basa, primeramente, en una relacidoe éntr
segunda forma fundamental euclidiana y la primera forma foed@l de la Geometria
Unimodular Afin 1, <> Il _,. Se considera un sistema constituido por el espacio aelyen

los dos bésicos invariantes en ambas geometrias,ng defa inmersion en un conveniente
subconjunto abierto en el plano, lo que algunos autoriesereicomo urparametro espacial
definimos

R - [ ](X):U>R? U cR? (3)

euclidiano afin

ﬁ. )

2
y de la ecuacion de Gauss euclidiaf, ), , = L, N,+> T (X),, de la igualdad, se
A=1

expresa.:
= OO0, by N 3T (%), @

usando las propiedades de la funcién determindmjes [( Xo), (%), I\L_,u] Ly, Yy
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0= det(h,, ) =[(X,), { %), N, |* def L,,). (5)

De alli que las superficies inmersas aptas para tratamigntuna significativa teoria en
Geometria Afin son aquellas que, en su version euclidianan idéntico no nulo coeficiente
de curvatura gaussian€, en el sentido definido emM{lman and Parker, 1977 Para tratar,
similarmente, otros tipos de superficies, en el coatert aplicaciones a la digitalizacién afin
de imagenes, se necesita usar Teoria Afin de CurvaasPleamo se han desarrollado, por
ejemplo, enCalabi et al, 1996, 1998con la correspondiente reduccién de codimension.

Comentario, de que lo que sefalamos mas arriba, es uneparyante diferencia entre las
teorias de cascaras euclidiana y.afin

Otra muy importante diferencia es la que sefialamos agaaion:

La “distancia” euclidiana, es invariante bajo el grupo AS@(3, pero,no es un invariante
Unimodular Afin, es decir bajo el grupo ASLE), por lo tantono se pueden computar los

desplazamientosn el ambientéR?®.

\*2)

Este importante hecho se puede verificar a través gigkeste ejemplo comparativo de
Ambas Teorias

3 PRIMEROS EJEMPLO S: LA ESFERA VERSUS EL ELIPSOIDE.
OTROS EJEMPLOS ILUSTRATIVOS DE COMPARACION.

Se hace dificil cambiar, radicalmente, un esquema de miemsa ya consolidado, un
cambio total de paradigma, especialmente con los afiodlegaela Geometria Euclidiana
funcionando. Se incluye aqui el ejemplo del casquete esfrmerior y su equivalente, para la
Geometria Unimodular Afin, el casquete elipsoidal superiienido aplicando al anterior una
Transformacion Unimodular Afin del espacio, a través deratriz 3x 3 con determinante
igual a UNO. Por ejemplo, la matriz diagonal de elememosy;, % . Se toma para facilidad

de comprension y a los fines de comparar mejor unaaegfan elipsoide. Que, en Geometria
Euclidiana son muy diferentes, mientras que, en Geontérinlaodular Afin son exactamente
iguales. Esta ultima Geometria no las distingue en absolilsfera proviene del término
griegoogaipa, sphairg que significa pelota (elemento que se usa para jugar)q@almente
hablando, se emplea la palalivala, para describir al cuerpo delimitado por una esfera.
Ademas, se usa en Matematica (topolégicamente) la pdiellea cuando se refiere a un
entorno del Dominio de funciones de varias variables.c&mbio, unelipsoide es una
superficie curva cerrada cuyas tres secciones ortoggnalepales son elipticas, es decir, son
originadas por planos que contienen dos ejes cartesianoklatematica, es uneuadrica
analoga a la elipse, pero en tres dimensiones. Si partitel supuesto que, ambos sélidos
tienen un volumetV igual a UNO, entonces se puede comparar uno con otro igeliente
manera:

Esfera:

X(ul,uz)=(up ot u) —( uz)z)=( % % %) (6)

tal que, (ul)2+(u2)2§1; si se hace undransformaciéon Unimodular Afinse pasa de las

coordenada$x, X,, %) a las coordenaddsy, y,, ¥;):
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% 0 0)x) (%X%) (%
0 % 0% =% |=| % |=Y (7)
0 0 %\x) (X)) \ %

si se definev, =% u, y Vv,=% u, entoncesy (v, \é)=( \, \5,+%\/1—1%( V)’ — 4 \4)2) si

2 2
se cumple que(u, )’ +(u,)* =% (%)*+4( ) <1; 0, lo que es lo mismo—(.vl)2 L)

AR

Considerando que el Volumen de una esfera de IraéV=%17rr3 y el de un elipsoide,

cuyos semiejes sa byc, esV = gﬁabc.

Elipsoide:

(), (%) <y3>2_<v1>2+<v2>:[1_<i>2_<£]=1 @

2 2
(%) (¥
Estamos habituados a ver en Geometria Euclidiana essoshjetos geométricos: una

ESFERA y un ELIPSOIDE. A simple vista, se puede observarsgune TOTALMENTE
DIFERENTES, a pesar de que, ambos tienen el mismo voMmen

Figura 1 Esfera y Elipsoide

PARA LA GEOMETRIA UNIMODULAR AFIN SON EXACTAMENTE IGUALES!

Obsérvese que, la distancia entrecehtro de la esfera y gbolo norte en el casquete
esférico es igual a uno. Mientras que, en el casqueteidijes igual a ocho tercios; y en los
dos ejes siguientes es igual a un medio y a tres cuartos.

Por este motivono se pueden elaborar como parte de la teoria el estudio de los
desplazamientos euclidianos entre puntos de la cascara no deformada y la cascara
deformada

Por el contrario, se hace necesario recurrir al drearde Existencig Unicidad de las
superficies medias deformadas para analizar los camtimgdws en la deformacioRor otra
parte también cabe observar:
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Sin embargo, si se puede calculafditancia afin” 0 “funcion soporte afin” desde
cualquier punto de la superficie a cualquier punto del espacrdaisgENormal Unimodular
Afin para esos fines.

Ademas, con la Primera Forma Fundamental Unimodular dédfimida en la superficie
podemos calcular longitesd de arcos entre dos puntos de la superficie que se cometten
si. Con ello, entonces, podemos calculaDESTANCIA AFIN ente dichos puntos de la
superficie. Mas aun también, por ende, podemos hablareds afinesle figuras contenidas
en la superficie. A su vez en la cascara podremos aal(DlBUMEN AFIN , conceptos estos
gue seran diferentes de los usados en la Geometria Eaglid@no se puede ver facilmente
en el ejemplo expuesto de la esfera y el elipsoide.

El estudio de las cascaras, a juzgar por la extensigenaiura existente en el mundo,
estaba practicamente agotado. Ya se habiao,dexperimentadamentd¢odo sobre ellas.
Supuestamenténo habia mas nada que decir ni estudiar en lo que a formulacion se Tefiere
Muchos autores han utilizado la Teoria Clasica commutacion de partida y han obtenido
excelentes resultados favoreciendo asi la consolidatgoresta teoria. Ha servido como
hipétesis de partida de diferentes problemas en el camips geluciones a las ecuaciones que
gobiernan el sistema.

Negando las hipotesis que conforman a la Teoria Cldmsioasurgido otras teorias. Pero, la
Teoria Clasica aproxima el problema a la realidad bestdicientemente, comparando con las
aproximaciones que efectlan otras teorias. Siemprey perisado en cdmo ir mejorando los
métodos vigentes para el célculo y dimensionamientosdmiEmas, profundizando el analisis
con el uso del Método de Elementos Finitos y otrasdgemumeéricas de aproximacion. Pero,
con la finalidad de lograr: ¢qué cosa? Minimizar lo masbleosl error en el calculo de las
soluciones; aproximar lo mas que se pueda a soluciondicapaéxactas imposibles de
viabilizar en la préactica. Todas ellas soluciones irgigs excelentes.

En el estado actual del arte, a ningun autor se le babfaido hasta ahora, reformular la
teoria en si desde su génesis y en toda su formulacibmeZ,aalgunos cambios si se han
hecho a lo largo de la historia, y estos han sidosytiemo por ejemplo, los propuestos por
Reissner, donde se sigue aceptando que las tensionesasosoraldespreciables frente a otras
componentes de tensidon, pero no se obliga a las fibcdas a permanecer normales a la
superficie media ya deformada (hipotesis de Love-Kirchhoff

La propuesta de cambiar la Geometria Euclidiana por la Gdarbnimodular Afin hace
gue uno piense en una nueva Teoria de Cascaras completalifenainte desde el inicio. Es
decir, replantear toda la teoria de cascaras basandose en otra gepometiineal, no-
euclidiana, diferente a la empleada hasta ahora. Eseméilo, corresponde recordar que el
célculo o notacion tensorial ya ha sido usado ampliaremel tratamiento moderno del tema.
Sin embargo, en todos los casos mencionados se han exsddeivamente elementos de la
Teoria Clasica (Euclidiana) de Superficies. Esta propumstsido cambiar por la Geometria
Diferencial Unimodular Afin, considerando su mayor riqugxa, ejemplo, en términos de
invariantes geometricos y asi, conseguir una mejor mpaoion del problema. Es una manera
diferente de expresar el problema exacto de las casaguas esta gobernado por las
condiciones de compatibilidadlas ecuaciones de equilibrio las relaciones entre las
tensiones y las deformacionegue pueden ser expresadas en términos de los desplazamiento
(o de las deformaciones), y por tamndiciones de borde en las caras y bordeda cascara.

Es obvio que el desarrollo de la Teoria de Cascaras s aleun extenso aparato
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mateméatico, donde muchas paginas de la literatura estiéntasitton ecuaciones.
Precisamente, por esta razon, es necesario enfatieal rol de la geometria diferencial en
esta teoria es, exactamente, el mismo que en otras rde la Ingenieria y la Ciencia. La
estrategia basica en Mecanica consiste en aplicaatematica, no a la estructura (o a lo que
sea) en si mismo, sino a un modelo conceptual de leckest.
Esta linea de pensamiento la logré un solo alatz John. (John 1965, 197) Sulinea
de investigacion no fue elegida por la comunidad cientifigenieril, ya que las criticas
recibidas por Koiter hacia John, alejaron a los iyadores de este modelo. Y fue su
esquema metodoldgico con sus directivas, a través de swatindos principales, las que
dieron curso a la presente investigacion. Agregandaodstentrabajo el cambio de Geometria,
donde por primera vez se aborda el problema del dimensemtantde cascaras desde una
geometria que no es euclidiana.

Figura 2 Normal Euclidiana y Normal Unimodular Afin

Todos los céalculos con Geometria Euclidiana no formaie plat aporte de este trabajo. En
realidad, este modelo es mas amplio en su formulacibra hesego ir realizando
aproximaciones desde las mas gruesas a las mas fihesalarar que, si bien Koiter critico la
obra de John, aceptdé también que su esquema era muy comgpletosistente. El
inconveniente es que, normalmente, los Ingenierosrtiema cierta premura por llegar a la
solucion de los problemas, y no pueden destinar demasiado tiempo a “filosofar’ (o reflexionar)
con algun otro planteo de formulacion.

A seguir, describiremos ejemplos de algunas superficies snel@iaprobables céscaras
elegidas, de lo mas utilizado en construcciones de Ingeniemo ilustrativas del desarrollo
de la Teoria de Céascaras Afines en este trabajo. Ceraqie estas superficies podria formar
parte de una estructura de tipo cadscara o bdéveda con tm espesor, siendo ésta la
expresion de la superficie media de la misma. Ademasncdeye una clasificacion de
superficies segun la Geometria Unimodular Afffrimeramente, se observan todas las
cuddricas que estan caracterizadas por ser esferascafir@sgunda Forma Fundamentalo
Forma Cubica idénticamente nulaC =11 , =0:

Paraboloide eliptica En forma explicitaz= ¥ + Y, 0, Xo(u, v) =( uv g+ \3).
Paraboloide hiperbélica Explicita, z= X - ¥, 0, X,(u, V) :( uvu- \?).

Las dos superficies anteriores s@Sferas afines “impropias”, con normal afin
autoparalela, o sea, con centro en el infinito. Lengma con primera forma fundamentahafi
positivo-definida debido a que es localmente fuertememteega; la segunda no-degenerada.

2 2
y

Elipsoide. En forma explicita z=+ 1__2_F 0, casquete superiorde todo el
a
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%
elipsoide que, paramétricamente, representamoxcp(cu, v) = ( U Vi+ 1—U—Z—FJ.
a

Esta ultima, ejemplo desfera afin propia(centro finito) de tipo eliptico (de ella deriva la
terminologia), centrada en el origen de coordenadas, o sea con centro “dentrd’ de la
concavidad. Al igual que la 1?), la Primera Forma Fundamrehizositivo-definida.

Hiperboloide (de una hoja). x*— y*— Z =1, esfera afin propia de tipo hiperbolico
primera forma no-degenerada, da lugar a dos superficies segim uno las posicione:

X=+1+ Y+ Z; z=+JX¥— y¥—1. Para este trabajo, s6lo se desarrolla una de las dos

superficies para no hacer tan extenso el escrito: danga, que, paramétricamente, se
representa poiX, (U, v)=( u v+v d — \3—1).

Hiperboloide (de dos hojas, de las cuales tomamos unaEn forma explicita
z:+«/1+ X+ Yy o0, como hoja superior del hiperboloide que, paramétricemen

representamos poxo(u, v) =( U v+y1+ d+ \?). Esta ultima, ejemplo desfera afin propia

(centro finito) de tipo hiperbolico(también de ella deriva la terminologia), centradaelen
origen de coordenadas, o sea con centro “fuerd’ de la concavidad, Primera Forma
Fundamental positivo-definida. Ademas, esta contenida é&n c@&o convexo

{(x, Y, z): L>+»\/ X+ )%} y es asintdtica a su borde. Esta puede representar IHicseipe

media de una cascara que podria ser el techo de un cldpi@n. ga
Esta ultima propiedad la relaciona con el siguiente ejemqudono es una cuadrica y, por
lo tanto, con Segunda Forma Fundamental, o Cubica, no nula:

Cubica tetraedral, Esfera Afin (de tipo hiperbdlico) En forma explicita z:i; 0,

paramétricamente X, (U, v)=(u, v,—j. Esta dltima es unasfera afin propia de tipo
uv

hiperbdlico, también centrada en el origen. Esta contenida encoglo convexo
{(x, Y, z): x>0, yzo,zq y es asintética a su borde. Las dos Ultimas son lgssca
“extremos en cierto sentitlde la famosa conjetura de Calabi, ya para dimensiones mayores o

iguales a dos, a cuya solucidn contribuyeron los siguieatgsres: el propio Calabi,
Schneider, Gigena, Sasaki, Yau, Cheng, Li.
y3

Superficie de Cayley En forma explicita z= xy+§, 0, X,(u,V) :(u, vV, U gj

Es unaesfera afin de tipo parabdlicoEs, ademas, la Unica superficie afin con segunda
forma fundamental, o forma culbica, paralela, o seascoderivada covariante normal afin
VvC=VIl,=0, que no es una cuadrica, o sea, con forma cubica noicatéante
nula,C =11 _,-0. Propiedad expuesta en trabajos de los siguientes altlomeszu, Sasaki,
Pinkall, Gigena. También, es la Unica superficie afin temsor diferencia paralelp
VK =0, donde K=V -V, queno es una cuédrica. Propiedad expuesta en trabajos de los

siguientes autores: Dillen, Vrancken, Gigena y Joaquin
Para todas estas superficies de ejemplo se han calcllgdosogeométricos y comparado
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con los correspondientes de la Geometria EuclidianaerAbstas variedades (superficjes)
elementos bidimensionales, los indices seran escritos letra griega mindscula y seran
reservadas para denotar una variacion entre 1 ¥<2%t,8,7,..< 2, i.e.: se refiere a un

elemento bidimensional como puede ser la superficie middiariginal y sin deformacién, o a
la superficie media deformadd, . Se exponen a seguir los objetos geométricos.
Paraboloide eliptico

Derivadas parciales: Xy, = Xy, (uV)=(10,2u); Xoo = Xo (U V) =(0,1,2V);
Xon: XOuu(u’ V):(O'O!Z); X022 = Xw\/(u’ \OZ(O’O’Z); X012: va(u’ V):(O’O’O)
Coeficientesh, , = [ Xowr KXoz Xow] s h,=2 h,=2; h,=0, entonces, por calculo

2 0
directo se obtieneH:det(0 2}24’ con lo que se verificaH :det(hll th;ﬁ 0,

1y

%:ﬁ, de lo anterior se obtienen ahora, loseficientes del tensor

luego=>|(H )%1 =|(4)

métrica
h h, _2 h, h V2 o
s = o = = 1 =—=\/§’ = 2 =“\/§, = 2 =0 ga =
G =i = TG % i 9 =y (90)=| 5
la matriz inversa
V2
2
(9”)= ©)
o V2
2

los simbolos de Christoffel de la conexién de Levi-Civdaociada a esta métrica resultan,
por lo tanto, a partir de la bien conocida formdtg, :%Z 97 (0, Uy +05 G, —0; Gy)-
A

Desarrollando esta expresion, y de manera expositivabserva que, desde el principio del
célculo: gaﬂ=g“ﬁ=o, paraa = £, que es lo que se manifiesta en las dos matrices

anteriores, con lo cual se podria obviar la escrituravat®s términos en las ecuaciones
siguientes. Pero, ademas, todas las componentes deatsasstson constantes, con lo cual,
ademas, se pueden obviar también todos los términos daepdeecen derivadas.
Indiscutiblemente, la conclusion es correcta, o sElast las componentes de la conexidon son
nulas en este caso. Sacando los términos nulos y Iqgaudieran simplificarse, queda:

Fil - 1:12 - 1:121: f f f f 221: r 222: 0 (10)

la Normal Unimodular Afin: N,=1A(X,), donde A es eIOperador Laplaciano con

respecto a la pseudo-métrical ., i.e s con
p p - V,— [J_ Yo auﬁj

g:det( gaﬂ)que en este casog=2, entonces «/ g =2, es decir, si se introducen los
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\/5 12 21=0; g22 \/E

siguientes computog == 9°=¢ == se tendraAX, :(0,0, 2\/_2) 0 sea,

Nua:(0,0,«/_Z). La Normal Euclidiana se calcula con la siguiente y cal@oeixpresion:

eu=M; con lo cual si reemplazoX, =(10,21); X, =(0,1,2), obtengo,
[Xo1x Xof|

Xoy % Xgp = —2UE,— 2VE,+ E; 0 sea,|Xg, x Xof = \/(2u)2 +(2V)°+1=+/4F + 4%+ % con lo
—2UE, - 2VE, + E,

que quedaN,, = , es decir,
VauZ + 472 +1
\ _[_ 2u . 1 ]J 1)
= JarZ + a2 +1 Jals+ a2+ 1 ar+ 47+

Paraboloide hiperbdlico
Derivadas parciales: Xy, = X, (uV)=(1,0,20); Xoo = Xou (U, V) =(0,1,-2V) ;

Xou = Xau(UV=(0,0,2);  Xgp=Xo (UV=(0,0-2); Xy, =X, (4 V)=(0,0,0).
Coeficientesh, =2; h,,=-2; h,=0, entonces, primeramente, verificamos que

H :det(h“ hlzj;t 0 puesto queH :—4entonces,(H)%1 =+/2| Ahora, loscoeficientes del
hy Ny,
2 0
tensor métricog,, =<2;9,,=—/2; 9,=0; (gaﬂ)= V2 , la matriz inversa:
0 2
(g“”)z . Los simbolos de Christoffel de la conexidon de Levi-Civita
J2
0o -X=
2

,=0r,=1,=1,=r2=1r%=r2%=r%70 la Normal Unimodular Afin que en

este caso,g=-2, entonces,/|g| =2, es decir, si se introducen los siguientes cémputos:

g™ :g . g2=g?=0; g%2= _g, se tendraAX, :(0,0, 2\/_2) o sea|N . :(0,0,«E) la
Normal Euclidiana se calcula con la siguiente expresion queda
Neu :L_ 2u ) 2V ) 1 J (12)
JAZ + 47 +1 N AP+ &P+ 1 Af+ AP+
Elipsoide

Derivadas parciales:

X01—Xw(uv) LLO, m}a on XW(U,) [0'1’ m]
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- az)]
_%2)3

(

2

(
V(-7

(ab) (v~ ) ] { (ab)”
Xo = X (W V) =| 0,0, L Xaz=Xou (U =] 0,0,
Ja-2—%) Ja-

Xorz = Xon (U V) =| 0,0~ (a0) w : Coeficientes h,= ab) (Vz_ bz) ;
J(l_uzz_vzbz)s o=V
_(ab) (#-a) h, = (ab) " uv . entonces. H :de{hn hlz}t 0 puesto
(1_ HZZ - %2)3 \/(1_ UZZ -V b2)3 h, h,
(ab)fz 1

—~

———~ . entonces,(H o .
(1= %) t ) J(@b) (- %)

Ahora, loscoeficientes del tensor métrico

que H =

g, = h.s g :(ab)%(\f—tf)_g (ab)%(uz az) B (ab)f%uv
ap |H% 11 (1—“22—%2) 1922 (1_/ Az) ( Az_vzbz)

_ (ab)”  (V-b* -—uv . o5 uv-a®  uv
(g“ﬂ)_—(l—%z—vzbz) Pz la matriz inversg.g” ) = (ab)” W VB

los simbolos de Christoffel de la conexion de Levi-Civatsociada a esta métrica
P = (ab) " (22 % ¢ 6 2)(1-% %) \
I, =T, = (ab) ° u(f — 2 4 F - 2)(1-9/ /)
I :_(a b) * u( - &)(1-7 - %) > (13)
I7=( U\,( L )(1— A —%2)72

P =Th=(ab) " 5w (- 5)') (-~ %)

[2,=(ab)*(& - 20+ & + 2 —2F)(1-v/, v/}

bZ

)
. 1
la Normal Unimodular Afin que en este caso, g= ———~, entonces
(ab)(1-7=7%)
\H: \/ ! , es decir, si se introducen los siguientes cOmputos:
y(uw-a uv . _
(gaﬁ’):(ab)}/z( N Vz_sz gllz(ab)%(uz_ az)’ glzzg”:(ab)%uv

2

Vv 1—u——f} , la Normal Euclidiana es

1
N e u) )
2./ab { a® b

cakula con la siguiente expresion, queda:

9% = (ab)*/yz (\/2 — bz) se tendrayN,, =
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u

&bt Ve - FB- 74

Neu: - z > ! (14)
ab?\[ubt+ Ve (&6 G B- ¥4
1

ab\[ Wl + Ve +( &b B V4

Hiperboloide (de una hoja)
Derivadas parciales:

u _ B B ~ v
szxm(u’v):(l’o’mj’ XOZ_XOV(U’V)_(O’:L’ P— V-1
vi+1 _ u’-1 .
Xt = Xow (W V) =| 0,0 ———— |; Xz = Xow (W V) =| 0,0 ——=——— |;
( u2—v2—1) ( uz—vz—l)
uv - v+l
Xo2 = Xow (U V) =] 0,0—— |. Coeficientes hy=———7"—=;
( u2—v2—1) ( uz—vz—l)
u’-1 uv : .
h,=-————7"—; h,=———. Primeramente, se verifica que
( u2—v2—1) ( u2—v2—1)
H :det(h“ hlz}t O=H :(uz—vz—l)4 entonces, |(H)*=u?—v?-1| ahora, loscoef
1 2
e h,, v+l _ uv
tensor métricog,,, =—-- = gy, =— 7 O, = =
H ( u2—v2—1) ( u2—v2—1)

la matriz inversa:

e [0 )

3 2_1
(g“ﬂ):—(uz—vz—l)é {(u ) ] , la Normal Unimodular Afin que en este caso,
uv (v2 +1)

g:(uz—\f—lf, entonces \/@:(uz—f—l)fz, es decir, si se introducen los siguientes
computos:
g“:—(uz—vz—l)%(uz—l); 912:921:—(u2—v2—1)% uv; gzz:—(uz—\f—l)%(vz+1) es
2u 2v
AX,=| - —
° [ JUZ-V -1 JUiP-Vv-1

u, v, uz—\f—l) la

,—2}, o sea, |N

1
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Normal Euclidiana queda:

Noofou v 1]j 15
. [\/2u2—1 Jag-1+ae- (19)

Hiperboloide (de dos hojas)
Derivadas parciales:

u \Y
Xoi= Xy (W V)= 10— |; X, =X, (U V)=|0,]——m———|;
01 OJ( ) ( 1+u2+V2] 0 OV( ) ( 1+U2+\/2J
1+ V2 1+u

pap— onzzxolv(u’v): O’O’—3

2

Xo1= Xau(U V) =] 0,0,

2

uv - 1+v
Xoz= Xow(U V) =] 0,07 ——— | Coeficientes hy=—F"—""—;
(Vo) (Vo v
1+u? _ uv . .
h,=————; h,=——————, primeramente se verifica  que
(\/1+ u2+v2) (\/1+ u2+v2)
1 Y 2 % ..
H=———— entonces, |(H)" =(1+U*+V , ahora, los coeficientes del tensor
J1+U? + V2 (H) ( )
h _1 _1
meétrico: Yep = ||_|a|ﬂ}{1 =0y = (1+V2)(1+ U+ Vz) k ; 92 = (1+ Uz)(1+ U+ \/2) & ;

912=(—uv)(1+ 0+ \/2)_18 (gaﬁ):(1+ u2+v2)18{1ju\;2 1?;} , la matriz inversa:

5[ 1+u uv . .
(97)=(1+ u2+\/2)y " , la Normal Unimodular AfinN,, =3A(X,), que en
uv 1+ V

este caso, g :(1+ U + \F)_%‘, entonces\/@:(l+ U’ + \/2)7%, es decir, si se introducen los

siguientes computos: g =(1+u’+ vz)% (1+ v?); g =g*=(1+ u’+ vz)% uv;
g% =(1+u’+ \/2)% (1+ V) se tendra,|N,, :%(u, V(1 &+ \f)%) . la Normal
(1+ u’ +v2) )
Euclidiana|N,, ZL— - ,— v , 1 ]J
V2021 2% +1 N 22+ 22+ 14 AP+ 2P+

Cubica tetraedral

Derivadas  parciales: Xy, = X,, (U V) = (l,O,—%j; Xoo = Xoy (U V) = (0,1,—%2}
u

uv
2 2 1
0,0,
( uzvz)

Xou = XOuu(u' V) :(O’O1E} Koo = va(u’ V) :(O’O’WJ; Xoso = Xcuv(uv V)
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Coeficientesh, = h, _ 2. h -1 primeramentg se verifica que
vy 2 ud’ 2 WA
2 1 Y% o4
3, 2 3 3
H = det NN # 0 = H=[" V- f’ entonces, |(H)"* =|—— :£
h, h, uz—lvz u—ig uv* u*v* uv
2
ahora, loscoeficientes del tensor métrico:g_, = Ny L—E—iu’z'
J -gozﬁ_“_l/v4 O |H%_43_% J
uv
22 L(un?t
R SR, ST (o) B
22 [ 12 % B o 4 _
[H| [H| Huw) " FVv
g 2 u? 2uv)” . 43(2u> —uv
o también (gaﬂ)=— B ( ) , la matriz inversa: (g‘”ﬂ)—£
\E (2uv) v? 3 -uv 2v

los simbolos de Christoffel de la conexion de Levi-Ciwdisociada a esta métrica resultan,

- 4 1 Y 2( V) = 1

R B R e S o P CY TR
la Normal Unimodular AfinN,=3A(X,), que en este caso, gzzi\?;z, entonces

u

43 o . o ] . B,
\/@:—, es decir, si se introducen los siguientes computcg%.:?ZU;

uv

4 4 4 1
g?= g21=_§ uv; gzz_£2v2, tendremos, Nuazg(u,v,u—vj y la Normal Euclidiana
v u Ta%

e y

Superficie de Cayley
Derivadas parciales:

JE v+ v St v i B o d

Xo=Xo, (WV=(L0,Y);  Xg=Xo, (uV)=(0,Lu+ V);  Xppy = Xg, (4 ¥)=(0,0,0);
Xozo = Xow (U V) =(0,0,2V); X1, = Xq,, (U V)=(0,0,]). Coeficientes h, =0;h,, =2v;
h, =1 entonces, primeramente verificamos dde= det(hll hlzJ # 0= |H|=1, entonces,
1 2
(H )%1 =|(-1) “-1 |  ahora, los coeficientes del  tensor  métrico:
h, h, hy (0 1] .
v; = 9. )= , la matriz
T T [#)

inversa

(

g“ﬂ){_

2v
1

0

, los simbolos de Christoffel de la conexion de Levi-Civita
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asociada a esta métrica resultd}, =T7,=I%,=T2=1%=1%=%70; I}, =-2v, la
Normal Unimodular Afin, que en este caso,g=-1, entonce,s,/|g|:1, es decir, Si
introducimos los siguientes cémputoggt'=-2v; g“¥=g*=1; g*=0; tendremos,
AX,=(0,0,2 0 sea|N,, =(0,0,1)

, la Normal Euclidiana queda:

| v B U+ 1
\/1+u2+v2(1+2u+vz)' \/1+ P+ V(T 2ur \?)'\/y G+ W+ 24 9

N

eu

(16)

Profundizando aun mas el célculo, se pueden mostrar esolados obtenidos, de forma
tal que la teoria expuesta queda mejor ilustrada. Se latadal hasta ahora los simbolos de
Christoffel de la conexion de Levi-Civita de algunasadesluperficies seleccionadas.
Primeramente, se calculan los simbolos de Christdéidh conexion normal inducida. Si se

considera{ X,,, N,,:@ =12} como una base d&°, entonces se puede expresar la siguiente
combinacion lineal:

aaﬂ ( XO) = r?zﬂ ><01 + Fiﬂ X02+ Kzﬂ Nua (17)

Ya se conoen X; X, N,,, entonces se pueden calcularIdg; "2, . En términos generales
es valido el siguiente desarrollo, como las superfigeneexpresadas en la forma de Monge:
X,=(uv f(uV), derivando: aaﬁ(xo)z(o,o,aaﬁ[ f (uv)]) Se ha visto que:

Xo1=(100,f) y Xy =(010,f), es decir que quedan sistemas de ecuaciones sle tre

incégnitas:(o,o,aaﬂ[f (u ,v)]):l“iﬂ( 0,09, f)+T2,( 0,00, f)+k;( N Nuwo Nyo, ast,

0 = Fiﬁ +K,; N,y
0 - Fiﬁ + ka,B Noao (18)
0, [f (u,v)] = T.,0,f+T2,0,f+K,; Ny
de lo cual se obtiene como resultado:
N
. Nofo,[ f(uV)] e _ N,z [ T (U V)]
i 811: Nua1+a 2f Nuaz_ N uas i 811: Nua1+a 2f Nuaz_ N uas
> (19)
_ Oy f(uV)]
i 611: Nua1+a 2f N ua2 N uas J

En este caso, no es necesario calculakjgs ya que resultan coeficientes de g, ya

calculados. Se muestran ahora, los simbolos de Cfeistefla conexién normal inducida de
algunas de las superficies: Paraboloide Eliptico, Hiperbdlida Superficie de Cayley, los

valores son:Ty, =072 =T%=T%=T3=%=T"=%#0. Mientras que, para las otras
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superficies seleccionadas, estos simbolos no son nptos:ejemplo, para laCubica
Tetraedral los resultados son: Las componentes de la PrimeranaFdrundamental

: ’ 2 2 1 ]
Unimodular Afin:g,,=—— ; 0O,="F7— 0,=—-—=—. Los simbolos de
432 2 3zuv 2 3uv
- g o 2 . N, o, 1
Christoffel de la conexion normal mduudal“ll:—a, Fu:—ﬁ, F12=F21=—3—V,
Ffzzl“ilz—i; rl,=- 2uz o, =— 2 . Considerando ahora, las derivadas ordinarias de
3u 3v 3y

()

los  coeficientes del tensor  métrico: 0,0,,=——~——;  0,0,,=0,0,,=0

3
3 3 3
1 {‘/é 1 éE 4 4/5 .
51912251921=—§(u23 ; 82912=82921:—§(u—vz); azgzzz—g%, la derivada

covariante de los coeficientes de la Primera Formaddmuantal Unimodular Afin (con
respecto a la conexién normal inducidey;,., =0,9,, - Zgaﬂl“ Zgﬂyr“y. Porgle

ademas, se sabg,, =0(derivada covariante con respecto a la conexion deG;iBim):

rotando los indicesz, 5,7, que para la superficiecibica tetraedrales: g, = 0,,,=

2 2
O112 = 9011 = G = \/§UZV’ 0120 = Uopy = Go1p= (1/_—\/2 . Ahora,

V”ua = z gaﬁ7;5 (dua dLF du) dﬂ Si. ¢ afy;o =0 gaﬁy z gaﬁ'ﬂ Z gﬂm z gl}’ﬂ

afyd

En la elaboracion de esta teoria, se ha trabajado con varios “tensores diferencia El tensor

diferencia entre ambas conexioneera, por definicionA; =T —1“;7, pero, también se lo

donde losg_, . Siendog s la

gﬂﬂ}’ ! apy *

puede expresar de la siguiente man@@::%z g™ apy ;6

H

derivada covariante con respecto a la conexién nandatida de los g Para aquellas

afy
superficies conll ,#0 se puede calcular la derivada covariante de la Segunda Forma
Fundamental Unimodular Afin, y la derivada covariante elgddr diferencia:

7:0 :%;(( gw);a‘ g/lﬂ}’ + g‘w gzﬁy:é) (20)

Se tienen todos los insumos para esa férmula, séloame(g““)ﬁ, gue se calcula de la

siguiente manera: Sabiendo qugy'g,, =9, siendo,o, el delta de Kroenecker. Derivando
covariantemente,

(9), 9us + " Gy =0 (21)
es decir que,
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(9), 9 == 9" s (22)

multiplicando en ambos miembros pay” : (g"")_[s 9,9 =-d“g,,d", con lo cual
:

¥
[

finalmente, cuandq:=y:
(9),=-9"9, 9" (23)

o, lo mismo:Z(g““);& :—Z 9“5 d” . Para obtener los coeficientes de la Tercera Forma
u uwp
Fundamental Unimodular Afinlos coeficientes mixtos: o, Nua:—z B/ (8ﬁ Xo), al
B

desarrollar:  ,N,,=-B; (9,X,)— B (6 ,X);  0,N,=-B;(0,X)— B,(0,Xy). Los
coeficientes de larercera Forma Fundamental Afin Baﬁ:ZgayB;. Para la “cubica

4
tetraedral’, B} _—£ Bl = — ;=3ui; B? =§. Para la superficie, que se ha dado en
\
denominar  “cUbica tetraedrdl, el tensor diferencia: Al11=—23; '0&21:_23;
u u
1 1. . 1. 2 3. 1. 1. 3
=—— A, =——; =—— =——; =——; =——, dada la Normal
Rom— o iRimmgs A= Apmo A=l A=
Unimodular Afin: Nua:? u,v,— |, sus derivadas con respecto a cada componente:
uv

4 4
alNuazﬁ(l,O,—éj; azNuazﬁ(O,l,—ij, entonces, los coeficientes valen:
3 u?v 3 uv?

1_ éllé . 2 _ 1 . 1_ 1 . 2 _ % . _ 2 .
Bl_—?, Bl_ﬁ, Bz_ﬁ/, Bz_?, recordando g, = \FZ ; gzz—ﬁ ;
1 2 43 2. 1
Q= 0n= % ) quedan B, = \/§u2 = ? ) B,=B,=——
2 {3 2
B,, = «/§v2 =37 A continuacién, se presentan unos gréaficos donde se pueden v

ambas normales para ilustrar mejor la teoria. Laomciclencia de las normalesiclidianay
unimodular afin es uno de los aspectos mas importantes de la teama, s® puede ver en
estas gréficas de la Figura 3. Todo este calculo, puedersfimado (de hecho asi se hiya),

a través de este algoritmo de ecuaciones, ya que lasigapartan expresadas en forma de

Monge: F::‘del(éaﬂf)‘. Finalmente, se puede decir que, la eleccion de la supenfic
interviene en el calculo de la teoria, podria ser@stljuiera. La extrapolacién a una métrica
volumétrica es directa, con lo cual, se puede dimensicuaguier tipo de cascara cuya

superficie media esté conformada por una superficie de laBagugido seleccionadas en este
capitulo, o cualquiera otra.
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Paraboloide Paraboloide Hiperboloide
eliptico hiperbdlico de una hoja

Semi- Hiperboloide Cubica
Elipsoide de dos hojas Tetraedral

Figura 3 superficies escogidas para ilustrar la teoria y comparar

Es importante aclarar, especialmente,: giehecho que haya masuperficies que sean
equivalentes bajo el Grupo Unimodular Afin implica una economiade recursos de
elaboracion y computacion

Por otra parte, es también muy importante destacar queese lograr una, mucho mayor,
riqueza de Arquitectura de las estructuras. Si bien norsgdeoa en este trabajo el aspecto
artistico. No se ha visto en el mundo (al menos caidsthasta ahora) una cupula o béveda
(cascara) que tenga como modelo de superficie mediallnea tetraedral Es decir, también
entrando en el campo artistico, estamos abriendo laumiad para generar una mayor
riqueza desde el punto de vista arquitectonico.

Entre las cantidades a utilizar para una aproximacion aelescripcion bidimensional de la
cascara, algunos autores se refieren al sistemariahgiotros a la geometria en si (sistema de
deformaciones), con ecuaciones constitutivas que re@tiambos sistemas.

Las condiciones de integrabilidad establecidas son unaecoencia directa de las
correspondientes condiciones de compatibilidad, ya exguest&rabajos anteriores. En este
caso, donde la dimension es dos se puede reducir la dendostiat citado teorema a un
procedimiento de dos pasos, donde se considera primergrasiéx que involucra a la
ecuacion de Gauss Afin, conjuntamente con la expresidesdierivadas locales del Campo
Vectorial Normal Afin:
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(X, );/5’ = G, Nia+ 175, ( XO)*l +T0, ( XO)*z

(), =-S B2 (%)

(24)

Este es un sistema de cinco Ecuaciones DiferencialesalPgs, donde se considera que
ua

intervienen los campos vectorialg,),,, (Xo),: (Xo),: (NG ), (Ni,),- Todos en la

situacion de equilibrio cuando la cascara ya esta deformadaon nuestras incognitas.
Correspondientemente, se tiene un sistema de quinceidmsadiferenciales Parciales

escalares que expresan cada una de estas Ultimas lasnadasdéel Espacio Ambiente.
También, se puede ver que el sistema es integrable y dpreas, admite, primeramente

una recuperacion de los campos vectoriélkég,)l, (XO)2 y N, provenientes precisamente

de las condiciones de integralaldl ya expuestas y establecid&ntonces, con este primer
paso del procedimiento se obtienen tres campos veetoral términos de expresiones
matematicas bidimensionales obtenidas a partir de dagpanentes tridimensionales de la

pseudométrica de la cascara deforma@a, Teniendo también presente que se usaran
expresiones y valores aproximados y, asimismo, caaside la reduccion de esos mismos
valores a la superficie medmzo). En un segundo paso del procedimiento, se usan las
expresiones(xo)l y (XO)Z, asi se recupera el campo vectorial representado por Idigape

media deformadz\(xo)* agui las condiciones de integrabilidad son obviamenidfesditas ya

que: (XO);2 =(X0)*21. Este mecanismo (algoritmo) es el que se sigue a los efectos de lograr

medirdesde la superficie media sin deformar (original) a larfoiemedia deformada.

4 ESQUEMA DE CALCULO

Nuestro objetivo es integrar el sistema de ecuaciongs P24a lo cual, primeramente
necesitamos calcular, en forma aproximada, todos lefciemtes que aparecen en el sistema.
Y esta tarea la haremos, a partir de la ecuacionHA)la que, ademas, tomaremos la
“aproximacior sugerida omitiendo el ultimo término, a fin de facilitar los calculos. Esto es:

. 2 1- 2u -
GG +—4, -2 —— tj] O 25
=G 2y j[z ] (25)

En esta dltima expresion es mas facil calcular, laimatersa. Se puede observar que,
3

G,=0,-2uB, + > BB,
Gy, =G,;=G(X,, N.)=0 (26)
G33=G( Nua' Nua) :=1
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(recordar que los indices griegos van del 1 al 2)

Se pueden calcular facilmente los coeficientes de lafmipeio deformada, como:

Gy (uv0)=g,(uY
(27)
oG

2 (14,1,0) =28, ()

Lo que nos importa ahora, es que, de forma similar, podemioslar los primeros
coeficientes en las ecuaciones que nos interesa intdgea (24). Siempre, de manera
aproximada, usando la aproximacion dada por). (36 ahora, haciendo un tratamiento
bidimensional, usamos las igualdades (P& las que obtenemos:

9., (uv)=G,(uvo)
(28)
106G,

By (V) ==3—=(uv0)

Y, a partir de estas dos, por contraccion de indiceshtsnen ds coeficientes buscadd®™” .

Para calcular los dos tipos de coeficientes que faltdasg24), usamos primeraments la
relaciones obtenidas erifena, Abud, Binia, 20)zrticulo publicado en MECOM 2012

i.e..
G*(X;ﬂ,GZS)Q)z G g, G( N., X)+
+I, (G*“GI1+ G* G, + G° Ql)+ (29)
82=0
+I' (G*ZlGI2 +G?G,+ G° QZ)

55=1

De la cual, obtenemos directamente:

I7 =G (X, &*X)- & g, 6( Nu %)

_G7'G (X, X)- & 4, 6( N, %) .

Y, en esta Ultima ecuacién, Ultima linea, observamosatjfector G*(X;ﬁ, X'S) del primer
término, lo podemos calcular usando la ecuacion:

%(aﬂe;s+aa .-0.G,)= G (%, X) (31)

Mientras que, en el segundo término tenemos que, podemda sisgliente ecuacion:
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(32)

esto es:

G (N, X;)=(G*)2 (33)

ua’

Entonces, en la (30) todo queda expresado en términos que gsodatoular usando la
aproximacion (2put supra En forma analoga, se calcula el coeficiente restﬁfg, a partir

de la ecuacion:

G'(X,,G"X)=¢C° g, 6( N, %)+
+,, (GG, + G¥ G+ G° G )+ (34)

42, (GG, + G2 Gyt 6° G)

53=0

Este mecanismo difiere de la forma habitual que tenafeosiedir en Ingenieria, donde
inmediatamente, buscamos elementos lineales de taéranague, nos manejemos con
distancias que, en general, seran desplazamientos. En esta nuevaspagpgaianedicion se
hara con el esquema que se acaba de describir. Combia@tmpuesto ya es{gena, Abud,
Binia, 2013 articulo publicado en la Revista Geometry (Hindawi Pulaing).

5 AVANCES EN LOS EJEMPLOS

Se consideraran, en este trabajo, los casos que pdidgan a sermés frecuentes de
aplicacion de la Ingenieria, a modo de ilustracion de eseanismo, pero con las
consiguientes idealizaciones para lograr un resultado cabipacon los resultados ya
obtenidos por otros autores al aproximar. Solo se exaonalgunos ejemplos (dos) rpo
razones de brevedad del mismo. Ademas, se tomara uciarrela Poisson correspondiente a
un material tipo como podria ser un hierro, ceramicenau otro tipo, pero que podamos

: o 1 ,
considerarlo, estimativamente, en el ordeaﬁez =0, 25. Suponemos una cascara en estado

inicial no deformado cuya superficie media tiene una igahimatematica con: Paraboloide
eliptico y la Cubica tetraedral

Se ira trabajando paralelamente con ambas superéiciasando en cada caso la utilizacion
de una u otra. Se utilizarédn resultados ya obtenidos @stigaciones anteriores de estos
mismos autores. Los resultados de la superficie no dedarmariginal, antes de ser aplicadas
las solicitaciones que deforman a la misma y que, esecaencia, generan un estado tensional
en la cascara, se consideran como conocidos o datqgdadeto del problema. Entonces,
suponiendo coeficientes métricos deformados en la eascar
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GI 1 G;.Z GlB

Gi; = Giz Gzz Gzz (35)
Gla st Gss

A partir de la anterior ecuacién, se puede calcular leespondiente matriz de la pseudo-
gll ng

] En efecto, las componentes usando la
12 922

métrica en la superficie deformadag;ﬁ ={

ecuacion (28 Esto esg ,,(u,v)= G, (u v0). La misma ecuacion nos permite expresar,

- . oG’
asimismo, qué’ ; (u, V) = _% 8V\7ﬂ

indices obtenemos.B*f :ZB*W g” . Por otra parte, usando las ecuaciones (30), (31),
e
(32), (33) y (34) podemos calcular los coeficientes réstade las ecuaciones diferenciales

expresadas en el sistema (24). Esto léag y Fffﬂ. De manera tal que, volviendo a los
ejemplos expuestos aqui:

Supongamos que, para el Paraboloide elippoo la solicitacion de una (o varias) fuerzas
aplicada a la cascara en estado no deformado, los iepefic métricos de la cascara
deformada quedan expresados por la matriz:

(uv0).Y, usando las dos anteriores, por contraccién de

\/§+u2—%(—1+\/§u2)w 1+ 2uv)w G

G, = 1+2uv)w J2+ \f—% 12V )w G, (36)
Gy, G G,

En consecuencia, los coeficientes métricos de la stipedeformada quedan expresados

por la matriz:
\ J2 +u? 0
(9:5)= 0 v (37)

entonces, lamatriz inversa de la anterior nos muestra los coeficientes métricos
contravariantes:

! 0
y u?++/2
(g7)=| U2 . (38)
0
V2 ++/2

ahora, los simbolos de Christoffel seran algunos ntilgs: I, =1",=15,=17,=I%,=0
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y otros no nulosi’;; :ﬂ; 7= ﬂ Los coeficientes covariantes de la Tercera
2++212 2+ 2V

Forma Fundamental Unimodular Afin de la superficie deforngdzdan expresados, por:

B, =—1+v2%; B, =B,=1+2uv; B,,=—1++/2\?. Por otro lado, la Clbica Tetraedral,

Esfera Afin (de tipo hiperbdlicp)os coeficientes métricos de la superficie deformada:

L+, 1
. NETa, uv
(90)=| 77, L1 (39)
W BV

la matriz inversa deformada nos muestra los coeficientes métricos camiaates:

(‘E+3 02 A
(g*aﬂ): 243+ 3+4/3 23+ 3 (40)
3uv 4‘/§+3 )

—_— —V
243+ 3 23+ 3r/ 3

En este caso, los simbolos de Christoffel seran afgoulosi, =I";,=T"%,=I'5,=0 y otros

2 4 2
no nqus:Fﬁ:L; r2=r;= _+3 —1; F;ZZZL. Los coeficientes
2(‘/§+3 2(‘/§+ 3+\/§ u 2(‘/§+3
.31 . .1 1 L. 31 i
= =B,.,=—+—; B,=———=". Ahora, con los datos de las superficies
B, 3 | B, YV 3 v p

ofrecidas como ejemplos en las ecuaciones a resdlv@nanera extensiva quedan:

(Xo)s, = G Nia+ Iy X, +T2%4 X)),

(Xo)y, = G Nia+ Ty X, +T24 X)),

(Xo)po =(Xo) = G Noat T X, +T%( X)), (41)
(Xo) = Goa Nt T X9, +T7%4 X, 00

(NZ), = =B Xo), = Bi( X0,

(N:a)z - *12( XO)i - Bkzz( XO)Z

Finalmente, integrando estas ecuaciones obtendrerposi@on de la superficie deformada
expresada por(Xo)* y la posicion de la Normal Unimodular AfilN_,. Con esta informacion

se puede decir que hemos logrado definir la superficie defoymadaespecto a la superficie
no deformada (cuyos datos ya nos eran conoci@iég)ena, Abud, Binia, 2033

Es decir, en este trabajo se ha mostrado la operater@mo hacerlo, sin mostrar los
resultados en si. Haciendo énfasis en la metodologia de¢gimiento a desarrollar. La
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expectativa de este grupo de investigacion es que, una véa psate mecanismo, se pueda
crear un programa (algoritmo) de calculo que sirva para caalipo de cascara planteada.

6 CONCLUSIONES

Lo que se ha mostrado aqui en este trabajo es que, aurdpferfaacion tiene el mismo
aspecto en una u otra geometria, nuestro diferente punistalgorovee una teoria para una
mirada que requierémente amplia en el trabajo con estructuras de tipo cascaras. Bsta e
justamente, la filosofia expuesta por F. John en siculad usando Geometria Euclidiapa
trasladada a la Geometria Unimodular Afin por estos autores

Por otro lado, las ecuaciones aproximadas de cascarafrsoidas teniendo en mente que,
su solucion, para condiciones de borde apropiadas, dejamdaadarun esquema de
aproximacion para la solucion del problema tridimensiofalle se podra comprobar,
experimentalmente, a futuro con suficientes fondos c@aa instalar un Laboratorio
adecuado a tal firHoy no lo encontramos en ningun lugar del mundo.

Este aporte plantea un mecanismo consolidado y fundamemadiematicamente, para el
desarrollo de una alternativa valida para el calculo tleatsras tipo cascarasigena, Abud,
Binia, 2013. Y se contindia probando con simulaciones diversas propuestas.

Por dltimo, cabe destacar (sin animo de hacer comparaciones banales) que las “ondas
gravitacionale que predijo A. Einstein tardaron 100 afos en lograr medirse efectivamente.

Se lo criticd en aguel entongasrque se creia que eran meras “elucubraciones tedricas”.
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