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Resumen. A dia de hoy existen una gran cantidad de teorias que estudian las estructuras laminares.
Aunque las estructuras laminares (bovedas, cupulas...) se llevan construyendo desde hace muchos
siglos, su modelizacion matematica no se empez6 a estudiar hasta mediados del siglo pasado. Desde
entonces han surgido una gran cantidad de teorias que intentan explicar el comportamiento de este tipo
de estructuras. Desde unas primeras aproximaciones que suponian la forma de trabajo de estas
estructuras en el llamado estado de membrana, y bajo determinadas hipdtesis cinematicas en cuanto a
la distribucion de desplazamientos en el espesor de la ldmina en su configuracion deformada, las
teorias de laminas han ido evolucionando hasta la fecha incorporando los efectos de la deformacion
del cortante, grandes rotaciones etc. En el presente trabajo se deducen nuevas ecuaciones para laminas
de pequeiia curvatura (shallow shells) que incluyen efectos de cortante de 2° orden y por tanto validas
para laminas gruesas. Las ecuaciones deducidas pueden ser resueltas mediante series de Fourier, o bien
tratadas por métodos numéricos sin dificultad.
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1 INTRODUCCION

Las estructuras laminares son estructuras de gran belleza que se llevan construyendo desde
hace muchos siglos. Los primeros constructores de este tipo de estructuras lo hacian con una
buena dosis de intuicion fisica y tomando nota de los errores cometidos por sus antecesores.

No obstante, a dia de hoy, poseemos un valioso repertorio de bovedas y cupulas que han
perdurado a lo largo de los siglos y que son un buen ejemplo de arquitectura e ingenieria.

La comprension del comportamiento de las estructuras laminares y su modelizacion
matematica es bastante mas reciente. La primera teoria de laminas propiamente dicha la
podemos encontrar en los trabajos de Love (1892) donde introduce la hipotesis cinematica
basica de flexion de laminas delgadas: las fibras de la lamina perpendiculares a la superficie
media antes de la deformacion, permanecen perpendiculares después de la deformacion a
dicha superficie media, usualmente superficie de referencia. En este trabajo considera
pequefias las deformaciones y desplazamientos asi como la influencia del esfuerzo cortante en
la deformacion de la 1amina.

Algunas inconsistencias de esta teoria fueron puestas de manifiesto en trabajos posteriores
como los trabajos de Vlasov (1949), Timoshenko (1959) y Novozhilov (1958) entre otros. El
trabajo de Vlasov incluye la deformacion por cortante en las teorias de laminas mientras que
el trabajo de Timoshenko desarrolla por completo el estudio de laminas en estado de
membrana y algunos casos de flexion.

Aunque podriamos citar a muchos otros autores, en este campo, un autor de referencia es
Koiter (1967,1969). Sus trabajos incluyen teorias de grandes desplazamientos-
deformaciones, estudios del complicado fenomeno del pandeo en ldminas, haciendo uso en
muchos de ellos de célculo tensorial.

Wempner (1982) y Pietraszkiewicz (1984,1989) desarrollan teorias de laminas en
coordenadas curvilineas arbitrarias que incluyen la no linealidad geométrica y validas por
tanto para ldminas de geometria arbitraria. Este segundo autor hace un estudio muy
exhaustivo de las grandes rotaciones en teorias de ldminas delgadas.

Posteriormente a estos trabajos antes nombrados, y hasta le fecha, ha aparecido una
cascada de trabajos que han desarrollado intensamente teorias mas avanzadas incluyendo
fendmenos de deformacion por esfuerzo cortante de orden superior, necesario para laminas
moderadamente gruesas y gruesas, inclusion de tensiones normales a la lamina etc. Son de
destacar los trabajos de Reddy (1985), donde desarrolla una teoria de laminas con
aplicaciones para materiales laminados, y el compendio de Kienzler (2004) donde se repasan
distintas teorias de las caracteristicas antes comentadas.

La aportacion de este trabajo se refiere a las denominadas laminas rebajadas o de pequefia
curvatura (shallow shells). Aunque este tipo de teorias se pueden entender como una
simplificacion de teorias mas generales, las simplificaciones adoptadas para su desarrollo
generan distintas ecuaciones de calculo. Se introduce en este trabajo una hipotesis nueva
relacionada con el giro de la normal sobre su propio eje que da lugar a nuevas ecuaciones de
calculo. Ademas, la presente teoria incluye deformacion por cortante de 2° orden por lo que es
valida para laminas gruesas.

2 CINEMATICA DE LAMINAS

Por lamina entendemos un elemento estructural en la que dos de sus dimensiones son
mucho mayores que una tercera que es el espesor.

Nuestro punto de partida son la definicion de corrimientos y deformaciones. En caso de
sistemas curvilineos ortogonales, tenemos que las deformaciones normales g, y los
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deslizamientos yj; tienen la expresion,

% o \/g V/8nn 8ii 0dy

_ [mi0 (v &i(i) 2
Yij J;Gaj (\[a) + \/;aai J8i (2)

Debemos particularizar estas expresiones generales de la teoria de la elasticidad para el
caso de estructuras laminares. Para puntos situados en la superficie media tenemos que,

- -

gij=0 sii#j g1=hy-hg=A% g;=hg-hg=B% gp=n-n=1
Donde h, y hg son los correspondientes vectores tangentes (no unitarios) a la superficie

media.
La posicion de un punto genérico de la lamina viene dada por, (ver Figura 1)

OP = 0P, + ni (3)

=
[

linea coordenada

O, By =cles

™ lifiea coordenada

o, By = Cfe2

linea cootrdenada

0o, Gig = Cles

Figura 1: Sistema de Referencia intrinseco de la superficie media de la lamina. Sistema de Referencia Global

Si derivamos esta expresion,

d0P o on

—=h - 4

b, M +1 o, 4)
Y como,

on 1

— = ——h. 5

aai Pi 1> ( )
entonces,

9P _ (1 _ 1)

donde p; es el radio de curvatura. Podemos reescribir entonces los vectores tangentes y los
coeficientes de la 1* forma fundamental como,

(Hai)m = (Hai)p - n ' ki ' Hai = (1 - n ) ki)ﬁai (7)
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A2 = (hy) - (he) = (1—-m-k)?- A% (8)

B, =(hg) -(hg) =(1—-n-k;)?-B2 (9)

Donde hemos expresado los coeficientes de la 1* formula fundamental de la superficie
media en funcion de los una superficie arbitraria de la lamina paralela a ella y k; y k, son las
curvaturas principales de la superficie.

Si introducimos estas ultimas expresiones en la definicion de deformaciones normales y
angulares, tenemos la deformacion de un punto genérico de la ldmina,

Jd /u u JdA, v 0A; wdA; 10u v 0A; Aw
= 5ala) "o thm o8 Faay “hoatmm s Ay, (10
d (v u 0B, v 0B; wodB; u 0dB; 1odv Bw
=55 (5.) " mmr0a T BT o8 B oy “Ad o teop w1
Ay 0 /u B, 0 /v
v =55 (a) + e 5;) (12)
d /u 1 0w 0Jdu Auk; 1 dw
R Vv v it A R W T =
d /v 1 ow odv Bvk, 1 dw
o =Bis (5) * o oyt Bt op (9

en las que hemos llamado a las componentes del vector corrimiento segtin los ejes o, 3,y , segiin
tenemos por costumbre, v; = u,v, = v,v3; = w . Si ademds consideramos que por ser delgada
la ldmina y en general de curvaturas pequeas, el producto nk; es despreciable frente a la
unidad, con lo que A; = A, B; = B, definitivamente obtenemos

_ 16u+ v 0A I 5
f« = A 9a " A-Bop VW (15)
_u BB+16V I 16
8~ A-Boa  Bap 2V (16)
A Jd ,u B d ,v
_Ad . BO v 17
Yap BaB(A)+Aaa(B) 17
=N g 42 Y 18
AP AL 19
YBY_ay VK3 BGB ( )

Las expresiones obtenidas no hacen referencia alguna a la configuraciéon deformada de la
lamina y es por ello que estas expresiones generales, se pueden simplificar asumiendo una serie
de hipdtesis comunes a la mayoria de las teorias de laminas que exponemos en el siguiente
epigrafe, afadiendo los autores del presente trabajo hipodtesis adicionales con objeto de
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simplificar ain mas dichas ecuaciones.

2.1 Hipdtesis de la Teoria Propuesta

El estudio de estructuras de canto grueso o moderadamente grueso lleva implicito el tener
en cuenta las implicaciones debidas al fendémeno de cortadura. Asi pues y en concordancia
con ello proponemos las siguientes hipotesis relativas a flexion de laminas en el siguiente
sentido:

1) La fibra rectilinea perteneciente a la ldmina y normal a la superficie antes de la
deformacion contintia siendo sensiblemente rectilinea después de la deformacion, aunque no
necesariamente normal a la superficie deformada, conservando sensiblemente la longitud
inicial:

g, =0 (20)

2) Se postula una distribucidon parabolica, a lo largo del espesor de las tensiones
tangenciales, dadas por

5 4y?
Tocy:ZG(l_t_z)Y(xy (21)

_5 4y?
tey =56 (1-25) vpy (22)

Esta hipotesis es habitual considerarla para laminas con efecto de cortante de 2° orden. Con
ella, por tanto, se pretende aproximar con suficiente precision las soluciones obtenidas para
laminas de canto grueso.

3) Las tensiones normales paralelas a la normal a la superficie son pequefas en
comparacion con las otras y se puede prescindir de su calculo:
Si denominamos por 6, el giro de la normal alrededor del eje P —a y por 6g el giro
alrededor del eje P — 3, los corrimientos de un punto genérico m, situado a una distancia z de
la superficie media, vienen dados por

u = ug, + z6g (23)
vV =V, — z0, (24)
w = w, (o, B) (25)

En donde hemos prescindido del subindice (m) que hace referencia al punto genérico,
denominado z al eje y y sobreentendido que (uy, vy, Wy) son los corrimientos del punto P
situado sobre la superficie media.

Figura 2: Sistema de Referencia, radios de curvatura y coordenadas curvilineas en laminas rebajadas
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Adicionalmente, por ser la ldmina rebajada, por tanto cumplird p,;, = 20t;a = 5f, (ver
Figura 2).

4) La curvatura de Gauss serd pequefia [kq,k, = 0] con lo que la geometria de la
superficie se sustituye por la euclidiana en el plano de la proyeccion. Ademas:

F=0; f=0; ds’?=dx*+dy%} A=1B=1 (26)

Y al menos aproximadamente para todo punto
92\ 2 92\ 2
1+(&) =1,1+(a—y) ~1 27)

5) La variacion de la curvatura de flexién y torsion de las lineas coordenadas de la
superficie media,(Xg,Xo,XgB), no depende de los desplazamientos en el plano tangente

(uou uB) .

6) En las ecuaciones de equilibrio donde aparecen los esfuerzos de membrana se
menosprecian los términos en los que figuran los esfuerzos cortantes y solicitaciones de
flexion, multiplicados por las curvaturas, al ser estos ultimos pequefios y multiplicar a
esfuerzos no predominantes en este estado. Por otro lado al ser pequefias las curvaturas y los

corrimientos en el plano tangente (u,v), despreciamos las variaciones de las curvaturas por

d(kpu ] .
9ntm) k,—=, siendo k,, la curvatura normal.

. . . u
dichos corrimientos, con lo que tomamos 5 5
5t L5

7) El giro wyg, de un elemento de lados diferenciales en su propio plano tangente,

alrededor del eje z, para todo punto de la lamina es nulo wqp = —%(z—; - z—;) =0, lo que
conduce a establecer:
00
da AP da aB
Y como ello se establece para todo z, se tiene
0, | 905 _
P B 0 (29)

Esta importante condicion fue deducida analiticamente en trabajos anteriores, Martinez
Jiménez (2011), para placas moderadamente gruesas estableciendo el equilibrio de la placa en
su configuracion deformada y es asumida para este trabajo considerando el estudio de laminas
rebajadas.

Hay que tener en cuenta que la deduccion de esta condicion en el anterior trabajo se hizo,
tal como se ha comentado, teniendo en consideracion las ecuaciones de equilibrio de la placa
en su configuracion deformada que son a su vez muy similares a las de laminas rebajadas
considerando un sistema de referencia intrinseco segun las lineas principales de curvatura.

Asi pues, teniendo en cuenta esta condicion, las deformaciones pueden ser deducidas a
partir de las férmulas (15-19), adoptando x = o,y = 3 , obteniendo las siguientes relaciones
cinematicas

- deformaciones en el plano medio

10u® v° 9A ou®
0= kW =~k w 30
x A6x+A-B6y kaw 0x kaw (30)

€
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9 0
&0 =20 j,wo (1)
ou® av° 00 00 06, 06
0 ~ 0 — Y. x0T X 5y0 — _ Y X 32

- deformaciones en un punto genérico

ey = €9 —2Xg; &, = &) —zXp; £, = 0 (33)

Yxy = Yay — 22Xy (34)
Yxz = (W'X + 6y +u - kl) + 20,k (35)
Yyz = (W — 0 +vo - ky) — 20,k, (36)

en donde k; y Kk, son las curvaturas normales, €2, €) y ygy son las deformaciones del
plano medio, vy, y Yy, los deslizamientos de las secciones normales, y X, X, y X,y las
variaciones de las curvaturas de flexion y torsion.

2.2 Ecuaciones Constitutivas y Solicitaciones

Para expresar las tensiones en funcion de los corrimientos de la superficie media de la
lamina, hacemos uso de las Leyes de Hooke generalizadas y las hipotesis enunciadas.

E E

0 = oz (8a + Heg) = =5 (€ + neg — v(Xa + 1Xp) (37)
E E 0 0 0 0

0p = Tz (o + Hea) = 77 (o + el — v(XG + 1XD) (38)

Donde 0y, 0g son las tensiones normales. La tension o, (perpendicular a la superficie
media de la lamina) aunque pequefia puede ser obtenida mediante o, = (O'a + uoﬁ) . Las
tensiones tangenciales vienen dadas por Teg = Gyqp = G(ygﬁ — WyX(?(B) Y Tay Y Tgy NOS
quedan aun por conocer ya que al ser To, = Gyoy Y Tgy = Gygy aunque Yo, y Ypy sean
pequefios, esto no quiere decir que podamos presumir valores pequeios para las T, puesto que
al alcanzar G valores relativamente altos, su producto por las y pueden propiciar valores
apreciables para las tensiones.

En la siguiente figura, ver Figura (3), podemos ver el criterio adoptado para los distintos
esfuerzos que aparecen en la lamina,

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2414 J.M. MARTINEZ VALLE, V.D. FACHINOTTI, A.E. ALBANESI, J.M. MARTINEZ JIMENEZ

veckafes undtarios tangente
las lineas coordenadas

esfuerzos
de membrana

esfuerzos de
flexidn

Figura 3: Sistema de Referencia, esfuerzos de membrana y de flexion

La obtencion de los esfuerzos Ny, Ng, Nyg, My Mg, axiles y momentos flectores, como es
habitual, se obtiene integrando las tensiones a lo largo del espesor, (ver Figura 3)

Y, E Et
N, = f o,dy = f T {sg + psg —y(X% + qu} dy = 1- 2 (88( + Msg) (39)
\ Y K "

Y2 E Et
Ng = fcﬁdy = f T2 {ef + ned — y(X§ + pX9}dy = T (e + nel) (40)
v ~, W B

t/2
v —

2

t
_ (B oo o v
My = | oqydy = {€d + neg — y(X& + nXg}dy
\%

-t 1 —p?
2 (42)
— 0 0
12(1 _ P—Z) (XO( + ”XB)
T BY oo o v
Mg = | ogydy = ﬁ{as + peg — v(X§ + uXg} dy
v “t H

(43)

_ B (X + uX%)
12(1—p2) VP e
Estas expresiones nos son de gran utilidad a la hora de calcular las solicitaciones en
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algun punto de la lamina.

2.3 Ecuaciones de equilibrio

La forma general de las ecuaciones de equilibrio en ldminas, son complejas y su expresion
completa, si queremos expresarlas para superficies de geometria arbitraria, tienen que
desarrollarse en notacion indicial. Como se ha expuesto previamente, nuestro trabajo se basa
en teorias de laminas rebajadas, por lo que estas ecuaciones (adoptando x = o,y = ) se
reducen considerablemente, en la forma, Rekach (1978),

a;i =+ aaN;y +P =0 (44)
aa—l\;y+ ag},:y +PB, =0 (45)
k;Ny + k, Ny, + 63;2 + ag—;z +P, =0 (46)
a(l)\:l{x 4 31(;/1;3' —Q, =0 (47)
B B G “

Donde todos los esfuerzos intervinientes en estas ecuaciones se han definido previamente.
Tengamos en cuenta que estas ecuaciones son muy similares a las ecuaciones de equilibrio en
placas e idénticas si prescindiéramos de los términos asociados a las curvaturas.

No se ha tenido en cuenta la ecuacion de equilibrio de momentos alrededor del eje Z. Esta
ecuacion es la que proporcionaba la hipotesis adicional de la anulacion del giro alrededor de la
normal de la placa, si estableciamos el equilibrio en la configuracion deformada, Martinez
Jiménez (2011), y la que asumimos como cierta en el presente trabajo por razonamiento fisico y
dada la simetria de las ecuaciones anteriores.

3 ECUACIONES DEDUCIDAS

Si tenemos en cuenta las hipotesis antes enunciadas y las introducimos en las ecuaciones
de equilibrio, tras un proceso de célculo bastante extenso, se obtienen las ecuaciones
buscadas,

u® (1+p 9&° (@A-p 0% ow?’ 1—p? (49)

0x? * 2 laxay + 2 ay? (ky + pky) dx  Et B
(1—wWao*v® (A+p 0%u® 0%y ow’  1-—p? (50)

2 a2 T 2 ox dy + dy? (ks +kz) dy Et by
09, 09 12 5(1 — wk,\ou’ (51)

" " y X 1
Wxx+Wyy+ Ox ay+5(1_u)<k1+uk2+ 12 9% +
12 5(1—uky ov° 12 2 2 0 _ _ 12(1+p)
+5(1—[1.) (,lel + kz + 12 )g - s(1—p0) (k1 + k2 + 2ﬂk1k2)w = —SEt 7
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(1-wo%9, (+uw 0929, 0820, 5(1-u), oo (52)
2 0x? 2 0x0y  0y? * t? (wy = 8 +v7k,) = 0
(1-p) %0y (A+p) 020, | 9%y (53)

5(1-p) I 0
wy +9, +u’ky) =0
2 0y? 2 0x0y dx2 t2 ( x T y + 1)
Este sistema de ecuaciones constituye un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales, cuya resolucién en series armonicas de las variables involucradas, u®, v°, w°,
Uy, Uy, nos proporcionan soluciones al problema ya que tenemos 5 ecuaciones .

Las ecuaciones (52) y (53) pueden ser simplificadas si en la ecuacion (51) sumamos y

929 o o
=y la reescribimos en la siguiente forma,
0x?

restamos la cantidad

(1+p) 9 (99, , 09 5(1-p) / _
Aﬁx - —2 a(g + a_yy) + 2 (Wy - 19x + Uokz) =0 (54)
que en virtud de la hipétesis de giro alrededor de la normal nulo se reduce a,
5(1-W) ¢
A9, + tz” (wy — 9, +1°%k;) = 0 (55)
Operando en forma similar sobre la ecuacion (53) obtenemos
A9, + 2B (w9 4 u0k,) = 0 (56)

t

En definitiva las ecuaciones de calculo en corrimientos las reescribimos como,

02u® (1+wp) 0%2° @A —p 0% ow° 1— pu?

dx? + 2 d0x0y + 2 ay? (ke + pulez) ox _ Et B (57)
d ; W aaz;o + d JZFM) : 5,:;; + (22;20 — (uky + k) a;;) _ ! ;tﬂz P, (58)
PR L AL\ .

et (ke + kg + %)Z—‘;’ — s (ke + kg + 2uky k) w® = — 0 p,
AY, + y (wy — 9, +v°%k,) =0 (60)
A9, + w (wy — 9, +u’k;) =0 (61)

que son con las que vamos a operar numérica o analiticamente.
4 RESULTADOS

4.1 Aplicacion de la teoria propuesta al estudio del paraboloide hiperbolico

Consideramos, por ser una superficie de doble curvatura de gran interés el estudio de
soluciones para una ldmina con forma de paraboloide hiperbdlico. La ldmina con forma de
paraboloide hiperbolico, es una superficie bien estudiada por los autores de este trabajo en
publicaciones anteriores, tanto en régimen estitico como dindmico. A continuacion,
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presentamos la solucion analitica, en series de Fourier para un caso general y
particularizaremos para datos concretos al final de este apartado.

Figura 3:. Lamina con forma de paraboloide hiperbolico. Sistema de Referencia y Ecuacion caracteristica

2
En este caso se cumple k;, = aa iy = 0. Refiriéndonos a la figura 3, (ver Figura 3) las
componentes de carga pueden escribirse usando series en la forma
P(x,y) = Zom=0 Zn=0 GmnCOS ——COS —> (62)

2b

Para laminas con bordes apoyados, obtenemos la solucion adoptando para cada una de las
variables u°, v%, w°, 9,,9,,

u= Z a™ sen mrx cos oy (63)
2a 2b

v = Z B™" cos mrx sen ny (64)
2a 2b

w = Z ymn cos cos ny (65)
2b

Z omn cos sen ny (66)
2b

B o mmx nmy
0, = Zf sen >a cosﬁ (67)

Sustituyendo las fuerzas y los desplazamientos en las ecuaciones de calculo (57-61)
(ecuaciones de equilibro escritas en funcion de los desplazamientos), resultan las siguientes
expresiones:

((%)2 * % (%)2> - erﬂ (ZZ) (mn) pm — (ky + pkz) ( ) mn —(  (63)

L) (e o () + 5 -k Gy =0 @
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12 5(1 — wk, 2 2
Jsa (ke v+ 22 G+ (5] o)

5(1 —

+ 2 G+ k) (ZL—Z)] g

12 5(1—wk, 2 2
— [ﬁ <‘uk1 + k, + 1—2‘u>l [[(g) + (7;_2) ] (%)
+—(uk1 + k2) ( )] B

2 4
oot Y
12 12 nmn mmn

+ (klz + kz + ZliklkZ)] [_ 5(1 ) (( ) + (Z) )]

:amnl 5(1—u)[ 2 ]]

(70)

Que constituyen tres ecuaciones algebraicas para cada modo, que pueden expresarse en
forma matricial como:

[ 0 ]
A;1 A Agg][a™ I 0 I (71)
AZl AZZ A23 :an =la t2 nis 2 Mmic 2
mn | |Zmn il 2V
Az Asy Asslly I_D 1+5(1_H)[(2b) +(2a) ]]J
donde la matriz de coeficientes tiene por elementos,
mmn\%2 1—pu mm\?
—((=Z — 72
A ((Za) T2 (Zb)> (72
1+u nm\ me
Ay = Ao = ——(37) (55) (73)
mmn
Ay = =y + k) () (74)
nmy2 1 —u mm\2
12 =((3) +—7(z)) Q
nm
Az = (ks + k) (57) (76)
12 5(1 ,u)kl mn mm
A31‘_l5(1— )<k1+“k2 G5) )](Za)
(77)

22 ) (2 )]
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12 5(1 — Wk, 2 2
Az =_l5(1—u)<“k1+k2+ 12H >l [[(121_71:) "'(T;I_Z) ](Z_Z)

(78)
12 nm
+ 3 (ks + k) (ﬁ)]

s = [(5) +2(50) (5) +(5p) + (i + 2ok [
12 nm.\2 mis 2 (79)
Tsa-p ((%) +(24) )]

Para un caso de carga arbitraria, serd necesario descomponer la carga en componentes de
cosenos y resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas para cada componente
Amn. Los desplazamientos totales se obtendran de superponer las contribuciones de cada
componente armonica de cada a™" , usando las ecuaciones b).

Conocidos los coeficientes a™" de los corrimientos u, vy w determinamos, mediante las
dos ecuaciones restantes d) y e), los coeficientes y 6™ y €™ de los giros, de la forma,

5(1-w
G
t? [(gl;) +(2b) 5(1 u)] 2 0
5(1—p) mTt
gn —5i (™ (55) ~ kae™) (81)
t [(gl;) +(2b) 5(1 u)]

Para encontrar las deformaciones y esfuerzos es necesario derivar las ecuaciones de

desplazamientos. En particular para los momentos flectores y momento torsor hacemos uso de
las férmulas siguientes,

M. = D 019 094 2
(0%, 0% .
Gt (00, 30, o

¥ 12\ dy  ox (84)

La solucién presentada estd limitada por las condiciones de contorno que es posible
modelar (bordes articulados), pero la solucion permite obtener tanto esfuerzos de membrana
como de flexion. Para casos con otras condiciones de contorno mas complejas es mas
conveniente emplear el método de los elementos finitos.

Numéricamente, consideremos una lamina con forma de paraboloide hiperbolico de planta
cuadrada de 1*1 m de lado, espesor constante de 0.01 m, radios de curvatura iguales y de
signo contrario de valor R=2 m, E=10.92*106 N/m?, coeficiente de Poisson 0.30, densidad (p)
100 kg/m3, sometida a una carga uniformemente distribuida de 20 kN/m? y articulada en sus
cuatro bordes. (ver Figura 4)
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paraboloide hiperholico
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Figure 4: Paraboloide hiperbolico en pendiente suave.

El corrimiento obtenido en la seccion central usando las ecuaciones de célculo antes
deducidas es de 0,0755m. Para comprobar el resultado anterior hemos utilizado el elemento
finito tridimensional de 20 nodos con una discretizacion adecuada que nos asegurara la
convergencia. El resultado obtenido es de 0,0724m, el cual es una resultado bastante
razonable a juicio de los autores.

El momento flector en el centro de la lamina varia respecto del obtenido por el MEF en
solo un 5% por lo que entendemos que entra dentro de un resultado razonable.

S CONCLUSIONES

En este trabajo se presentan unas nuevas ecuaciones de calculo para el estudio de laminas
rebajadas con inclusion de efectos de cortante de 2° orden, es decir, suponemos una
distribucion parabodlica de las tensiones tangenciales en el espesor.

Para la deduccion de estas nuevas ecuaciones hemos hecho uso de una importante hipotesis
que consiste en que la anulacion durante del proceso de deformacion de la rotacion de los
elementos materiales de la ldmina alrededor de la normal a la superficie media.

Esta hipotesis fue deducida en otros trabajos de manera analitica para placas con efectos de
deformacion por cortante estableciendo el equilibrio de la placa en su posicion deformada, y
la adoptamos como hipoétesis fisica en este trabajo, dada la similitud conceptual en las
ecuaciones de equilibrio para laminas rebajadas.

Las ecuaciones de célculo obtenidas nos son utiles para el cédlculo de laminas por
desarrollos en serie de Fourier y proporcionan resultados precisos si los comparamos con
métodos numéricos como el Método de los Elementos Finitos (MEF). La validacion de la
teoria en régimen dindmico se establecera en trabajos posteriores.
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