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Resumen. A día de hoy existen una gran cantidad de teorías que estudian las estructuras laminares. 
Aunque las estructuras laminares (bóvedas, cúpulas...) se llevan construyendo desde hace muchos 
siglos, su modelización matemática no se empezó a estudiar hasta mediados del siglo pasado. Desde 
entonces han surgido una gran cantidad de teorías que intentan explicar el comportamiento de este tipo 
de estructuras. Desde unas primeras aproximaciones que suponían la forma de trabajo de estas 
estructuras en el llamado estado de membrana, y bajo determinadas hipótesis cinemáticas en cuanto a 
la distribución de desplazamientos en el espesor de la lámina en su configuración deformada, las 
teorías de láminas han ido evolucionando hasta la fecha incorporando los efectos de la deformación 
del cortante, grandes rotaciones etc. En el presente trabajo se deducen nuevas ecuaciones para láminas 
de pequeña curvatura (shallow shells) que incluyen efectos de cortante de 2º orden  y por tanto válidas 
para laminas gruesas. Las ecuaciones deducidas pueden ser resueltas mediante series de Fourier, o bien 
tratadas por métodos numéricos sin dificultad. 
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1 INTRODUCCION 

Las estructuras laminares son estructuras de gran belleza que se llevan construyendo desde 

hace muchos siglos. Los primeros constructores de este tipo de estructuras lo hacían con una 

buena dosis de intuición física y tomando nota de los errores cometidos por sus antecesores.  

No obstante, a día de hoy, poseemos un valioso repertorio de bóvedas y cúpulas que han 

perdurado a lo largo de los siglos y que son un buen ejemplo de arquitectura e ingeniería.  

La comprensión del comportamiento de las estructuras laminares y su modelización 

matemática es bastante más reciente. La primera teoría de láminas propiamente dicha la 

podemos encontrar en los trabajos de Love (1892) donde introduce la hipótesis cinemática 

básica de flexión de láminas delgadas: las fibras de la lámina perpendiculares a la superficie 

media antes de la deformación, permanecen perpendiculares después de la deformación a 

dicha superficie media, usualmente superficie de referencia. En este trabajo considera 

pequeñas las deformaciones y desplazamientos así como la influencia del esfuerzo cortante en 

la deformación de la lámina. 

Algunas inconsistencias de esta teoría fueron puestas de manifiesto en trabajos posteriores 

como los trabajos de Vlasov (1949), Timoshenko (1959) y Novozhilov (1958) entre otros. El 

trabajo de Vlasov incluye la deformación por cortante en las teorías de láminas mientras que 

el trabajo de Timoshenko desarrolla por completo el estudio de láminas en estado de 

membrana y algunos casos de flexión. 

Aunque podríamos citar a muchos otros autores, en este campo, un autor de referencia es 

Koiter (1967,1969). Sus trabajos incluyen teorías de grandes desplazamientos- 

deformaciones, estudios del complicado fenómeno del pandeo en láminas, haciendo uso en 

muchos de ellos de cálculo tensorial.   

Wempner (1982) y Pietraszkiewicz (1984,1989) desarrollan teorías de láminas en 

coordenadas curvilíneas arbitrarias que incluyen la no linealidad geométrica y válidas por 

tanto para láminas de geometría arbitraria. Este segundo autor hace un estudio muy 

exhaustivo de las grandes rotaciones en teorías de láminas delgadas.    

Posteriormente a estos trabajos antes nombrados, y hasta le fecha, ha aparecido una 

cascada de trabajos que han desarrollado intensamente teorías más avanzadas incluyendo 

fenómenos de deformación por esfuerzo cortante de orden superior, necesario para láminas 

moderadamente gruesas y gruesas, inclusión de tensiones normales a la lámina etc. Son de 

destacar los trabajos de Reddy (1985), donde desarrolla una teoría de láminas con 

aplicaciones para materiales laminados, y el compendio de Kienzler (2004) donde se repasan 

distintas teorías de las características antes comentadas.  

La aportación de este trabajo se refiere a las denominadas láminas rebajadas o de pequeña 

curvatura (shallow shells). Aunque este tipo de teorías se pueden entender como una 

simplificación de teorías más generales, las simplificaciones adoptadas para su desarrollo 

generan distintas ecuaciones de cálculo. Se introduce en este trabajo una hipótesis nueva 

relacionada con el giro de la normal sobre su propio eje que da lugar a nuevas ecuaciones de 

cálculo. Además, la presente teoría incluye deformación por cortante de 2º orden por lo que es 

válida para láminas gruesas.    

2 CINEMATICA DE LÁMINAS 

Por lámina entendemos un elemento estructural en la que dos de sus dimensiones son 

mucho mayores que una tercera que es el espesor.  

Nuestro punto de partida son la definición de corrimientos y deformaciones. En caso de 

sistemas curvilíneos ortogonales, tenemos que las deformaciones normales ɂ y los 
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deslizamientos ɀ୧୨ tienen la expresión,  

 ɂ = 
∂∂ ( ୴√g) + ୴√g g ∂√g∂  (1) 

 ɀ୧୨ = √ggౠౠ ∂∂ౠ ( ୴√g) + √gౠౠg ∂∂ ( ୴ౠ√gౠౠ) (2) 

Debemos particularizar estas expresiones generales de la teoría de la elasticidad para el 

caso de estructuras laminares. Para puntos situados en la superficie media tenemos que,  α୧୨ = Ͳ     si i ≠ j;      αଵଵ = β · β = Aଶ;       αଶଶ = βஒ · βஒ = Bଶ;      αଷଷ = n⃗ · n⃗ = ͳ    
Donde β y βஒ son los correspondientes vectores tangentes (no unitarios) a la superficie 

media.   

La posición de un punto genérico de la lámina viene dada por, (ver Figura 1) 

 OP⃗⃗⃗⃗  ⃗ = OP⃗⃗⃗⃗  ⃗ଵ +  Ʉn⃗  (3) 

 

Figura 1: Sistema de Referencia intrínseco de la superficie media de la lámina. Sistema de Referencia Global 

Si derivamos esta expresión,  

     
∂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∂భ  = β⃗ ଵ + Ʉ ∂୬⃗⃗ ∂భ               (4) 

Y como,  

     
∂୬⃗⃗ ∂ = − ଵρ β⃗ ୧ ,               (5) 

entonces,  

     
∂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∂భ = β⃗ ୧ ቀͳ − ρቁ  .               (6) 

donde ɏ୧ es el radio de curvatura. Podemos reescribir entonces los vectores tangentes y los 

coeficientes de la 1ª forma fundamental como,  

 

                        (β⃗ )୫ = (β⃗ )p − Ʉ · k୧ · β⃗  = ሺͳ − Ʉ · k୧ሻβ⃗                         (7) 
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   Aଵଶ = (β⃗  )୫ · (β⃗  )୫ = ሺͳ − Ʉ · kଵሻଶ · Aଶ                   (8) 

 

                           Bଵଶ = (β⃗ ஒ )୫ · (β⃗ ஒ )୫ = ሺͳ − Ʉ · kଶሻଶ · Bଶ                  (9) 

Donde hemos expresado los coeficientes de la 1ª formula fundamental de la superficie 

media en función de los una superficie arbitraria de la lámina paralela a ella y kଵ y kଶ son las 

curvaturas principales de la superficie.  

Si introducimos estas  últimas expresiones en la definición de deformaciones normales y 

angulares, tenemos la deformación de un punto genérico de la lámina,  ɂ = ∂∂Ƚ ( ηAଵ) + ηሺAଵሻଶ ∂Aଵ∂Ƚ + θAଵBଵ ∂Aଵ∂Ⱦ + wAଵ ∂Aଵ∂ɀ = ͳAଵ ∂η∂Ƚ + θAଵBଵ ∂Aଵ∂Ⱦ − kଵ AwAଵ  (10) 

ɂஒ = ∂∂Ⱦ ( θBଵ) + ηAଵBଵ ∂Bଵ∂Ƚ + θሺBଵሻଶ ∂Bଵ∂Ⱦ + wBଵ ∂Bଵ∂ɀ = ηAଵBଵ ∂Bଵ∂Ƚ + ͳBଵ ∂θ∂Ⱦ − kଶ BwBଵ  (11) 

ɀஒ = AଵBଵ ∂∂Ⱦ ( ηAଵ) + Bଵ Aଵ ∂∂Ƚ ( θBଵ) (12) 

ɀஓ = Aଵ ∂∂ɀ ( ηAଵ) + ͳ Aଵ ∂w∂Ƚ = ∂η∂ɀ + AηkଵAଵ + ͳ Aଵ ∂w∂Ƚ  (13) 

ɀஒஓ = Bଵ ∂∂ɀ ( θBଵ) + ͳ Bଵ ∂w∂Ⱦ = ∂θ∂ɀ + BθkଶBଵ + ͳ Bଵ ∂w∂Ⱦ  (14) 

en las que hemos llamado a las componentes del vector corrimiento según los ejes Ƚ, Ⱦ, ɀ , según 

tenemos por costumbre, θଵ = η, θଶ = θ, θଷ = w . Si además consideramos que por ser delgada 

la lámina y en general de curvaturas pequeñas, el producto Ʉk୧  es despreciable frente a la 

unidad, con lo que Aଵ = A,Bଵ = B , definitivamente obtenemos ɂ = ͳAଵ ∂η∂Ƚ + θA · B ∂A∂Ⱦ − kଵw (15) 

ɂஒ = ηA · B ∂B∂Ƚ + ͳB ∂θ∂Ⱦ − kଶw (16) 

  ɀஒ = AB ∂∂Ⱦ ቀηAቁ + B A ∂∂Ƚ ቀθBቁ (17) 

ɀஓ = ∂η∂ɀ + ηkଵ + ͳ A ∂w∂Ƚ  (18) 

ɀஒஓ = ∂θ∂ɀ + θkଶ + ͳ B ∂w∂Ⱦ  (19) 

Las expresiones obtenidas no hacen referencia alguna a la configuración deformada de la 

lámina y es por ello que  estas expresiones generales, se pueden simplificar asumiendo una serie 

de hipótesis comunes a la mayoría de las teorías de láminas que exponemos en el siguiente 

epígrafe, añadiendo los autores del presente trabajo hipótesis adicionales con objeto de 
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simplificar aún más dichas ecuaciones.
 

2.1 Hipótesis de la Teoría Propuesta  

El estudio de estructuras de canto grueso o moderadamente grueso lleva implícito el tener 

en cuenta las implicaciones debidas al fenómeno de cortadura. Así pues y en concordancia 

con ello proponemos las siguientes  hipótesis relativas a flexión de láminas en el siguiente 

sentido: 

 1) La fibra rectilínea perteneciente a la lámina y normal a la superficie antes de la 

deformación continúa siendo sensiblemente rectilínea después de la deformación, aunque no 

necesariamente normal a la superficie deformada, conservando sensiblemente la longitud 

inicial:   

     ɂஓ ≅ 0                          (20) 

 2) Se postula una distribución parabólica, a lo largo del espesor de las tensiones 

tangenciales, dadas por 

     τஓ = 
ହସ G ቀͳ − ସஓమ୲మ ቁ ɀஓ                      (21) 

     τஒஓ = ହସ Gቀͳ − ସஓమ୲మ ቁ ɀஒஓ                      (22) 

Esta hipótesis es habitual considerarla para láminas con efecto de cortante de 2º orden. Con 

ella, por tanto, se pretende aproximar con suficiente precisión  las soluciones obtenidas para 

láminas de canto grueso.  

 3) Las tensiones normales paralelas a la normal a la superficie son pequeñas en 

comparación con las otras y se puede prescindir de su cálculo:   

Si denominamos por Ʌ el giro de la normal alrededor del eje P − Ƚ  y por Ʌஒ el giro 

alrededor del eje P − Ⱦ , los corrimientos de un punto genérico m, situado a una distancia z de 

la superficie media, vienen dados por  η = η + zɅஒ (23) θ = θ − zɅ (24) w = wሺȽ, Ⱦሻ (25) 

En donde hemos prescindido del subíndice (m) que hace referencia al punto genérico, 

denominado z al eje ɀ y sobreentendido que ሺη, θ, wሻ  son los corrimientos del punto P 

situado sobre la superficie media. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2: Sistema de Referencia, radios de curvatura y coordenadas curvilíneas en láminas rebajadas  
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Adicionalmente, por ser la lámina rebajada, por tanto cumplirá ɏ୫୧୬ ≥ ʹͲt; a ≥ 5f, (ver 

Figura 2). 

4) La curvatura de Gauss será pequeña  [kଵ, kଶ ≅ Ͳ] con lo que la geometría de la 

superficie se sustituye por la euclidiana en el plano de la proyección. Además: 

  F ≅ Ͳ;       f = Ͳ;      dsଶ =  dxଶ + dyଶ;    A ≅ ͳ, B ≅ ͳ                        (26)  

Y al menos aproximadamente para todo punto ͳ + ቀ∂∂୶ቁଶ ≅ ͳ;  ͳ + ቀ∂∂୷ቁଶ ≅ ͳ               (27) 

5) La variación de la curvatura de flexión y torsión de las líneas coordenadas de la 

superficie media,ሺX , Xஒ, Xஒ ሻ, no depende de los desplazamientos en el plano tangente ሺη, ηஒሻ .  

6) En las ecuaciones de equilibrio donde aparecen los esfuerzos de membrana se 

menosprecian los términos en los que figuran los esfuerzos cortantes y solicitaciones de 

flexión, multiplicados por las curvaturas, al ser estos últimos pequeños y multiplicar a 

esfuerzos no predominantes en este estado. Por otro lado al ser pequeñas las curvaturas y los 

corrimientos en el plano tangente (u,v), despreciamos las variaciones de las curvaturas por 

dichos corrimientos, con lo que  tomamos 
∂ሺ୩୳ౣሻ∂ ≅ k୬ ∂୳ౣ∂  , siendo k୬  la curvatura normal. 

7) El giro ωஒ, de un elemento de lados diferenciales en su propio plano tangente, 

alrededor del eje z, para todo punto de la lámina es nulo ωஒ = − ଵଶ ቀ∂୴∂ − ∂୳∂ஒቁ ≅ Ͳ , lo que 

conduce a establecer:  

 
∂୴∂= 

∂୳∂ஒ → −z ∂ಉ∂ = z ∂ಊ∂ஒ  (28) 

Y como ello se establece para todo z, se tiene   

 ∂ಉ∂ + ∂ಊ∂ஒ = Ͳ                                                              (29) 

Esta importante condición fue deducida analíticamente en trabajos anteriores, Martínez 

Jiménez (2011), para placas moderadamente gruesas estableciendo el equilibrio de la placa en 

su configuración deformada y es asumida para este trabajo considerando el estudio de láminas 

rebajadas. 

Hay que tener en cuenta que la deducción de esta condición en el anterior trabajo se hizo, 

tal como se ha comentado, teniendo en consideración las ecuaciones de equilibrio de la placa 

en su configuración deformada que son a su vez muy similares a las de láminas rebajadas 

considerando un sistema de referencia intrínseco  según las líneas principales de curvatura.  

 

Así pues, teniendo en cuenta esta condición, las deformaciones pueden ser deducidas a 

partir de las fórmulas (15-19), adoptando x ≡ Ƚ, y ≡ Ⱦ , obteniendo las siguientes relaciones 

cinemáticas 

 

- deformaciones en el plano medio ɂ୶ = ͳA ∂η∂x + θA · B ∂A∂y − kଵw ≅ ∂η∂x − kଵw (30) 
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ɂ୷ ≅ 
∂୴బ∂୶ − kଶw (31) 

ɀ୶୷ ≅ ∂η∂y + ∂θ∂x ; χ୶ = −∂Ʌ୷∂x ;  X୷ = ∂Ʌ୶∂y ; ʹX୶୷ = −∂Ʌ୷∂y + ∂Ʌ୶∂x  (32) 

 

- deformaciones en un punto genérico  ɂ୶ = ɂ୶ − zX୶;  ɂ୷ = ɂ୷ − zX୷;  ɂ ≅ Ͳ (33)

 ɀ୶୷ = ɀ୶୷ − ʹzX୶୷
 

(34)

 ɀ୶ = (w´୶ + Ʌ୷ + η · kଵ) + zɅ୷kଵ (35)

 ɀ୷ = (w´୷ − Ʌ୶ + θ · kଶ) − zɅ୶kଶ (36)

 en donde kଵ  y kଶ son las curvaturas normales, ɂ୶, ɂ୷ y ɀ୶୷   son las deformaciones del 

plano medio, ɀ୶ y ɀ୷ los deslizamientos de las secciones normales, y X୶, X୷ y X୶୷ las 

variaciones de las curvaturas de flexión y torsión.  

2.2 Ecuaciones Constitutivas y Solicitaciones 

Para expresar las tensiones en función de los corrimientos de la superficie media de la 

lámina, hacemos uso de las Leyes de Hooke generalizadas y las hipótesis enunciadas. σ = 
Eଵ−μమ (ɂ + μɂஒ) = Eଵ−μమ (ɂ + μɂஒ − ɀሺX + μXஒሻ) (37) 

σஒ = Eͳ − μଶ (ɂஒ + μɂ) = Eͳ − μଶ (ɂஒ + μɂ − ɀሺXஒ + μXሻ) (38) 

Donde σ, σஒ son las tensiones normales.  La tensión σஓ (perpendicular a la superficie 

media de la lámina) aunque pequeña puede ser obtenida mediante σஓ = (σ + μσஒ) . Las 

tensiones tangenciales vienen dadas por  τஒ = Gɀஒ = G(ɀஒ − wɀXஒ ) y  τஓ y τஒஓ  nos 

quedan aun por conocer ya que al ser τஓ = Gɀஓ  y  τஒஓ = Gɀஒஓ aunque ɀஓ  y ɀஒஓ  sean 

pequeños, esto no quiere decir que podamos presumir valores pequeños para las τ , puesto que 

al alcanzar G valores relativamente altos, su producto por las  ɀ pueden propiciar valores 

apreciables para las tensiones. 

En la siguiente figura, ver Figura (3), podemos ver el criterio adoptado para los distintos 

esfuerzos que aparecen en la lámina,  
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Figura 3: Sistema de Referencia, esfuerzos de membrana y de flexión  

La obtención de los esfuerzos N, Nஒ, Nஒ, Mݕ Mஒ, axiles y momentos flectores, como es 

habitual, se obtiene integrando las tensiones a lo largo del espesor, (ver Figura 3) N = ∫σdɀ 
V = ∫ Eͳ − μଶ {ɂ + μɂஒ − ɀሺX + μXஒ}୲ ଶ⁄−୲ ଶ⁄ dɀ = Etͳ − μଶ (ɂ + μɂஒ) (39) 

Nஒ =  ∫σஒdɀ 
V = ∫ Eͳ − μଶ {ɂஒ + μɂ − ɀሺXஒ + μXሻ}୲ ଶ⁄−୲ ଶ⁄ dɀ = Etͳ − μଶ (ɂஒ + μɂ) (40) 

Nஒ = ∫ τஒdɀ 
V = ∫ G{ɀஒ − ʹɀXஒ }୲ ଶ⁄−୲ ଶ⁄ dɀ = Gtɀஒ  (41) 

M = ∫σɀdɀ 
V = ∫ Eɀͳ − μଶ {ɂ + μɂஒ − ɀሺX + μXஒ}୲ ଶ⁄−୲ ଶ⁄ dɀ

= −Etଷͳʹሺͳ − μଶሻ (X + μXஒ) 

(42) 

Mஒ = ∫σஒɀdɀ 
V = ∫ Eɀͳ − μଶ {ɂஒ + μɂ − ɀሺXஒ + μX}୲ ଶ⁄−୲ ଶ⁄ dɀ

= −Etଷͳʹሺͳ − μଶሻ (Xஒ + μX) 

Estas expresiones nos son de gran utilidad a la hora de calcular las solicitaciones en 

(43) 
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algún punto de la lámina. 

2.3 Ecuaciones de equilibrio 

La forma general de las ecuaciones de equilibrio en láminas, son complejas y su expresión 

completa, si queremos expresarlas para superficies de geometría arbitraria, tienen que 

desarrollarse en notación indicial. Como se ha expuesto previamente, nuestro trabajo se basa 

en teorías de láminas rebajadas, por lo que estas ecuaciones (adoptando x ≡ Ƚ, y ≡ Ⱦ) se 

reducen considerablemente, en la forma, Rekach (1978),        ∂N୶∂x + ∂N୶୷∂y + P୶ = Ͳ (44) ∂N୷∂y + ∂N୶୷∂x + P୷ = Ͳ (45) 

kଵN୶ + kଶN୷ + ∂Q୶∂x + ∂Q୷∂y + P = Ͳ (46) 

∂M୶∂x + ∂M୶୷∂y − Q୶ = Ͳ (47) ∂M୷∂y + ∂M୶୷∂x − Q୷ = Ͳ (48) 

Donde todos los esfuerzos intervinientes en estas ecuaciones se han definido previamente. 

Tengamos en cuenta que estas ecuaciones son muy similares a las ecuaciones de equilibrio en  

placas e idénticas si prescindiéramos de los términos asociados a las curvaturas. 

No se ha tenido en cuenta la ecuación de equilibrio de momentos alrededor del eje Z. Esta 

ecuación es la que proporcionaba la hipótesis adicional de la anulación del giro alrededor de la 

normal de la placa, si establecíamos el equilibrio en la configuración deformada, Martínez 

Jiménez (2011), y la que asumimos como cierta en el presente trabajo por razonamiento físico y 

dada la simetría de las ecuaciones anteriores. 

3 ECUACIONES DEDUCIDAS 

Si tenemos en cuenta las hipótesis antes enunciadas y las introducimos en las ecuaciones 

de equilibrio, tras un proceso de cálculo bastante extenso, se obtienen las ecuaciones 

buscadas,  ∂ଶη∂xଶ + ሺͳ + μሻʹ ∙ ∂ଶθ∂x ∂y + ሺͳ − μሻʹ ∙ ∂ଶη∂yଶ − ሺkଵ + μkଶሻ ∂w∂x = −ͳ − μଶEt P୶ 
(49) 

 ሺͳ − μሻʹ ∂ଶθ∂xଶ + ሺͳ + μሻʹ ∙ ∂ଶη∂x∂y + ∂ଶθ∂yଶ − ሺμkଵ + kଶሻ ∂w∂y = −ͳ − μଶEt P୷ 
(50) 

 w୶୶′′ + w୷୷′′ + ∂ϑ୷∂x − ∂ϑ୶∂y + ͳʹ5ሺͳ − μሻ ቆkଵ + μkଶ + 5ሺͳ − μሻkଵͳʹ ቇ∂η∂x + 

+
ଵଶହሺଵ−�ሻ ቀ��ଵ + �ଶ + ହሺଵ−�ሻ�మଵଶ ቁ ��బ�௬ − ଵଶହሺଵ−�ሻ (�ଵଶ + �ଶଶ + ʹ��ଵ�ଶ)ݓ = − ଵଶሺଵ+�ሻହ�� �௭ 

(51) 
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 ሺͳ − �ሻʹ �ଶ�௫�ݔଶ − ሺͳ + �ሻʹ ∙ �ଶ�௬�ݕ�ݔ + �ଶ�௫�ݕଶ + 5ሺͳ − �ሻݐଶ ′௬ݓ) − �௫ + (�ଶݒ = Ͳ 
(52) 

ሺଵ−�ሻଶ �మ��௬మ − ሺଵ+�ሻଶ ∙ �మ�ೣ�௫�௬ + �మ��௫మ − ହሺଵ−�ሻ�మ ′௫ݓ) + �௬ + (�ଵݑ = Ͳ   (53) 

Este sistema de ecuaciones constituye un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas 

parciales, cuya resolución en series armónicas de las variables involucradas, ݑ, ݒ, ݓ, �௫, �௬ , nos proporcionan soluciones al problema ya que tenemos 5 ecuaciones .   

Las ecuaciones (52) y (53) pueden ser simplificadas si en la ecuación (51) sumamos y 

restamos la cantidad 
�మ�ೣ�௫మ  y la reescribimos en la siguiente forma, 

                             ∆�௫ − ሺଵ+�ሻଶ ∙ ��௫ ቀ��ೣ�௫ + ���௬ ቁ + ହሺଵ−�ሻ�మ ′௬ݓ) − �௫ + (�ଶݒ = Ͳ                   (54) 

que en virtud de la  hipótesis de giro alrededor de la normal nulo se reduce a, 

 ∆�௫ + ହሺଵ−�ሻ�మ ′௬ݓ) − �௫ + (�ଶݒ = Ͳ                                         (55) 

Operando en forma similar sobre la ecuación (53) obtenemos  ∆�௬ + ହሺଵ−�ሻ�మ ′௫ݓ) − �௬ + (�ଵݑ = Ͳ                                          (56) 

En definitiva las ecuaciones de cálculo en corrimientos las reescribimos como,  �ଶݑ�ݔଶ + ሺͳ + �ሻʹ ∙ �ଶݒ�ݕ�ݔ + ሺͳ − �ሻʹ ∙ �ଶݑ�ݕଶ − ሺ�ଵ + ��ଶሻ ݔ�ݓ� = −ͳ − �ଶݐܧ �௫  (57) 

ሺͳ − �ሻʹ �ଶݒ�ݔଶ + ሺͳ + �ሻʹ ∙ �ଶݑ�ݕ�ݔ  + �ଶݒ�ݕଶ − ሺ��ଵ + �ଶሻ ݕ�ݓ� = −ͳ − �ଶݐܧ �௬  (58) 

ݓ∆ + ��௬�ݔ − ��௫�ݕ + ͳʹ5ሺͳ − �ሻ ቆ�ଵ + ��ଶ + 5ሺͳ − �ሻ�ଵͳʹ ቇ�ݑ�ݔ + 

+
ଵଶହሺଵ−�ሻ ቀ��ଵ + �ଶ + ହሺଵ−�ሻ�మଵଶ ቁ ��బ�௬ − ଵଶହሺଵ−�ሻ (�ଵଶ + �ଶଶ + ʹ��ଵ�ଶ)ݓ = − ଵଶሺଵ+�ሻହ�� �௭ 

(59) 

∆�௫ + 5ሺͳ − �ሻݐଶ ′௬ݓ) − �௫ + (�ଶݒ = Ͳ (60) 

∆�௬ + 5ሺͳ − �ሻݐଶ ′௫ݓ) − �௬ + (�ଵݑ = Ͳ (61) 

que son con las que vamos a operar numérica o analíticamente.  

4 RESULTADOS 

4.1 Aplicación de la teoría propuesta al estudio del paraboloide hiperbólico  

Consideramos, por ser una superficie de doble curvatura de gran interés el estudio de 

soluciones para una lámina con forma de paraboloide hiperbólico. La lámina con forma de 

paraboloide hiperbólico, es una superficie bien estudiada por los autores de este trabajo en 

publicaciones anteriores, tanto en régimen estático como dinámico. A continuación, 
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presentamos la solución analítica, en series de Fourier para un caso general y 

particularizaremos para datos concretos al final de este apartado. 

 

 

 

Figura 3:. Lámina con forma de paraboloide hiperbólico. Sistema de Referencia y Ecuación característica  

En este caso se cumple �ଵଶ = − �మ௭�௫�௬ = Ͳ. Refiriéndonos a la figura 3, (ver Figura 3) las 

componentes de carga pueden escribirse usando series en la forma �ሺݔ, ሻݕ = ∑ ∑ ܽܿαݏ �௫ଶ ݏܿ �௬ଶ∞=∞=   (62) 

Para láminas con bordes apoyados, obtenemos la solución adoptando para cada una de las 

variables ݑ, ݒ, ݓ, �௫, �௬ ݑ , = ߙ∑ ܽʹݔ�݉݊�ݏ ݏܿ ܾʹݕ�݊  (63) 

ݒ = ߚ∑ ݏܿ ܽʹݔ�݉ ݊�ݏ ܾʹݕ�݊  (64) 

ݓ = ߛ∑ ݏܿ ܽʹݔ�݉ ݏܿ ܾʹݕ�݊  (65) 

�௫ = ߜ∑ ݏܿ ܽʹݔ�݉ ݊�ݏ ܾʹݕ�݊  (66) 

�௬ = ∑� ݊�ݏ ܽʹݔ�݉ ݏܿ ܾʹݕ�݊  (67) 

Sustituyendo las fuerzas y los desplazamientos en las ecuaciones de cálculo (57-61)  

(ecuaciones de equilibro escritas en función de los desplazamientos), resultan las siguientes 

expresiones:  (ቀ݉�ʹܽ ቁଶ + ͳ − �ʹ ቀ݊�ʹܾቁଶ) ߙ + ͳ + �ʹ ቀ݊�ʹܾቁቀ݉�ʹܽ ቁߚ − ሺ�ଵ + ��ଶሻ ቀ݉�ʹܽ ቁߛ = Ͳ (68) ͳ + �ʹ ቀ݊�ʹܾቁቀ݉�ʹܽ ቁߙ + (ቀ݊�ʹܾቁଶ + ͳ − �ʹ ቀ݉�ʹܽ ቁଶ) ߚ − ሺ��ଵ + �ଶሻ ቀ݊�ʹܾቁߛ = Ͳ (69) 
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−[ ͳʹ5ሺͳ − �ሻ ቆ�ଵ + ��ଶ + 5ሺͳ − �ሻ�ଵͳʹ ቇ] [[ቀ݊�ʹܾቁଶ + ቀ݉�ʹܽ ቁଶ] ቀ݉�ʹܽ ቁ
+ ͳʹݐଶ ሺ�ଵ + ��ଶሻ ቀ݉�ʹܽ ቁ]ߙ
− [ ͳʹ5ሺͳ − �ሻ ቆ��ଵ + �ଶ + 5ሺͳ − �ሻ�ଶͳʹ ቇ] [[ቀ݊�ʹܾቁଶ + ቀ݉�ʹܽ ቁଶ] ቀ݊�ʹܾቁ
+ ͳʹݐଶ ሺ��ଵ + �ଶሻ ቀ݊�ʹܾቁ]ߚ
+ ߛ [ቀ݉�ʹܽ ቁସ + ʹቀ݉�ʹܽ ቁଶ ቀ݊�ʹܾቁଶ + ቀ݊�ʹܾቁସ
+ (�ଵଶ + �ଶଶ + ʹ��ଵ�ଶ)] [ͳʹݐଶ + ͳʹ5ሺͳ − �ሻ (ቀ݊�ʹܾቁଶ + ቀ݉�ʹܽ ቁଶ)]= ܽܦ [ͳ + ଶ5ሺͳݐ − �ሻ [ቀ݊�ʹܾቁଶ + ቀ݉�ʹܽ ቁଶ]] 

(70) 

Que constituyen tres ecuaciones algebraicas para cada modo, que pueden expresarse en 

forma matricial como: 

[�ଵଵ �ଵଶ �ଵଷ�ଶଵ �ଶଶ �ଶଷ�ଷଵ �ଷଶ �ଷଷ] [ߛߚߙ] = [   
 ͲͲܽܦ [ͳ + ଶ5ሺͳݐ − �ሻ [ቀn�ʹܾቁଶ + ቀ݉�ʹܽ ቁଶ]]]   

 
 

(71) 

donde la matriz de coeficientes tiene por elementos, �ଵଵ = (ቀ݉�ʹܽ ቁଶ + ͳ − �ʹ ቀ݊�ʹܾቁଶ) (72) 

�ଵଶ = �ଶଵ = ͳ + �ʹ ቀ݊�ʹܾቁ ቀ݉�ʹܽ ቁ (73) 

�ଵଷ = −ሺ�ଵ + ��ଶሻ ቀ݉�ʹܽ ቁ (74) 

�ଶଶ = (ቀ݊�ʹܾቁଶ + ͳ − �ʹ ቀ݉�ʹܽ ቁଶ) (75) 

�ଶଷ = −ሺ��ଵ + �ଶሻ ቀ݊�ʹܾቁ (76) 

�ଷଵ = − [ ͳʹ5ሺͳ − �ሻ ቆ�ଵ + ��ଶ + 5ሺͳ − �ሻ�ଵͳʹ ቇ] [[ቀ݊�ʹܾቁଶ + ቀ݉�ʹܽ ቁଶ] ቀ݉�ʹܽ ቁ
+ ͳʹݐଶ ሺ�ଵ + ��ଶሻ ቀ݉�ʹܽ ቁ] (77) 
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�ଷଶ = − [ ͳʹ5ሺͳ − �ሻ ቆ��ଵ + �ଶ + 5ሺͳ − �ሻ�ଶͳʹ ቇ] [[ቀn�ʹܾቁଶ + ቀ݉�ʹܽ ቁଶ] ቀ݊�ʹܾቁ
+ ͳʹݐଶ ሺ��ଵ + �ଶሻ ቀ݊�ʹܾቁ] (78) 

�ଷଷ = [ቀ݉�ʹܽ ቁସ + ʹቀ݉�ʹܽ ቁଶ ቀ݊�ʹܾቁଶ + ቀ݊�ʹܾቁସ + (�ଵଶ + �ଶଶ + ʹ��ଵ�ଶ)] [ͳʹݐଶ+ ͳʹ5ሺͳ − �ሻ (ቀ݊�ʹܾቁଶ + ቀ݉�ʹܽ ቁଶ)] (79) 

Para un caso de carga arbitraria, será necesario descomponer la carga en componentes de 

cosenos y resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas para cada componente ܽ. Los desplazamientos totales se obtendrán de superponer las contribuciones de cada 

componente armónica de cada ߙ , usando las ecuaciones b).  

Conocidos los coeficientes ߙ de los corrimientos u, v y w  determinamos, mediante las 

dos ecuaciones restantes d) y e), los coeficientes y Ɂ୫୬ y ξ୫୬ de los giros, de la forma, Ɂ୫୬ = 5ሺͳ − μሻtଶ [ቀmɎʹa ቁଶ + ቀnɎʹbቁଶ + 5ሺͳ − μሻtଶ ] ቀ−ɀ୫୬ ቀnɎʹbቁ + kଶȾ୫୬ቁ 
(80) 

ξ୫୬ = 5ሺͳ − μሻtଶ [ቀmɎʹa ቁଶ + ቀnɎʹbቁଶ + 5ሺͳ − μሻtଶ ] ቀɀ୫୬ ቀmɎʹa ቁ − kଵȽ୫୬ቁ 
(81) 

Para encontrar las deformaciones y esfuerzos es necesario derivar las ecuaciones de 

desplazamientos. En particular para los momentos flectores y momento torsor hacemos uso de 

las fórmulas siguientes,  M୶ = D ቆ∂ϑ୷∂x − μ∂ϑ୶∂y ቇ (82) 

    M୷ = Dቆ−∂ϑ୶∂y + μ ∂ϑ୷∂x ቇ (83) 

  M୶୷ = Gtଷͳʹ ቆ∂ϑ୷∂y − ∂ϑ୶∂x ቇ (84) 

La solución presentada está limitada por las condiciones de contorno que es posible 

modelar (bordes articulados), pero la solución permite obtener tanto esfuerzos de membrana 

como de flexión. Para casos con otras condiciones de contorno más complejas es más 

conveniente emplear el método de los elementos finitos.  

Numéricamente, consideremos una lámina con  forma de paraboloide hiperbólico de planta 

cuadrada de 1*1 m de lado, espesor constante de 0.01 m, radios de curvatura iguales y de 

signo contrario de valor R=2 m, E=10.92*106 N/m2, coeficiente de Poisson 0.30, densidad (ɏ) 

100 kg/m3, sometida a una carga uniformemente distribuida de 20 kN/m2 y articulada en sus 

cuatro bordes. (ver Figura 4) 
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Figure 4: Paraboloide hiperbólico en pendiente suave.  

El corrimiento obtenido en la sección central usando las ecuaciones de cálculo antes 

deducidas es de 0,0755m. Para comprobar el resultado anterior hemos utilizado el elemento 

finito tridimensional de 20 nodos con una discretización adecuada que nos asegurara la 

convergencia. El resultado obtenido es de 0,0724m, el cual es una resultado bastante 

razonable a juicio de los autores.    

El momento flector en el centro de la lámina varía respecto del obtenido por el MEF en 

solo un 5% por lo que entendemos que entra dentro de un resultado razonable. 

5 CONCLUSIONES 

En este trabajo se presentan unas nuevas ecuaciones de cálculo para el estudio de láminas 

rebajadas con inclusión de efectos de cortante de 2º orden, es decir, suponemos una 

distribución parabólica de las tensiones tangenciales en el espesor.  

Para la deducción de estas nuevas ecuaciones hemos hecho uso de una importante hipótesis 

que consiste en que la anulación durante del proceso de deformación de la rotación de los 

elementos materiales de la lámina alrededor de la normal a la superficie media.  

Esta hipótesis fue deducida en otros trabajos de manera analítica para placas con efectos de 

deformación por cortante estableciendo el equilibrio de la placa en su posición deformada, y 

la adoptamos como  hipótesis física en este trabajo, dada la similitud conceptual en las 

ecuaciones de equilibrio para láminas rebajadas.  

Las ecuaciones de cálculo obtenidas nos son útiles para el cálculo de láminas por 

desarrollos en serie de Fourier y proporcionan resultados precisos si los comparamos con 

métodos numéricos como el Método de los Elementos Finitos (MEF). La validación de la 

teoría en régimen dinámico se establecerá en trabajos posteriores.    
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