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Resumen La teoria Timoshenko-Vlasov describe la dinamicaidas que tiene en cuenta efectos de
flexibilidad por corte y alabeo torsional no unifa. Este trabajo presenta una generalizacion de tal
modelo, que permite obtener en forma precisa lde#gseccional de la viga (extendiendo el concepto
de factores de corte) y también férmulas mejorgdaa el calculo de tensiones de corte y normales
(considerando efecto “shear-lag”) para secciorastersales no homogéneas de geometria arbitraria.
Se basa en la utilizacién de funciones de alabdinbnsionales extendiendo la teoria de flexion y
torsion de Saint Venant, en conjunto con el priocge Hellinger-Reissner. Se presenta el desarrollo
tedrico, su implementacién computacional y ejemplaméricos que muestran la eficiencia del nuevo

enfoque.
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1 INTRODUCCION

El estudio dinAmico de estructuras esbeltas empertancia fundamental en la ingenieria
estructural. La teoria de vigas (unidimensionalesjstituye una de las maneras mas
eficientes de abordar el problema. Por tal motigo,pesar de la gran cantidad de
investigaciones que se han desarrollado, contirerale un topico de considerable interés
cientifico-tecnoldgico.

El enfoque mas simple, la teoria lineal de Bermdtuler para materiales homogéneos e
isétropos, ha sido aplicado exitosamente en munh#ssituaciones. La deformacién cortante
no es tenida cuenta, por lo que pierde precisiéanalizar vigas poco esbeltas, materiales
muy flexibles al corte o respuestas dinamicas adasi a frecuencias de vibracion superiores
a la fundamental.

Este hecho motivo el desarrollo de la teoria deoSimenko que considera la flexibilidad de
corte y la inercia rotatoria, asociadas al movingemansversal Timoshenko, 192R Para
vigas de seccion compleja el estudio de la dinarisa-torsional acoplada combina dicho
modelo con la teoria de torsion pura de Saint Vienan

Otro efecto que reviste gran importancia en ciesitasiciones, especialmente en el caso de
vigas de pared delgada, es el alabeo no uniforfaeioeado a torsion. Este efecto es
considerado en la teoria desarrollada\asov (1963).

El enfoque que considera los efectos mencionadogdg denominarse modelo
Timoshenko-Vlasov, habiendo sido aplicado exitogameen una gran cantidad de
situaciones Pominguez y Cortinez, 2015; Saravia et al. 2015¢i@ez y Dotti, 2013 Sin
embargo, puede presentar imprecisiones debido apltaximaciones realizadas al considerar
el alabeo de la seccion, lo que ha dado lugar arghg investigaciones para mejorar tal
aspectokl Fatmi, 2007; Petrolo y Casciaro, 2004; Kourtiale 2009, Romano et al., 2012

En particular, fueron desarrollados interesantedetos que generalizan la distribucion de
alabeo, introduciendo un mayor nimero de funcidnedgnitas.Pagani et al. (2016han
empleado un modelo de estas caracteristicas coasdie una gran cantidad de funciones
polinbmicas para definir el alabeo. Por su paRekic et al. (2002han discretizado la
seccion transversal en varias funciones longituesaor cada nodo.

En un esfuerzo por mejorar la descripcion del aals®ccional sin aumentar
considerablemente el nimero de funciones incéogriiaaros et al. (2016han desarrollado,
en forma reciente, una teoria muy eficiente quad@uaodelar efectos de flexibilidad por
corte utilizando diez desplazamientos generalizadodimensionales, requiriendo resolver
siete problemas de contorno bidimensionales paestwefr el correspondiente andlisis
seccional. En general, para el uso de tales medidovigas con alabeo generalizado deben
elaborarse métodos numéricos especificos que an estorporados en los programas de uso
comun. Por ello, parece interesante el desarr@larch mejora de la teoria de Timoshenko-
Vlasov que respete su estructura general.

Este articulo presenta una generalizacion de estielm al caso de vigas de seccion
transversal no homogénea. Cabe aclarar que coridisem homogénea se interpreta aquella
en la cual los modulos de elasticidad pueden varial plano. Este modelo permite obtener
ecuaciones constitutivas precisas entre resultalggension y deformaciones generalizadas
(extendiendo el concepto de factores de cortejnpiten formulas mejoradas para el calculo
de tensiones de corte y normales (considerandtoefgloear-lag”). Se basa en la utilizacion
de funciones de alabeo bidimensionales generaliznteoria de flexion y torsion de Saint
Venant para secciones no homogéneas en conjuntel gmincipio de Hellinger-Reissner y
constituye una extension de la teoria desarrolfaaiaCortinez y Piovan (2002, 200@ara
vigas de pared delgadas, al caso de una seccisvéraal arbitraria. Un enfoque similar al
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presentado aqui fue recientemente desarrollado @enoese et al. (2013aunque
contemplando vigas homogéneas.

El presente modelo puede ser aplicado ventajosaneenproblemas dinamicos asociados
al disefio Optimo de estructuraReguera y Cortinez, 20L6Esta ha sido la principal
motivacion de esta investigacion.

En la seccidn 2 se presenta la formulacién tedenaa seccion 3 la solucion numérica,
estudios numeéricos se muestran en la seccionrainfente, las conclusiones se expresan en
la seccion 5.

2 MODELO ESTRUCTURAL

Se considera la dinAmica del sistema estructuratramo en l&igura 1 Se trata de una
viga de seccion transversal no homogénea de formrbdrasia (pudiendo comprender
secciones de pared gruesa o delgada). Para etallestadrico se adopta un sistema doble de
referencia:x corresponde al eje longitudinal, z son ejes transversales con origen en el
centroide elastico de la secciopn, Z son ejes transversales con origen en el centeode
elastico cuyas coordenadas respecto al primernsmsteienen dadas poys y z (las
expresiones para su determinacion se muestran délante). En este trabajo centroide
elastico y centro de corte elastico correspondda generalizacion de los conceptos de
centroide y centro de corte para secciones des/araieriales.

Figura 1. Elemento estructural analizado.

2.1 Formulacioén variacional

La dinamica del sistema estructural analizado pdedeularse mediante el principio de
Hellinger-Reissner, en el cual las tensiones y desplazamientos son variacionalmente
independientes. Dicha formulacion puede ser expgeesi@ la siguiente maner@drtinez y
Rossi, 1998

[ aaav-| (f-pwsuav-| pudso (1)
\Y \Y S
oW, _
JV & 3o oo;dV =0 (2)
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con
__M 2, 1 _1foy 0y

W.(0;)=—(;) +—0a g, &§ =—| —+— 3

c( u) 2E( ||) 4G ij “j ‘ﬁ 2[6)(]- a)|( ( )

donded;y &; denotan los tensores de tensiones y deformacieseectivamentef; es el

vector de fuerzas volumétricag, la densidad del materialj, el vector de desplazamientos,

P el vector de tension aplicada en la superficiecdelrpo, W, la energia complementaria
por unidad de volumelk,, ¢ y G modulo de elasticidad, coeficiente de Poisson glutedde

elasticidad transversal respectivamente. En ettailar se utilizara la siguiente notacion para

. 0K oK
las derivadas:K =——, K'=— dondeK es una variable genérica. En las expresiones

ot 0X
anteriores<, Xz y X3 corresponden 8 y, z, respectivamente. La misma correspondencia se da
en la definicion de los subindices de las tensiotef®rmaciones y vectores de fuerzas. Los
desplazamientos segun las coordenadasz seran denotadas v y w respectivamente.

2.2 Ecuaciones de movimiento

De manera general el campo de desplazamientos desttactura analizada puede
expresarse de la siguiente manera:

U=tp(XD-V(xdy- wx) 2@ ( xw(y o ( Xy.2
V(X -2 X )+ (X y 2} (4)
W=ws(x O+ WA X §+d3(% y 2)

(5)

Si ¢,,9,,¢5 se adoptan iguales a cero, la expresion antesioesponde a la extension de

la teoria de Vlasov para secciones no homogénndsa, @ialu, es el desplazamiento axial

del centro elastic€, vs y Ws son los desplazamientos transversales del ceatcortie elastico
S,y @ es la rotacion torsional. Por otra parte,es la funcion de alabeo torsional de Saint

Venant para vigas no homogéneas que puede obteesmeiendo la siguiente ecuacion en
el dominio de la seccion transversal.

(6)

donde g=G(y, 9/ G, siendo G, un valor de referencia para el moédulo de elastitida
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transversal.

Se puede demostrar que la funcién de alabeo taisémi definida verifica las siguientes
integrales:

J EcdA= _[ Fw ydA= j B zdA O 7)
A A A

La aproximacion de Vlasoy, =@, =@, =0 reproduce razonablemente bien la cinematica

en el caso de vigas muy esbeltas. Sin embargo cUaresbeltez decrece no puede describir
adecuadamente la flexibilidad del elemento, cangtitdo un modelo de mayor rigidez que la
estructura real, lo cual es especialmente notabt&agsos dinamicos. Esto es asi puesto que las
deformaciones de corte que se obtienen son nulds (fhea media de una seccion de pared
delgada), hecho claramente inconsistente excepto gasos de esfuerzo axil puro, flexion
pura, torsion pura o combinaciones de éstos. Rdrsasar los inconvenientes aludidos se

puede considerar una correccion al desplazamiexitd eon una funcion de alabeg,

proporcional ay, zy w, dando lugar al siguiente campo de desplazamigi@odinez y
Rossi, 1998

UOu(X9=G,(x ) y-0,(%) 2 0( xJ( y }
vOv (X )— 2 %) (8)
wOw(x )+ (% 9

En estas expresioneé, , 8, y 8 son independientes dé,wW' y ¢'. Las correspondientes
componentes de deformacion vienen dadas de lasiguiorma:

£ =Uy—6,y-6,2+0'w

. (0w _| Odw, ,
yxy_(Vs_gz)-l'(”(a_y_zj_a_y((”_g) 9)

_ (0w _\ Oow, ,
yxz_(Ws_ey)-'-(a(E"-yj_a((a_g)

Como es posible observar, tal representacion pedeformaciones de corte (debidas a
esfuerzos de corte y a momentos flexo-torsionatesgprando asi la descripcidn cinematica,
sobre todo para casos relacionados con vigas neshbadtas. Asimismo, la utilizacion de tal
cinematica puede representar las inercias rotagat@alabeo torsional.

En ocasiones, se considera una simplificacion de d&formaciones anteriores
despreciando el Ultimo término de en la expresion8) y los ultimos términos de las
deformaciones erd). Tal aproximacién se menciona habitualmente ¢orombre de Teoria
de Timoshenko. En ésta la torsion se analiza meglianTeoria de Saint Venant de torsion
pura. Esta ultima suele dar resultados precisas yigas homogéneas de seccidon maciza. Sin
embargo, para el caso de secciones de pared delgduamogéneas pueden perder precision
puesto que los efectos de deformacion, de alalokocprte por alabeo se hacen muy notorios.

La cinematica descripta por las expresiorsq(e considera efecto de flexibilidad por
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corte relacionada tanto a la flexion como al alatmesional, se denomina en este trabajo
aproximacion de Vlasov-Timoshenko.

Para obtener las ecuaciones de movimiento, lasesigmes §) se introducen en la
ecuacion del Principio de Trabajos Virtuald$, (a que después de integrar en la seccion
gueda expresada de la siguiente manera:

J'OL(Nau;, - M,06, - M 06 + B8+ Qp( V-6 )+ Qo Wz 6 )+ Tap+ Tg(g-6)) dx

L

=—| (toprA-8,05-8,05+8p §)5 w+(-"sp $t6p FOp Lrbp $)0 %

0

+(-topS, +8,01,+ 8,01 -80S, )0 ;+ (4p §-0 9 § y8,0S,, +I0C,)0+(10)

+(VspA-ppS)) o +( o AP )0 wr (-0 S "W Fp W) X

L
+[ (a0t - mow,~ mpB+ WO+ 5 wr @ v i) ox

0

donde se ha definido:

qX:J'AfXdA qy:.[A f, dA ozzj'A £ dA t;J'A fw d.

(11)
my=IAfxsz rQ=JA £ ydA szA(— rz fly
pA=[ pon 0C,=[ pifdn pL=[ p(Z+ ) dapi=[ p § oA
pTy=IAp22dA p_lﬂ=IApysz p_S,=jAp zdA p_§:jAp ydA (12)

pS, = jprdA PSy= Ipr ydAp § = jpr zdho S .[Ap~ ydm SI a
N = jAadi M, = IAJX zdA M,= IAJX ydA

B= IAaxa)dA Q= jATXy dA Q= -[AT w2 JA (13)

_ ow . ow . . _ ow ow
TSV_J.A[TXV(E_ z}+rxz(§+ yjj dA T~ —J.A(r XW+T XZ()_ZJ d/

Siendo d,(x 1), q,(X Oy q,(x t)fuerzas distribuidas por unidad de longitud,(xt) es el
momento torsor externo respecto al centro de gquoteunidad de longitud, yn,(x 9y
m,(x t) momentos por unidad de longitud con respecto aejes centroidalesh(x,t) el
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bimomento externo por unidad de longitud YA, ol,, pl,, pl,, Py oG, las

propiedades inerciales seccionales. Por otra gartd,, M, B, Q, Q,, Tsyy Tw corresponden
a los habituales esfuerzos seccionales, es defuergo normal, momentos flectores con
respecto & y az, bimomento, esfuerzos de corte en las direccigngsmomento torsor de
Saint Venant y momento torsor de alabeo respecaugan

Operando en la expresion0j de acuerdo al calculo variacional pueden obtentas
siguientes ecuaciones de movimiento:

oN

o TPAL=6,08,-8,05+6p §= g

oM e

o QPSS FPIE AP OpS, = m,

oM L
a_Xy_Qz_quS‘y'{'p|y5y+p|yﬂz_0p$uz:_m)

Q, ; — .

~—L+(pA-0pS)) = g (14)

_% + (Wsp_A+ (0,0_32) = ¢

—%—Twuop%,—éyp $,~8,0S,y+PCH=b
et 08+ oS lg= m,
y las correspondientes condiciones de borde:

N-Ny=0 0 o0y=0
-M,+M,=0 o 00,=0
M, +M (=0 o d,=0
Q,- Q=0 o Jw=0 (15)
Qy—Qy=0 0 JOv=0
B-B =0 o d9=0

Tsv+Tw_(Ts‘D+Tv®)=0 0 op=0

dondeNo, Myo, Mz, B, Qo, Qz0 TsvoY Two SON esfuerzos seccionales externos aplicadassen |
extremos de la viga considerada

2.3 Ecuaciones constitutivas para las fuerzas seccioeal
2.3.1Primera aproximacion

El material considerado verifica la ley de Hookeclel, despreciando las tensiones y las
deformaciones transversales, se puede expresarsdgilente forma:
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o, =Eeg, er:GyXy r.,=Gy, (16)
En primera aproximacion es posible determinar laga€iones constitutivas para las

fuerzas seccionales sustituyendo las expresi@en(({L6) y el resultado enl@), llegando a
las siguientes expresiones:

N = BAy,
Mg =-E1,6,~ET, 8,
MZ?=-El f,~El g,
B = EG, 0"

- i-0)

Q) =GA w-6,)

Ts?/ = G_JCDI

(17)

Tw =GD(¢-0)

donde:

EAFIA EdA EA:J'A GdA_Egsz Ey dA_FyI:IA Ez dA_@l:J'A EyzgA

ﬂzIAEaFdA Eoch c{(%_;)jz{%_‘;)zJ dA_GszA %ﬁw%:%‘i;w%ﬁg (

El simbolo supra_cerd)(indica que se trata de una primera aproximaciés acuaciones
constitutivas buscadas.

Debe notarse que las tensiones de corte deternsimagartir deq) y (16) no son de gran
precision. Este hecho es muy conocido, especiamgata los términos relacionados con
flexion no uniforme (primer término en la segundanyla tercera de las expresion@g.(En
efecto, tales aproximaciones indican que las cpomdientes tensiones de corte en la seccion
son uniformes, lo cual es claramente incorrectomade del hecho de no verificar las
condiciones de borde en los extremos de la secfti@msiones cortantes nulas). Tal
inconsistencia es discutida en la literatura eaciéh a la teoria de Timoshenko. De la misma
manera, el tercer término en la segunda y tercerasl expresione®) muestran la misma
inconsistencia asociada al alabeo torsional. Ser@spn consecuencia, que las relacioh@és (
presenten imprecisiones en la flexibilidad de l&uestura en ciertos casos (vigas poco
esbeltas).

Es posible determinar relaciones constitutivas rad@s que consideren de manera mas
precisa la distribucion de las tensiones de carmtéaeseccion. En diversos modelos esto se
suele efectuar modificando las ecuacioried (eferidas a los esfuerzos de corte con factores
cuya obtencion ha motivado una gran cantidad deliest

(18)
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2.3.2 Aproximacion mejorada para las tensiones y maciones constitutivas de las fuerzas
seccionales.

Considerando la expresion general de desplazarsiasfda por 4) y aplicando las
definiciones de relaciones desplazamiento-defordmese obtienen las siguientes expresiones
formalmente exactas:

E =Uy—V"y— W' z+ qp"a)+%
X
0w _ 6¢1 09,
T2 19
¢(ay j oy 0x (19)
o_ (w, ) 08 34,
Vxz ¢(a yj 52 oy

Asumiendo a continuacion las siguientes restri@son
¢, =93=0,0,=¢:(y.2) (20)

es posible sustituir la primera de las expresi¢fhBsen (6) y luego en 13), lo que permite
obtener uov W'y @" en funcién del esfuerzo normal, los momentos diest y el

bimomento. Reintroduciendo dichas expresiones @mninaera de 19) y aplicando la Ley de
Hooke se llega a:

ZEL - yEI -zEl + E
SNEM B e oy | EE S YEY g EY g
EA A A EC,

donde:
A=EIEl,~El,, (22)
Por otra parte, las tensiones de corte pueden spee con la ayuda d&6f, (19) y (20)
como:
—qu aCL) 7 %
ay ay
(23)
L9
=Gy'| —+y |+
(p( 0z yj 0z

Sustituyendo las expresion de las tensiones dadag2f) y (23) en la ecuacion de
equilibrio longitudinal (despreciando la fuerzawktrica y fuerzas inerciales)
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or
00y 90y 0T, -0 (24)
ox o0y 0z

y considerando las ecuacionég)(para el caso estatico con las fuerzas distrilsuiglaales a
cero, es posible determinar la funcion de alaleoTal solucién puede ser expresada de la

siguiente manera:
¢1 = Qy¢y + Qz¢z+ Tv¢w (25)

dondeg,, ¢, y ¢, Verifican las siguientes ecuaciones:

9[9[ 9| __E [ 2Bt yEl
oy~ dy ) 0z " 0z G A (26)
0y| _ _
| -0, JA¢ydA— 0
i(g@@ +i(ga¢2j:—5 ZE_IZ_yFyZ
oy~ dy ) 0z\ " 0z G A 27)
09| _ _
=0 L\¢sz_ 0
oy\~ oy ) 9z~ 0z EC.
QN (28)
00| _ _
o = IA¢wdA— 0

Reinyectando la expresio2d) en las 23) es posible determinar las tensiones de corte en
términos deQy, Q.y Ty, que hasta aqui, de acuerd@8),(son supuestas independientes.de
Se admitira, sin embargo, su validez aun cuandes taésfuerzos sean variables
longitudinalmente. Luego, es posible rederivar Xpresion 1) para la tension normal
contemplando la funcion de alab&tb) con los esfuerzos variables cenDe esta forma es
posible llegar a las siguientes expresiones meg@radra las tensiones:
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EG,
Z-xyzle//yy-'-Q#/ zy+T\%/ wy+Tw s\

~E =~ (_zEL-yEl,) ~ (_-zEl,+ yEI| - Ew .
UX=N=+My[ETyJ+M{E VA y]+B E(q¢y+Q¢z+(n1+I)¢w)

(29)
TXZ:Q)IDUyZ-i_Qy/ ZZ+TW W;Tg& S\
donde:
0P, 0¢ 09y ¢
- - = Z = _— = Z 30
wyy ay’wzyGay’wyzGaz!wzz GaZ ()
- % - g%
l/lwy_g ay ) l/lwz g 0z
(31)
_Gfow ), _Glw |
wsw_a(ay ZJ’ ‘//svz EJ(@Z yj
N=N
My:My+qy_[AE¢ysz+ OZIA %, zdA( 'IQJ'A E, o
(32)

M, =M, +a,[ Ep,ydar of @ yom( me [ £ vo

I§=B+quAE¢ya)dA+ qIA ) dA—( m+ I)IA g0 dA

A patrtir de las tensiones de corte (29) @qry Tsyiguales a 0 y considerando la definicién de
centro de corteSapountzakis y Protonotariou, 20 posible determinar sus coordenadas
con las siguientes expresiones:

Ys :j (wzzy_l// zyz) dA
" (33)

Zg :JA (wyyz_l//yzg d#

Las tensiones dadas p@9| constituyen una extension de la clasica teori@aiet Venant
(Petrolo y Casciaro, 2004El Fatmi, 2008 asumiendo tensiones de corte variables
longitudinalmente, existencia de alabeo torsiowalmiforme y secciones no homogéneas.

Finalmente, las ecuaciones constitutivas mejorgo® las fuerzas seccionales, se
determinan sustituyendo9)( y (29) (considerandogy=0,=my= T,,=0) en la ecuacion
variacional ). De esta ultima se pueden despejar los esfuesemsonales obteniendo las
siguientes expresiones:
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N = EAl
M, =-EI, 6, -El $
M,=-El #,-El §,
B=EG,8'

Qy=@(v's—«92)+G_Aﬂ( v'vs—0) (34)

= GA,(V,-0.)+ GA[ vis-0 )

donde;:

/{j Yo gue | Ui d;} [ g oh] L an[ YL o
w—mﬁi [ L [ AL [ 5
= ][ o [ [ o [ Brom [ K o

u o o o {247 22

GJ. 0w, dAI 9@y, dA

J (t//wy +t//WZ) dA (35)

3 SOLUCION NUMERICA

Para una estructura y para un estado de carga datbesobtenerse, en primer lugar, el
centroide elastico de la seccion, el que se toroando origen del sistema de coordenadas
principal de la misma.

Para realizar el analisis seccional, se deternfamrigidecesEA El,, El, y El, mediante
las expresioneslg). Posteriormente, se obtienen las funciones deeald, y ¢, mediante la

solucion de las ecuacioned6) y (27). Las coordenadas del centro de corte elasticas
pueden ser entonces determinadas a partir de passtones 33). Seguidamente, se obtiene
la funcién de alabeo de Saint Venant de la sotudi® la ecuaciong, con la cual pueden
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determinarseEC, y GJ mediante 18). Finalmente la funcion de alabeo torsional seatind

@,, se obtiene mediante la resolucién de la ecua&ién (
Una vez determinadas las funciones de alabeo nreadas y utilizando las definiciones
(30) y (31), es posible determinar las rigideces seccionﬂT%, GA, GA,y GD,

mediante las expresione®5). De esta manera todas las rigideces seccionaefiguran en
las ecuaciones constitutivé®l] quedan determinadas.

Para obtener los desplazamientos generalizadosbes dntroducirse las expresion8g)(
en las 14) y resolver las ecuaciones gobernantes unidimeatss asi obtenidas.

Finalmente, los desplazamientos pueden obtengradiade 8) y las tensiones a partir de
(29).

Como puede apreciarse, el modelo requiere la reidolale cuatro problemas de contorno
bidimensionales 6, 26, 27 y 28) y siete ecuaciones de movimiento acopladas
unidimensionales34 y 14). Todos estos problemas se resuelven mediant&teldm de los
Elementos Finitos. El algoritmo completo se implataeen el programBlexPDE® (2016)

En este programa el problema se define a travé$adescritura de las ecuaciones
diferenciales gobernantes del problema que seiasfuide sus correspondientes condiciones
de contorno en un archivo de textos denominadoctgeer” utilizando una notacion muy
sencilla, similar a la usada comiunmente en matemakternamente, dicho programa se
encarga de obtener las correspondientes ecuaciamexionales, a través del método de
Galerkin, asi como de la correspondiente discratimadel dominio efectuando un mallado
automatico. Este mallado se densifica de acuendio lamite de error, en la solucion de las
ecuaciones nodales, elegido por el usuario, autaqubién es posible ajustar la densidad de
la malla, tanto en el dominio completo como en meiteadas zonas, mediante comandos
especiales destinados a tal fin. El programa pas#amas, varias estrategias que el usuario
puede seleccionar para la resolucion de problernakneales de contorno y/o de valores
iniciales.

Para resolver el modelo propuesto se arman seisipteses que se corren, de acuerdo a la
secuencia de calculo ya descripta, desde un art¢hatch”. En el primero se calculan y se
transfieren las coordenadas del centroide de leiGea partir de ejes generales cualesquiera
y en el segundo, utilizando ejes centroidales,aeutan las caracteristicas seccionales y el
centro de corte. En el tercer y cuarto descripteeegesuelven la ecuacion de alabeo de Saint
Venant y la de alabeo secundaria respectivamesgecgalculan las caracteristicas seccionales
que se definen a partir de ellas y los coeficiemkedas tensiones de corte. En el quinto
descriptor se calcula el problema unidimensionémiBndose los esfuerzos en las secciones
elegidas, valores que se transfieren al sexto\arcpara calcular las tensiones en dichas
secciones.

En los ejemplos presentados en la seccidon sigusmtean utilizado en todos los casos
elementos cuadraticos, adoptandose para los prablamidimensionales 200 elementos
lineales y para los bidimensionales (caracteristisaccionales y tensiones) 1214 y 596
elementos triangulares para las secciones cerraalaieyta respectivamente. En los casos
tridimensionales se usaron elementos tetraédrich®75 para la viga con seccion cajon y
7668 para la que tiene una seccién abierta asoaétri

4 EJEMPLOS

Se analizan a continuacion algunos ejemplos nuoggdon el fin de mostrar la precision
del enfoque propuesto.
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4.1 Determinacion de caracteristicas seccionales de unéga cajon sometida a carg:
transversal.

Diversos autores han considerado la seccion tresslvgue se mues en laFigura 2
(Sapountzakis y Protonotariou, 2(; Sapountzakis y Mokos, 200&enoese et i, 2009.
Entre las caracteristicas seccionales asociadafiexion debida a la carga transversal se
determinado las coordenadas del centro de cortdacter de corte definido como la raz

GA/@ (es decir el factor de correccion que debe apkcaobrea sexta de las expresior
(17) para mejorar la precisién de la ecuacion constaiut

4.5

7.6

Figura 2. Perfil transversal de la viga cajon.

En laTabla 1semuestran los valores mencionados determinados mntede present
modelo y también los célculos realizados por cateres. Como puede apreciarse, todo:
valores sormuy cercanos entre Es de interés mencionar que los valores de acued
presette modelo han sido determinados asumiendo quectaésees de dos materiales ¢
valores de médulos elasticos muy pequefios en geraginterior. De igual manera
consideran en los ejemplos 4.2 y

Modelo Sapon;ntzakﬁ Sapountzaki: thngle S8

actual Protonotarioy Y Mokos (2009)
Centro de corte Zg -0.5864 -0.5859 0.591¢ -0.5863
Factor de corte | GA/GA, 4.3216 4.3287 4.327: 4,329

Tabla 1: @mparacion de algunicaracteristicas seccionales de la viga .

4.2 Vibraciones libresde una viga cajon

Se considera una viga cajon con las mismas dimessimostradas en el ejemplo ante
(Figura ) con una longitud de60 metros y las siguientesaracteristicas del matel:
0 =2500N /nt ,E= 2,1x16' Papy= 0,3

Con el presente modelo se determinan las primarasocfrecuencias naturales de
estructura considerando condiciones de borde eaqrlibre y empotrad-articulada
(articulada significa que s®nsideran las siguientes restricciorvg = w,=@=0). A efectos
de comparacion se obtienen los mismos valores median modelo tridimensional
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elementos finitosHlexPDE®, 201k Los resultados pueden verse enfébla 2 Como se
aprecia, la comparacién es muy buena siendo lagdifias promedio del orden del 2%.

Empotrada-Libre Empotrada-Articulada
1D 3D 1D 3D
fy 1.83 1.84 7.58 7.62
f 5.25 5.33 19.14 18.75
fa 10.66 11.30 22.31 21.71
fq 11.49 11.59 23.54 22.23

Tabla 2: Frecuencias Naturales (Hz) de la vigaefghplo 4.2.

4.3 Vibraciones forzadas de una viga cajon.

Se considera a continuacion la misma viga descpp&iamente sometida a una carga
distribuida p, =658cosft ) Pa, aplicada en la mitad derecha de la cara supesiendo la

frecuencia externa igual a la mitad de la correspondiente frecuenamamental.

Se han calculado las vibraciones forzadas par&dadiciones emportrada-articulada y
empotrada-libre empleando el presente enfoque Yiémun modelo tridimensional de
elementos finitos.

En laFigura 3se aprecia la variacion longitudinal del desplaeaio transversaW() para
los puntos A y B mostrados en Fgura 2 para el caso de la condicion de empotrada-
articulada. Los calculos indican una muy buena eatancia entre ambos modelos. Lo
mismo puede decirse para la viga en condicion enagi@tibre como se muestra erfFigura
4, en la cual se considera el desplazamiento trese@) del punto B de I&igura 2

0.0E+00 : : ; . .
5 OE-05 10 20 30 40 50 Ao
-4.0E-05 \ /
-6.0E-05 \\

-8.0E-05

2E0d X——"

-1.4E-04

-1.6E-04
3D puntoB —3DpuntoA ——1DpuntoA ——1DpuntoB

Figura 3. Desplazamiento vertical en puntos A Y¥iga E-A. Ejemplo 4.3.
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0.0E+00 . . . : : .
-5.0E-04

-1.0E-03 \

-1.5E€-03 \

-2.0E-03 \
-2.5E-03

N\

-3.0E-03

——3DPuntoB —1D punto B

Figura 4. Desplazamiento vertical en el punto ByaMe-L. Ejemplo 4.3.

Para las mismas condiciones de borde, dridara 5se muestra una comparacion de las
tensiones normales correspondientes a la seccamsvirsal ubicada a 3 metros del
empotramiento. Como se observa, el presente madmigpara favorablemente con los
resultados del enfoque de elementos finitos tridsmanal.

T T T T T T T T T
-6 -3 0. 3 6 -6. 3. 0. 3. 6.

Y Y
3D Viga

B
I
54

&
&
T T
:
| FEEETT
LLLLLLby
=ittt

Figura 5. Tensioro, enx=3m, viga cajon empotrada-libre. Ejemplo 4.3.

4.4 Vibraciones libres de una viga de seccion abiertassanétrica.

Se analiza la estructura de un metro de longitya seccion transversal se muestra en la
Figura § construida con un material de las siguientes cearaticas: p = 2650N /nT ,

E =4,5x10° Pa,v =0, 25.
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zZA
A

|
40 EE1[

Figura6: Seccion transversal abierta. Ejemplos 4.4 y

Se han determinado con el presente enfoque laoquaneras frecuencias naturales [
las condiciones empotradiare y empotrad-articulada. Dichos valores se muestran e
Tabla 3 conjuntamente con resultados obtenidos mediantenadelo tridimensional d
elementos finitos. Puede apreciarse una muy buenaorancia entre ambos mode
siendo la diferencia media menor al

Empotrad-Libre Empotrad@Articulade

1D 3D 1D 3D
fy 5.14 5.14 21.93 21.9¢
f2 19.57 19.60 59.85 60.34
fa 30.01 30.12 67.84 68.0¢
fq 35.7¢ 36.00 98.85 99.0¢

Tabla 3:Frecuencias Naturales (Hz) deviga del ejemplo 4.4.

4.5 Vibraciones forzadas de una viga de seccioibierta asimétrica.

Se considera la misma viga descripta en el €lo anterior para la condiciormpotrada-
articulada, sometida a una carga distribt p, =50cosQt ) kPa aplicach sobre el ala superi

en el sentido negativo del ez. La frecuencia de excitaciom es la mitad de |
correspondiente a la frecuencia fundame

En laFigura 7se muestra una comparacion entre los desplazamiverticales de los
puntos A y B Figura § obtenidos mediante el presente modelo y con uogae
tridimensional de elementos finitos. Asimismo, atFigura 8se muestra una comparaci
similar para las tensiones normalig, en una seccion ubicada a 0.3 metros
empotramiento y en Igigura ¢ una comparacion de la distribucion de las tensidleesorte
en la linea medidel alma de la misma seccion (los valores corredipates al modelo 3D ¢
han consignado sin suavizacion en el -proceso). Como se observa la comparacion es
buena en todos los casos.
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5.0E-04

5 0E.04 0)\ 0.5 1 1.5 /2
-1.0E-03 \\ //
aseo NN //
-2.0E-03 \ /

-2.5E-03 \ /

-3.0E-03 \ /

-3.5E-03

—— 1D puntoA —1DpuntoB —3DpuntoA ——3DpuntoB

Figura 7 Desplazamiento en puntA 'y B, viga empotrada-articuladgjemplo4.5.

2 g 2 Sx
™
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i
ik
=
4 44 i
e
i
i
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2 24 o
e
3
~N N

3D Viga

Figura 8 Tensior o, enx=0.3m, viga empotrada-articuladgiemplo4.5.
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-0.06 -0.04 -0.02 (L 0.02 0.04 0.06

e 3D 2D

Figura 9. Tensiorr,, enx=0.3m. Ejemplo 4.5.

5 CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un modelo teérico para la dicéngie estructuras esbeltas que
considera de manera mejorada las propiedadesidezigeccional de una viga no homogénea
asi como las distribuciones de tensiones normaleke ycorte. Esta teoria mantiene la
estructura general de un modelo Timoshenko-Vlassvdecir no aumenta el namero de
incégnitas unidimensionales para su descripciom,l@danto pueden emplearse eficientes
modelos de elementos finitos para su soluciéndaia el propuesto e@ortinez y Piovan
(2006)

En el presente trabajo tanto el analisis secciomalo la dinamica uniaxial se han resuelto
mediante el método de elementos finitos implemealttaal algoritmo completo en el
programaFlexPDE’. Este modelo es especialmente atractivo paraiestde disefio 6ptimo
de estructuras esbeltas, tema que sera abordadmpniente.

Asimismo, una investigacion en curso es la extend® la teoria para el estudio de vigas
laminadas anisétropas.
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