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Resumen Se desarrolla una metodologia para la deterndinade las propiedades
seccionales de vigas tipo Timoshenko-Vlasov cortisees generales y presentando un
patrén de dafio arbitrario. Se basa en la formutad@un problema estético particular de una
estructura dafiada mediante un modelo tridimensiqoal se resuelve por el método de
elementos finitos. Luego, se compatibiliza la cidgoa con la de una viga tipo Timoshenko-
Vlasov y se determinan a partir de célculos eststias propiedades seccionales equivalentes
de la viga dafiada. Una vez obtenidas, el modeldimensional resultante puede emplearse
ventajosamente para el estudio dinamico y su apdioaen la identificacion de dafos.
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1 INTRODUCCION

Las estructuras ingenieriles pueden ser sufrir dadalizado en condiciones operativas
debido a situaciones imprevistas tales como sotgasaccidentales o defectos del material.
Dependiendo de la tipologia estructural, el mdtgrias condiciones de carga, pueden tener
lugar diferentes formas de dafio (fluencia locabzadallas de fatiga en estructuras metalicas,
rotura de fibras, falla de la matriz o delaminadg®nmateriales compuestos, etc.). En muchas
situaciones, tales defectos localizados constit@yemnicio de procesos mecanicos que, de no
ser detectados y reparados a tiempo, pueden coradboiiscas roturas estructurales globales
con las consecuentes pérdidas econOmicas y everetoi@ amenaza a la vida humana.

Por tal motivo, resulta de gran importancia la daten temprana de dafios estructurales
para su reparacion o para prevencion de dificudtasi@yores. De esta manera, se han
desarrollado varios métodos localizados para elitor@o de la salud estructural de diversos
sistemas (puentes, ejes rotantes, alabes de tudimp Entre estos pueden mencionarse la
simple inspeccion visual, el uso de tintas pentgria aplicacion de técnicas de ultrasonido,
etc.

Sin embargo, la aplicacién de las mencionadas roktgihs de inspeccion local puede ser
dificil en varias situaciones debido a la inacaéddd de algunas porciones de la estructura o
la imposibilidad de detener una estructura en «imgeés de operacion. Ademas, la
auscultacion localizada suele ser muy demandanteepo. Por los motivos aludidos, ha
sido de gran interés el desarrollo de métodos tkxcién de caracter mas global, es decir,
que permitan identificar el dafio sin necesidad tect@ear mediciones en su misma
localizacion, la cual es generalmente desconodimiaparticular, se ha generado un gran
interés en métodos basados en la respuesta din@idmcarogonas, 1996Ello es asi, puesto
que los dafios estructurales afectan la rigideznycansecuencia, la respuesta dinamica.
Luego, es posible correlacionar variaciones enuestp con la aparicion de ciertos tipos de
defectos.

Varias de tales técnicas hacen uso de un modeicdesilecuado de la estructura dafiada,
de manera tal de poder comparar los resultadoscasorpreviamente calibrados) de
indicadores dinamicos con valores determinadosraticion directa. Entonces, la magnitud
y ubicacion del dafio corresponden a aquellas qnémzian la diferencia entre los valores
calculados y medidos.

Este tipo de metodologias ha tenido éxito en dstrag esbeltas, en las cuales un dafio
localizado puede generar cambios apreciables eeslauesta dinamica. Tales estructuras
pueden describirse adecuadamente mediante modelmsviga (unidimensionales) con
diferente grado de refinamiento. La conveniencidatles modelos respecto a formulaciones
tridimensionales es de mucha importancia en estdgextm, puesto que la tarea de
identificacién de dafios consiste en un método sovgue involucra el célculo de la dinamica
del sistema una gran cantidad de veces con el cosisi® costo computacional.

Muchos estudios sobre vibraciones transversalesgads dafiadas se basaron en la teoria
de Bernoulli-Euler Narkis, 1994 Shen y Pierre, 199@®ydin, 2008 Rezaei et al., 20)6En
el caso de fisuras por fatiga, el dafio se descecilmdo una reduccion localizada de la rigidez
flexional y también como un resorte de giro inte&gio en la estructur&¢sales et al., 2009
En este ultimo caso, la rigidez del resorte eqeiva se ha determinado a partir de conceptos
de la mecanica de fracturfdifici, 2005.

En casos de vigas poco esbeltas, el modelo de @ésBaler pierde precision por lo cual
se ha utilizado la teoria de Timoshenko que corsigéectos de corte e inercia rotatoria
(Gomes y Flores de Almeida, 2014

También se han desarrollado modelos refinados dmsvicon fisuras de fatiga

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXIV, pags. 1347-1365 (2016) 1349

reconociendo que el efecto de flexibilidad de éstassta concentrado sino que se distribuye
en una pequefa (pero no despreciable) zona desmafeu por lo que se han propuesto
modelos continuos de fisuras por fatigghfndros et al. 1998Carneiro e Inman, 2002
Heydari et at., 2004 Para el caso de estructuras esbeltas de horndgaado se han
propuesto teorias que consideran el caracter difada fisuracionflammed y Frostig, 2004
Dominguez y Cortinez, 2015Ku y Castel, 2016 Los casos mencionados en general se
dirigen al andlisis de las vibraciones flexiona®is. embargo, existen situaciones, como la de
ejes rotantes, donde la dinamica acopla movimidigamnales y torsionales, lo que requiere
la utilizacion de modelos mas complejos para laxmgson dinamica de la viga y también
para la falla. Asi, por ejemplo en el caso de emantes dafiados por fatiga se han
desarrollado modelos de flexibilidad de fisurasablas en la mecanica de fracturBsipe et

al., 2004. Otro aspecto de gran interés en la naturaleZallds por fatiga es que debido a su
delgadez puede abrirse y cerrarse (respirar) durahtmovimiento vibratorio Kisa y
Brandon, 200D

Recientemente se ha estudiado la dindmica de \dgéadas de pared delgada, que
presenta un comportamiento mas complejo en el guacsplan flexion, torsion, alabeo
torsional y extension. Para tales estructuras seohaiderado de manera simplificada dafio
difuso Pominguez y Cortinez, 20)% también fisuras por fatigaCortinez y Dominguez,
2015 Dotti et al., 2016 Cortinez y Dotti, 2010Dei y Talukdar, 2016 No obstante, las
investigaciones sobre tales aspectos son escapasaa de la gran importancia de esta
tipologia estructural.

La metodologia propuesta p@Gortinez y Dotti (2013y Dotti et al., 2016 es adecuada
para representar la flexibilidad asociada con &isupequefias de fatiga aunque no estan
adecuadamente comprobadas para fisuras de gramroflesaLuego, es de interés el
desarrollo de un enfoque mas robusto

En tal sentido, en este trabajo se desarrolla uetadulogia para la determinacion de las
propiedades seccionales de vigas no homogéneasTiiposhenko-Vlasov generalizada
(Cortinez y Piovan, 200Zortinez et al. 20)6con secciones generales y presentando un
patron de dafio arbitrario. Este modelo de viga idens efectos acoplados de extension,
flexion, torsién, alabeo torsional y sus efectogalde e inercia asociados.

Se basa en la formulacion de un problema estaacicplar (estructura en voladizo) de
una estructura dafiada mediante un modelo tridimeakgue se resuelve por el método de
elementos finitos. Luego, se compatibiliza la cidgoa con la de una viga tipo Timoshenko-
Vlasov y se determinan a partir de célculos estatias propiedades seccionales equivalentes
de la viga dafada. Se proponen dos métodos pataaredal compatibilizacion: la
equivalencia energética y la determinacion dirdetéos coeficientes de flexibilidad.

Una vez obtenidos los coeficientes de rigidez seatide la viga dafiada equivalente, es
posible utilizar ventajosamente el modelo unidin@ma resultante para analizar la respuesta
dinamica para cualquier tipo de cargas externasjiciones de borde o ubicacion del dafio.

El enfoque tiene similitud al usado en ingeniedaiuetural de alabes de aerogeneradores,
contexto en el cual se han usado modelos tridiraeakds para situaciones simples de carga a
fin de identificar propiedades seccionales de vegasvalentes para ser aplicados en estudios
aeroelasticos no lineales complejggafng et al. 2014Hill y Weaver, 200 Sin embargo, el
enfoque aqui propuesto es mas general que éstpsey@mmbién se tiene en cuenta el alabeo
torsional y sus efectos de corte asociados.

Los autores consideran que la metodologia presemadde utilizarse ventajosamente
asociada con técnicas de identificacion de dafdivamnsas situaciones de interés practico.

En la seccion 2 se describe el modelo estructuealvida de acuerdo a la teoria
generalizada de Timoshenko-Vlasov, en la secciose3presenta el método para la
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determinacion de la rigidez estructural de la poralafiada de la viga, en la seccidon 4 se
presentan algunos ejemplos numéricos a fin derdlusobre las posibilidades del método
propuesto y en la seccion 5 se presentan las cocks del trabajo.

2 MODELO ESTRUCTURAL

Se considera la dinamica del elemento estructuoatnado en ld&igura 1 Se trata de una
viga de seccion transversal no homogénea de formbdrasia (pudiendo comprender
secciones de pared gruesa o delgada) que poseeonaadafiada de caracter general. En
particular podria tratarse de una fisura de fat@ao se muestra enfagura b.

a b
Figura 1. Elemento estructural dafiado.

Para el desarrollo tedrico se adopta un sistemdeddb referencia FHigura 2: X
corresponde al eje longitudingl,z son ejes transversales con origen en el centsticiade
la seccidn (sanay,,z son ejes transversales con origen en el centaode elastico cuyas
coordenadas respecto al primer sistema vienen qauas y z (Cortinez et al., 2006 En
este trabajo centro elastico y centro de cortdiethsorresponden a la generalizacion de los
conceptos de centroide y centro de corte parageezide varios materiales.

Figura 2. Elemento estructural analizado. Sistetheasoordenadas.
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2.1 Ecuaciones de movimiento
El modelo tedrico esta basado en la siguiente sifmadel campo de desplazamientos:

UOw(X)=E,(x)y-6,(x ) 26( x)w( y 2
vOv(x -2 %) (1)
wOwg (% 0+ (% )

donde u, es el desplazamiento axial del centro elasicos y ws son los desplazamientos
transversales del centro de corte elas8cp ¢ es la rotacion torsional. Por otra parte,es
la funcion de alabeo torsional de Saint Venant pagas no homogénea€drtinez et al.,
2019. 6, €, y 0 son rotaciones flexionales con respecyoyaaz y una funcién que mide la
intensidad de alabeo, respectivamente.

Obteniendo las deformaciones especificas a patia @xpresion anterior y las relaciones

cinematicas de elasticidad y sustituyendo éstasleprincipio de trabajos virtuales se
determinan, luego de aplicar calculo variaciored,diguientes ecuaciones de movimiento:

N, — 5 5840

o TP 8,08, -80S +0p 5= g

w

SLQ - WpS A IH P HpS, F o m,

aM - .. _— —
—2L-Q,-0pS,+ oy p1,f 00, 7= m,

0Q =

5 HlPA-908))= g, )

-2+ (WAt 505,) =

B ) y . iy
"o Tt 0S8, =6y0 S, 0,08, + pCH = b
0T+ Tw) o= o=

e Tu) o W 4,08, + WP S+ 5 Ip= m,

y las correspondientes condiciones de borde:
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N-N_ =0 o J0y=0
-M,+M,, =0 o 06,=0
-My +M,, =0 o 96,=0
Q,-Q, =0 o ow=0 (2b)
Qy-Qu=0 0o 0v=0
B-B =0 o 09=0

Tsv + Tw_ (Tva+ Twl) =0 o 540: 0

dondeNi, My, Mz, B, Q. Qz, Tsw Y Twe Son esfuerzos seccionales externos aplicados en
los extremos de la viga consideraagentras que se han definido las siguientes expresi
para los esfuerzos seccionales internos, las cagjasadas por unidad de longitud y las
propiedades inerciales respectivamente:

N:I o,dA Myzj- o, zdA Ivgz.[ o, ydA
A A A

B:j o, wdA q,zj- IyydA szj T,,dA 3
A A A

_ w ow . _ ow ow
TSV = IA(TXy(a—y - ZJ +7 XZ(E + yj] dA, TW_ _jA(T XW +7 Xza—ZJ d#

qx=fAfdi qy=IAfydA q:IA f,dA

(4)
my=fAfx2dA n2=fA § ydA m=_[A( Fz fyc
pA=| pon pG,=[ pfaa pL=[ p(Z+F) Ao i=[ p § oA
Py = pron pi,=[ pyzan 0§=[ p z0a o = p yan (5)

0S, = IprdA E=J.pr ydAﬁﬂ.pr Zd/éo_ﬁJ.Aﬁ ydéb_ysj a

En las expresiones anterioré$, My, Mz, B, Q, Q. Tsy ¥ Tw corresponden al esfuerzo
normal, momentos flectores con respectp yaa z, bi-momento, esfuerzos de corte en las
direccionesy, z, momento torsor de Saint Venant y momento torser alabeo

respectivamente. Por otra partg(x t), g,(x )y g,(x t) son fuerzas distribuidas por unidad de

longitud, m(xt) es el momento torsor externo respecto al centrocode por unidad de
longitud, y m,(x 1ty m,(xt momentos por unidad de longitud con respecto aejes

centroidales elésticoshyel bi-momento externo por unidad de longitud. Asino, pA, p_ly
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pl,, Py, plg . oC, . PS, . PSuy» PSuz » PSyy PSy las propiedades inerciales seccionales.

2.2 Rigidez seccional de la viga sana

El material considerado verifica la ley de Hooke lmocual, despreciando las tensiones y
las deformaciones transversales, se puede exglesasiguiente forma:

Oy = ng Txy = nyy T y= Gy X: (6)

Obteniendo, en consecuencia, las deformacionesciisps utilizando el campo de
desplazamientosl) y las correspondientes relaciones cinematicagtjtsyendo en®) y el
resultado en 3) se obtienen las siguientes relaciones constisitipara las fuerzas

seccionales:
N = EAL
M, =-EI6,-El f,

M,=-El 6,-El §,

(7)

donde se han definido las siguientes rigidecesswaes:
E_A:j EdA G_e,:j K GdAFp.:I Kk GdA_lglzj By dA
A A A A

E_ly:IAEzszE_lyzzjA Eysz?g:jA & dA (8)

(5] (5 Jo L g )

Las rigideces asociadas a los esfuerzos de (‘.the GA, y al momento torsionabD se
obtienen de acuerdo al procedimiento descriptole®waloresk, =k, = k, =1. Sin embargo,

es posible determinar expresiones de mayor precEda las ecuaciones constitutivay g
se corrigen tales rigideces contemplando los cieefies aludidos K, k,,k,) de manera

adecuada. La discusiéon completa asi como los ee$ogle célculo adecuados pueden
consultarse en la referend@artinez et al. (2016 Pebe observarse que los dos primekps,
k., corresponden a los bien conocidos factores de derTimoshenko.
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La teoria descripta contempla efectos de alabesiotwl, flexibilidad de corte asociada
tanto a la flexiébn como al alabeo torsional y seaeina aqui teoria de Timoshenko-Vlasov.

Utilizando las expresiones cinematicay, (a definicion de deformaciones especificas, la
ley de Hooke &) y la definicién de esfuerzos seccional®s ¢e llega a la siguiente expresion
para la tension normal:

ZEl, - yEI - 2El+ YEI,
o =NEtM Bt Yo oy 2 YEy g EY (g
EA El,El,-El, EI El ~El,, )] EG

Asimismo, sustituyendo la expresiof) (en la ecuacion diferencial de equilibrio de la
teoria de elasticidad siguiendo el procedimientpliexdo enCortinez et al. (2016ke
obtienen las siguientes expresiones de las tersideecorte (para ver las expresiones
explicitas de lagy; consultar la referencia citada):

Txy:Qwa-l_Qfﬂ zy+T#/ Wy+T§(/ S\
sz:Q)lﬂyz+Qyj zz+TW W?Tgé S\

(10)

3 RIGIDEZ ESTRUCTURAL DE LA VIGA DANADA

Se tiene en cuenta a continuacion la existencialgién tipo de dafio en una pequefia
porcion de longitud. de la viga. El efecto general del dafio en el eléemnemencionado
corresponde a un aumento de su flexibilidad, portdoto, se pretende efectuar la
modelizacion del tramo afectado considerandola con@viga con propiedades seccionales
modificadas. Obviamente, el valor de los correspontds coeficientes de rigidez depende del
tipo de dafio considerado. Si bien el enfoque necestinge a una tipologia especifica de
dafo, se asume, para fijar ideas, que se trataalésura de fatiga perpendicular a la seccion
transversal, ubicada en la mitad del elemento wigitlad | y que se desarrolla desde el borde
de la secciénKigura D).

Desde el punto de vista de la teoria de vigas &b dauede suponerse, en primera
aproximacion, como una modificacion (reduccién)cdescida de la correspondiente seccion
transversal. Consecuentemente, para el elementaddafia correspondiente ecuacion
constitutiva correspondiente a las fuerzas secldenpuede expresarse de la siguiente
manera:

F=Kd (11)
donde:

F

]
{N.M,.M,.B,Q,.Q, T, T}

(12)
d={uy,~6,,-6,.6 v,-0,,W-6 0 -0 ¢}

Para la viga sana, de acuerd@)aK se expresa de la siguiente manera:
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A 0O 0O O 0 0 0 O
o El, El, 0 0 0 0 O
o El, EIb, 0 0 0 0 O
«-{© 0 O EG 0 0 o0 0 (13)
O 0 0O 0 GA O 0 O
0O 0 O 0O O GA 0 O
O 0 0 0O 0 0 GD O
0 0 0 0 o© 0 GJ

Para el caso de la porcion dafiada, los elementtasrdatriz (simétrica) de rigideg. son
desconocidos. Si para este caso se invierte lagxpr (11) se obtiene:

d=LF, L =K/ (14)

3.1 Método 1: Equivalencia Energética

Para la determinacion de las propiedades secc®ridela viga dafiada se sigue la
siguiente idea general: la energia de deformacgbrelémento dafiado debe ser la misma ya
sea que se calcule mediante la teoria tridimenisaméa elasticidad o usando un modelo de
viga (equivalente).

Es posible utilizar la matriz de flexibiliddd del elemento de viga dafiado para expresar la
energia complementaria de deformacién de la sitpiianera:

Ecv = %Z JZ J.: I:i Fj Lij dx (15)

Se considera a continuaciéon en forma explicita exgesion simplificada del$) dada
por:

~ XZ
g =1 (N?Lyy + M2 Ly + M2Lgg+ B?Lyyt 2NM Ly s+ 2NM, Ly 2 NBL 4+

cV
2% (16)
+2M M L3+ 2M Bl,,+ 2M BlLg,+ Q2y|_55+ Qleet T2 L+ T2 L)y db

La simplificacién consiste en la omision de losrios de acoplamiento con esfuerzos de
corte por considerarlos de menor importancia, dee@o a diversos estudio€drtinez y
Dotti, 2013 Gomes y Flores de Almeida, 2016

Por otro lado, desde el punto de vista de la tewidamensional de la elasticidad, la
correspondiente expresion de la energia complemigicia deformacion viene dada por:
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— H 2, 1
E = - )2 + g |dV 17
‘ Jva( 2E V) 4Ga'la”j &

donde g; corresponde al tensor de tensiongsl coeficiente de Poissonyd a la region

dafnada.

Para determinar los coeficientes de flexibilidad se considera en primer lugar, una
estructura en voladizo conteniendo un elementodiada longitud.; en una zona alejada de
los extremos Kigura 3. Luego, es necesario igualar las expresion&s)  (17)
correspondientes a la zona dafada para difererdedos de carga. Sin embargo,
considerando el caracter isostatico de la estractescripta es conveniente aplicar
separadamente cargas en el extremo libre que geestados axiales y flexionales puros que
permitan la determinacion de los coeficientes diadgs de flexibilidad asociaddsigura 9.

= e
T -

Figura 3: Esquema estructural basico para la dataoidn de los coeficientes de flexibilidad.

: c
B > N ~ i

Figura 4: Estados de carga basicos para la det@cidmde los coeficientes de flexibilidad.

Para la materializaciéon de los estados de cargaxiomados debe aplicarse sobre la
seccién extrema de la viga considerada un estadardas dado por la expresion (9) para los
valores adoptados de los correspondientes esfuerzosgo, combinando estos estados de
carga (tomados de a 2 simultaneamente) se obtleseziementos fuera de la diagonal. Asi
quedan determinadds; coni,j=1 hasta 3. Posteriormente, se aplican fuerzade en el
extremo (en el centro de corte), lo cual generam@ademomentos flectores facilmente
obtenibles por una ecuacion de equilibrio global,gue da lugar a la obtencion de los
elementod. ss5 Yy Lege.

A partir de la aplicacion de dos estados de caegksl por un bi-momento unitario y un
momento torsor unitario respectivamente, aplicaglosel extremo, es posible obtener las
flexibilidades L44, L77 Y Lgg asociadas a la torsion y al alabeo torsional. éitbargo, la
determinacion de estas tres ultimas magnitudeseende una explicacion mas detallada que
se da mas adelante.
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Finalmente, los coeficientes de flexibilidad asdoma acoplamientos entre el bi-momento
con el esfuerzo normal y los momentos flectoreskdenen inmediatamente a partir de los
estados de carga previamente considerados y leadeputia energética.

El procedimiento explicado junto con las correspemnies fuerzas seccionales en la zona
dafada y los coeficientes de flexibilidad se maesten laTabla 1 Todos los calculos

tridimensionales se realizan mediante el métodéldmentos Finitos.

Caso | EStados| Fuerzas | ESUerzosng . giicntes de flexibilidad
de cargal aplicadas nulos
2
A 1 N =1 N=1 L, = :501
C
2
B 2 My =1 My =1 Loy = IIECZ
[
2
C 3 MZL_l Mz=1 L33= :ECS
Cc
N =1 N=1 Eao _Lin+ly
D 1+2 _ _ L,= -
M yL =1 M y =1 ' Ic 2
N, =1 N=1 _Eas_Lin*Llss
L,,=_<8_ =17 ~-33
E 1+3 M, = M, =1 13 I >
M, =1 M, =1 E L.+ L
M, =1 M, =1 le 2
X
Q, =1 2 —LI x— L)? dx
G 4 Q=1 y ) Ecss — Las . ( )
M,==(L-x) | Lss= i
C
Q, =1 2E ¢~ L IXZ( 1) d
z = 66 — 122 X= X
" > Q=1 My==(L-%) | Les= le
C
| 6 B, = Bs: Tsve: Tws | Las, L7y Lgg Ver expresiones
K 1+6 L=t N=t ion (26)
ver expresion
B = Bs: Tsve: Tus P
L 2+6 My =1 My =1 ion (27)
+ ver expresion
B =1 Bs: Tsver Twe
M, =1 M, =1
M 3+6 2t ver expresion (28
BL =1 Bs: Tsve: Tus g (28)

Tabla 1: Procedimiento para la determinacion dedagicientes de flexibilidad.

La determinacion dégs L77 Y Lgg requiere un tratamiento distinto ya que no eshpesi
determinar, mediante una ecuacién de equilibribalds, Ty Y B a partir del conocimiento
de un momento torsor unitario (o un bi-momentoaria) aplicado en el extremo.

El mismo consiste en obtener, a partir de los degphientos del modelo tridimensional,
los angulos de torsiow, la variable de alabe8 y su derivadad' en las secciones izquierda

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1358 V.H. CORTINEZ, P.N. DOMINGUEZ

y derecha del elemento dafiado. Para ello se apéisasiguientes expresiones:

J.A(W3D Y=V Z) dA

¢:
Iy+lZ
ju3Da)dA
6:—A 18
c. (18)
J‘GuSDwdA
g'= A OX
C

w

donde u, V3o Y W corresponden a los desplazamientos obtenidos medgrmodelo

tridimensional. Debe observarse que tales expresiosurgen de interpretar los
desplazamientos tridimensionales con las expresifileLuego, para las secciones izquierda
y derecha aludidas del elemento dafiado se tiene:

A =A%), B =¢x%)
6 =6(x), & =6(x) (19)

6 =60'(x), 6 =6'(%,)

Luego, es posible calcular de manera aproximada sigsientes desplazamientos
generalizados torsionales para el elemento dafiado:

w:%f”
’ xO (X, %) (20)
& +6

2

g =

A partir de estas expresiones y considerando acterrdesacoplado de,y Ty en la zona
dafada es posible expresar estas ultimas como:

TSVC = Gchl (21)
Tue = GD (-6

Asimismo, considerando que a la izquierdaxge a la derecha dg,, la estructura se
comporta como una sin dafo, valen las relacionesstitotivas {). Luego, es posible
determinar el bi-momento en las secciones izquigidierecha como:

B =EGH B =EGH (22)
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A partir de estas expresiones se puede aproxinafmebmento en el elemento dafiado en
la forma:

B=Eﬁ+BD|—_B‘(x—>$) x0(%, %) (23)

C

Luego, es posible escribir la equivalencia enecgéiara los estados de carga 6 y 7 como:

26,
I

C

Gl + GO (st ~6s) o L[ e
(24)

GJ.#4? +GD, - ¢ -6, " dr Lys " gdx:&
|
X X

C

Por otra parte, para el estado de cargg.Jy Tsvc deben cumplir la ecuacion de equilibrio
global torsional que, de acuerda?d)( puede ser expresada de la siguiente manera:

GJ.¢+GD,(¢-6)= M, =1 (25)

De estas (ltimas 3 ecuaciones es posible obtapeBD, (1/L77) y G_Jc (1/Lgg).

Luego, es posible determinar los términos de acuplato entre el esfuerzo normal y los
momentos flectores respecto al bi-momento a pdetla ecuacién de equivalencia energética,
es decir,

LI — %y 2 — (% \2
2E 6| lclyat Lag| Bidx+ GDCI (406_‘96) dxt G%J. (40{) d
X X X

|_14: % (26)
ZI Bs dx
X
% o Ry N2 %) 2
2E 56| leLopt Lay| Bidx+ GDCI (406_36) dxt G%_[ ((05) d
Loy = . — - (27)
2I B dx
X
LN — %y . 2 — %/ \2
2B 36 —| lcLazt Ly| Blgdx+ GDCJ. (406_96) dxt G%J. (%; d
Loy = . = : (28)

X
ZJ. Bg dx
X

De esta manera, la matriz de flexibilidad se haembb de manera completa. Luego,
invirtiendo ésta, se llega a la matriz de rigidekelemento dafiado. Debe observarse que para
esta estimacion deben ser resueltos siete problestascos tridimensionales.

3.2 Método 2: Determinacion directa de la matriz de flgibilidad

Una segunda metodologia es la determinacién didetibs elementos de la matriz de
flexibilidad L utilizando la expresionl@l) de manera similar al método é#ll y Weaver
(2001)aungue extendiendo la metodologia para conterbptaomento y momento torsor de
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alabeo. Para las flexibilidadasociadas a los momentos torsores de Saint \, de alabeo y
el bi-momento,se sigue un procedimiento similar al descriptoasreixpresione:18) a 25).

4 EJEMPLOS

A efectos de ilustrar la aplicabilidad deétodo propuestee considera el ejemplo simj
mostrado en l&igura 5 consistente en una viga plana de longL=1m, alturah=0,1m y
una fisura de fatiga de profundidh.=0,05 m y anch@&.=L/200, ubicada en la coordena
X

|Ihc
h

L

Figura 5: Viga fisurada por fatiga.

Si se considera carga en el plano, la estructuedgomodelarse de acuerdo a la teori
elasticidad plana (estado plano de tension) yratefamente como una viga Timosher
(caso particular del modelo propuesto)ebe observarse que en tal caso los esfu
involucrados no nulos soN, My y Q.. Los resultados numéricos o unidimensionale
obtienen mediante el método de los elementos §imitm el softwarFlexPDE®(2015)

En primer lugar, se comprueba que el método bruadieres adecuados para la estruc
no dafiada. Una comparacion entre los valores d@erigseccional obtenidos mediante
presente metodologia y el enfoque clasico de Tiemsh adoptando un factor dorte
kz=0.833 se muestra a continuac

2,10E10 0 0 2,18 10 0 0
K= 0 1,7%E 07 0 Kp= 0 1,76 07 0
0 0 6,7E0 0 0 6,66 0

donde K; y K, corresponden a las matrices de rigidez secciondéeda tecia de

Timoshenko y la determinada mediante el presenteqgea respectivamente. Pue
apreciarse que los valores son practicamente cent@s. Ademas, debe notarse que el f
de corte queda automaticamente obtenido con etmieprocedimient

Para obtener el elemento de viga dafiado equivadsmecesario optar su longitudc de
manera tal de asegurar que fuera del mismo el odamp@nto mecanico no se v
mayormente afectado por el dafio, es decir su cdarmp@nto estructural puede determine
con la teoria de vigas sanas. Para el caso dedisler faga de desarrollo aproximadame
perpendicular al eje de la viga se tiene como d&rdé longitud la altura de la vih. Luego,
se espera que el orden de magnitud de la infludoaigitudinal de tal tipo de dafio s
justamente la altura de la viga. este trabajo,ste es el valor que se asigna explicitamen
elemento dafiad®ara comprobar q, fuera de los limites de esta longi, la fisura no tiene
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efecto se han efectuado comparaciones de lasbdistvnes de tensiones y desplazamientos
dentro y fuera de tal elemento. Estas, han denuustyae fuera de esta longitud se recupera el
comportamiento normal de una viga sana. A manergjaiaplo, en l&igura 6se muestran
las distribuciones de tensiones normales a lo ldeyda altura en una ubicacion interna al
elemento (en azul) y en otra externa (en rojo).

-_— / 1.

Tension normal (Pa)
=}

Coordenaday
—XcC- Ic =——Xxc-Ic/4

Figura 6: Distribucién de tensiones normales fyedantro del elemento dafiado.

A continuacion, se realiza la identificacion derigidez seccional de la viga dafiada de
acuerdo al procedimiento propuesto (método 1) Matares obtenidos son los siguientes:

1,2E10 -2,5E 8 0
=|-2,52&8 9,0k 6 0
0 0 5,4FE 9

K

C

Con estas rigideces para el elemento dafiado selaraltas frecuencias naturales de
vibracion de vigas con una fisura de profundidé&iuiicada en el centro de la longitud para
tres condiciones de vinculacion diferentes. Losultados se comparan con aquellos
determinados mediante un modelo bidimensional. dasres numéricos se muestran en la
Tabla 2 También se consignan en la misma los valoresrdetados mediante un modelo de
viga dafiada cuyas propiedades seccionales han ofittmidas mediante el Método 2
considerando también los términos fuera de la dialgd! error medio es ligeramente mayor
al 1%.

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1362

V.H. CORTINEZ, P.N. DOMINGUEZ

Empotrada-Libre 2D Método [IMétodo 2

f; 76,00 76,24| 75,87

f 388,28/ 398,23| 393,90

f3 1175,37| 1178,44| 1175,92

fa 1292,98| 1330,17| 1320.61
Empotrada-Articulada

f; 297,98/ 300,25| 297,99

f 1031,00] 1048,67| 1042,37

f3 1178,38| 1183,41| 1178,80

fy 1859,00| 1948,46/ 1940,51
Empotrada-Empotrada

f; 437,46| 439,93 438,19

f 1266,46| 1274,71| 1266,46

f3 2019,34| 2128,78 2120,31

f, 2572,10| 2553,25 2552,71

Tabla 2: Frecuencias naturales de vigas dafiadgs (Hz

Se analizan ahora, las vibraciones forzadas des Vigaradas de longitud_=1m, altura
h=0,1m para las condiciones de borde Empotrada-Eagely Empotrada-Libre sujetas a una

carga distribuidaq, =1e6cost ),

donde w es mitad de la correspondiente frecuencia

fundamental, considerando diferentes posiciondsde de profundidatl.=0,05m.

En el modelo unidimensional,
el segmento de viga equivalente

la influencia del edeho de la fisura se considera mediante
previamente olaenid

En la Figura 7se muestran los desplazamientos verticales enitéad rde la estructura
empotrada-empotrada para diferentes posiciones fisura ;) determinados mediante el
modelo de viga dafiada y el modelo bidimensional.

2D

Desplazamiento vertical

XC

Viga

Desplazamiento vertical

X0

Figura 7: Desplazamientos verticales en L/2 pdexetites posiciones de la fisura. Viga E-E.
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En la Figura 8 se muestran resultados similares para el despleasmvertical en el
extremo libre de la estructura en voladizo.

Como es posible observar, en ambas figuras lodtades determinados mediante el
modelo unidimensional son practicamente coincidente

2D Viga

desplazamiento vertical
desplaramiento vertical

ME e

Figura 8: Desplazamientos verticales en el extriine de la viga en voladizo para diferentes posiesx; de
la fisura.

5 CONCLUSIONES

Se ha presentado un modelo computacional paratéantieacion de las propiedades de
rigidez seccional de una viga dafiada modelada medla teoria de Timoshenko-Vlasov
generalizada. El modelo es aplicable a cualquigo tle dafio, en particular se lo ha
ejemplificado como una figura de fatiga. El enfogaébasa en la determinacion de problemas
estaticos tridimensionales para algunos casos esmpbku compatibilizacion en el elemento
afectado a la teoria de vigas mencionada. Pardilmacion en la identificacion de dafio el
calculo de las propiedades de rigidez de la seatabrada debe ser realizado para varios de
los parametros asociados. En particular, en el deda fisura considerada, los calculos deben
desarrollarse para distintas profundidades lo que permite posteriormente, utilizando
férmulas de interpolacion, conocer las rigidecedustion de la profundidad de la fisura.
Una vez realizados tales calculos, es posiblezatilel modelo de viga dafiada establecido
para estudiar la dinAmica de la estructura corubigacion y una profundidad arbitrarias.

Debe observarse que el método requiere solamentealetlo de siete problemas
tridimensionales estéaticos para cada eleccion damdros de dafo, independientemente de
su posicion. Este es un procedimiento de bajo costeputacional. No obstante, se podria
realizar de una manera mas eficiente aun, efectulasdcélculos tridimensionales solamente
para el elemento dafiado, lo que podria ser deladilsi la metodologia de caracterizacion
seccional se desea formular conjuntamente condatifitacion de dafio en el problema
inverso.

Se ha ilustrado la aplicabilidad de esta metodalagi un problema simple que puede
modelarse mediante la teoria de elasticidad pl8raesta llevando a cabo la investigacion
considerando casos mas complejos y diferentes di@akafio.
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