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Resurmen. En este trabajo se desarrollan y comparan modelos de comportamiento dindmico
transversal de vigas pre-torsionadas con dependencia arbitraria del angulo qaeebtiensor de
segundos momentos baricéntricos de &area de la seccién transversal a lo largo de ladaoordena
longitudinal de la viga. Se aplica el principio de Hamilton en modelos de EigasBernoulli para
obtener las ecuaciones de movimiento de los campos de desplazamientos transversadgmaddess
elementos en condiciones de pequefias curvaturas y rotaciones. Se calculan las freah@adéssy
modos de vibracion del modelo mediante técnicas de separacion de variable e dntedgalcs
ecuaciones diferenciales de las formas modales en espacio de estado. Ademasol&e wesadlisis
comparativo de modos de vibracién y frecuencias naturales obtenidos a partidekl continuo con

los estimados mediante modelos discretos basados en elementos finitos. Como ghatte dite
trabajoseincluyen ejemplos numéricos haciendo uso del cédigo desarrollado paraorngdistmtas
dependencias del angutte pre-torsion y con distintas propiedades geométricas. Las estimaciones
obtenidas se comparan con resultados publicados en trabajos de otros autores.
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1 INTRODUCCION

Las vigas pre-torsionadas con secciones transversales de las mas variadas formas, se
observan en muchas aplicaciones de ingenieria, tales como en los alabes de turbina y
compresor, palas de la hélice, rotor de helicopteros, de turbinas edlicas, entre otras. Es por eso
de gran importancia para muchos investigadores, quienes han propuesto un variado nimero de
métodos para su estudio. Entre los trabajos mas destacados se presenuseh d@991)
quien presento las investigaciones realizadas durante los ultimos cincuenta afios respecto al
andlisis estético, dinamico y de estabilidad en vigas pre-torsionddast al. (2001)han
estudiado las vibraciones flexurales acopladas de una viga de Timoshenko pre-torsionada no
uniforme con condiciones de frontera del tipo elastidaawson (1968)estudid las
vibraciones de palas pre-torsionadas mediante el método de RayleightARitte (1995)
estudié las vibraciones de modelos de vigas ahusadas pre-torsionadas usando el método de
Rayleight-Ritz. Gupta y Rao (1978aplicaron el método de los elementos finitos para el
estudio de la variacion de las frecuencias naturales de modelos de vigas de Timoshenko pre-
torsionadas y con doble ahusamiemteu (2009)aplicé el métod&Collocation Spling para
estudiar la variacion de las frecuencias naturales de vigas pre-torsioviadéimmoglu y
Yildirim (2004) estudiaron modelos de elementos finitos para el analisis de vibraciones de
torsion y flexion acopladas para una viga de Timoshenko pre-torsionada con una seccion
transversal aerodinamica varianBanerjee (2001jealiz6 estudios de vigas Euler-Bernoulli
pre-torsionadas en vibraciones libres aplicando el método de la rigidez dindmica.

En este trabajo se analiza el caso de una viga pre-torsionada de seccidén rectangular en
vibracion libre. En un primer paso se aplica la teoria de vigas de Euler-Bernoulli y el
Principio de Hamilton para su analisis como un sistema dinamico continuo. Se utiliza una
técnica que consiste en la descomposicion de las curvaturas, que permite formular las
ecuaciones de movimiento acopladas de los campos de desplazamiento. Mediante la técnica
de separacion de variables, la formulacion de la ecuacion diferencial de los modos de
vibracion y técnicas numeéricas de integracion del problema con valores de frontera se
obtienen las frecuencias naturales para diferentes casos considerados. Como segundo paso, se
realiza un andlisis de elementos finitos mediante la discretizacion del dominio y el ensamble
de las matrices de masa Yy rigidez elementales, para posteriormente resolver el problema de
valores propios a nivel modelo estructural para estimar las frecuencias naturales. Finalmente
se comparan los valores estimados con los obtenido8awrjee (2001)para diferentes
casos.

2 ECUACION DE MOVIMIENTO Y CONDICIONES DE FRONTERA

El modelo analizado es una viga Euler-Bernoulli pre-torsionada como se muestra en la
Figura 1 La obtencion de ecuaciones de movimiento a partir del principio de Hamilton
involucra el calculo de las variaciones de la energia cinética y de la energia potencial y la
posterior integracion por partes de los términos de derivadas parciales de las variaciones de
los campos de desplazamiento involucrados.

La hipotesis de Bernoulli de secciones planas y ortogonales a la elastica permite describir
la configuracion en flexion de la viga con dos campos de desplazamignfo) y u, (z,t),
en dos direcciones ortogonales.
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Figura 1 (a) Geometria de viga pre-torsionada. (b) Representacion grafica de asestsistemas de
coordenadas globales y locales.
El principio de Hamilton generalizadd) expresa que la variacion de la diferencia de

energia cinéticdT) y potencial(U) mas el trabajo de las fuerzas no conservaii#gs), es
nula.

ty ty
S| (T-U)dt+ | W, dt=0 (1)

t1 t1

Dondeé es el operador variacional y se cumple que las variaciones en el tiempatjnicial
y el final t, del intervalo considerado son nulas para los campos de desplazamiento, es decir:
Ou,(z,t1) = du,(z,ty) = 0y duy,(z,t1) = duy(z,t;) = 0.

Si el sistema no muestra trabajo no conservativo, el principio se reduce a:

ty ty
sTdt— | sUdt=0 )

t1 t1

2.1 Energia Potencial del sistema y su variacion
La energia potencial de una viga sometida a flexion esta dada por

1

v=3 [ B iy ar = [ F ) (@ )k} e @

dondeE es elmddulo de elasticidad] la matriz de segundos momentos de area de la
seccion en direcciones principal@g,} es el vector de curvaturas en direcciones principales
L la longitud de la viga.
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Considerando deformaciones flexurales de pequefia magnitud, podemos tomar a las
curvaturas en el sistema de coordenadas lp&ak,,é;} como una composicion de las
curvaturas en el sistema de coordenadas g{ébh#l Z}. Es decir que:

&) =)= [0, Snol}- ) = llik) @

()

2 2
" _ 0w, _ 0%,
xx 522 0 vy T g,

dondef(z) y {k. ,k,,} representan la orientacion de los ejes prinegpde inercia y las
curvaturas en el sistema de coordenadas glob|é5Z} respectivamente, de la seccidén de
la viga y{K; , K, } representan las curvaturas en el sistema de coordenadas{léc#e;}.

A continuacién se desarrolla la formulacién de la ecuacion de movimiento para el caso mas
general de una viga pre-torsionada no uniforme con matriz de segundos momentod de area
de la seccion transversal en las direcciones princigategaA variables a lo largo de la
longitud de la viga. El médulo de elasticidad la densidag se considerara constantes.

La energia potencial se expresa

L(* (ko) [ cosO  sind]" cos®  sinB](Kx
2 6
’ 2 fo ¢ {kyy} —sin@ cos 9] (2] [— sinf cos 9] {kyy} dz (6)

A continuacién, considerando el término potencial de la ecuacion (2), la variacion sera

t2 t2

ty t2
31 31

t1 t1

Desarrollando cada uno de los términos de la ecud@iply teniendo en cuenta las
ecuaciones anteriore®) y (6), se llega a las expresiones del segundo término de la ecuacion
de Hamilton(2), para los cuales se han enumerado cada uno de sus términos de manera
proceder a su analisis ordenado.

Los términos respecto a la direccion principal 1 son:
1) @)

*sUs dt = Bl ftz fLIazu" 5274 cos2 o + 29 (6279 sin2cov1
, e TR Olazz 572 | c0s* (O + 57| 8575 | sin*(9)];

(8)

2 9272 072
€D “4)

1/ 0%u,\0%u, 10%u, (_0%u,\ |
+§ é 572 ) 372 sin(20) I; + é SlTL(Z@)IleZ dt

Los términos respecto a la direccion principal 2 son:
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[ ) ©)

t2 | rllg2y, [ 02w\ , 0%u, [ 0%u, ,
ft oU, dt =Ef fo iazz (5 372 >sm @I+ Fy <6F> cos?*(0)I,

1 t1

(9)
)

1/ 0%u,\ 0%y, 10%u, [ _0%u,\ | ]
-3 1) Y sin(20) I, — 1) sm(20)12|dz} dt

0z2% | 0z2 2 922 0z2
7)) ©)

Aplicando integracion por partes en los términos de las ecuadiBpgs(9) logramos
eliminar la variacion de la derivada segunda de los campos de desplazamiegtos,,
convirtiendo a estos términos en variaciones de los campos de desplazamignéa.,, .

2.2 Energia Cinética (T) del sistema y su variacion

La energia cinética de una viga sometida a movimientos transversales, despreciando la
energia rotacional, esta dada por

ou,

au auy ot
T__f {at at} ou, dz (10)

dat

dondem = pA(z) es la masa por unidad de longitud.

Desarrollando la ecuacigiiO) llegamos a las expresiones deehergia cinética para los
dos campos de desplazamiento.

T, = % jo oA (%)2 dz (11)
2

L
T, = %Jo pA(z) (%) dz (12)

Realizando un andlisis analogo al de la energia potencial, la variacion de la energia cinética
sera

) ) ) %]
6Tdt=| 8§(Ty+T,)dt = 6T dt+ | 6T, dt (13)

t1 t1 t1 t1

Desarrollando la expresigi3), llegamos al primer término de la ecuacion de Hamilton

(2).
t2
f O6T; dt = —f f <pA(z) >5u dzdt
1 ttz aZ
— ad pA> Su, dzdt
[0 (5
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2

[%) ty L a uy
ft ST, dt = — f f (pA(Z) — >6uydzdt
(15)

1
f f <6t2 pA)é'u dzdt

Al realizar la integracién por partes de la variacion de la energia cinética y considerando
nulas las variaciones para los tiempos inicial y final, aparecen las derivadas segundas respeto
al tiempo de las componentes de los campos de desplazamiento.

Agrupando los términos de la expresion de Hamilton respecfa,dg 5u,,, y teniendo en
cuenta quesas variaciones son arbitrarias, hacemos cumplir la condicién de la ec{Zgcion

[%) %) L L 7 . L
f §(T — U)dt =f {f (...)Guxdz+j (..)8uydz + “TTUIOS | } dt=0  (16)
" o o 0 restantes|

donde los términos restantes son las condiciones de borde geométricas y naturales del sistema
respecto a la direccion 1 son:

L

0%u, ou
2 x\| —
El ¥ cos“(0)1; 6 <62)L_0

L

d3u, 5 9%u, _ T
+=3 I; cos?(6) — o (I, sin(20) 0" — Licos?(9)) |du,| =0
0

E

L
=0
0

aux)

E[ 0w, (29)5(
1Sln 9z

2 0z2

L

E |{d%u 0%u, A ,
>\ 37 Y |, sin(260) + 372 (2cos(260) 16 +sin(20) 1) |6u, | =0
0 17)

0%u, ou,\1"
— in2 —y =
EI 37 I;sin“(0) 6( P )L 0
L

a3uy . 2 azux . ’ . 2 !
E s I;sin*(0) + 372 (sin(20) L +sin“(0) 1)) |6u,[ =0
0
E E)Zuxl " 20) § du, L—O
2| 0z2 1 5in(26) 0z /|, B
L

E[(0%*u, 0%u, C /
5> \ 572 I, sin(26) + 37 (2c0s(20) 1,6 + sin(20) 1) | 6u, 0 =0

Con respecto a la direccion 2 son:
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0%u oul"
_ X ) X _
E[ 32 I,sin“(0) 6(62 )L 0
L

63u'x . 2 azux . ! . 2 ’
E 373 I,sin“(0) + 372 (sin(26)0 I, + sin“(0) I,) | du,| =0

0
E Bzul (29)6(6ux)L_0
7| o2 s oz /|, ~

L

£ a3uy1 in(26) oy 2c0s(20) 0'I, — sin(20) I) | u,| =0
> Py 2 Sin 622( cos 2 — sin 2) uxo—

E az Y] Zeaau =0
T ,c0s(0) P 0—

0%u, , azu , , B
E s —2 Lcos?(0) — (sm(29)9 I, — cos*(0)1) | 6u,

(18)

L

Eazl 20) 5(22)| = o
7|7 f25in(26) 8|, .

E[/ a3 a%u, :
5 I( Fra =1, sin(260) + 2 ( 2c0s(20)0'I, — sin(20) 12)> Su,,

=0
0

Finalmente obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas en asbracion
libres para una viga pre-torsionada no-uniforme.

0*u, d3u, 0%u, 0*u, 0%u, 0%u,
Uxgga TG T Oy T Gy Gan Gy Ty Gt
0%u,
e 0 19)
0*u, 63uy 0%u, d*u, d3u, 0%u,
ﬁ4y 0z 4 ﬁ?)y 023 + IBZy? B4x 074 ﬁ3x 023 :BZx 0272
0%u,
+pA 32 =0

Los coeficientes {a4x: A3y, A2y, Agy, A3y, A2y, .343/' .333/' ﬁZyr .84x' .B3x' .BZx} son
dependientes del angulo de pre-torsion, de los segundos momentos de area y sus derivadas
respectivamente, para el caso de una viga no-uniforme. Se puede observar que las expresiones
de los mismos se simplificaran al tomar el caso de una viga uniforme con variacion lineal del
angulo de pre-torsion.

A continuacion se muestran os coeficientes en su expresion general:
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s, = (sin®(0) I, + cos?(0) I,)E

as, = [sin(20) 8 (=1, + I,) + cos?(0)I; — sin®(0) I,]2E

ay, = [(=1 + ) (2 cos(26) (8)? + sin(20)0") + 2s5in(20) 6’ (=1, + I,)
+cos?(0)I, +sin*(0) 1, |E

ag, = (1 — 1) sin(29)§ (20)

asy = [(I; — ;)2 cos(20) 0" —sin(20) (=1, + I,)]E

ay, = [(—4 sin(20)(0)% + 2 cos(20) 0" )1, — I,) + 4 cos(20) 6 (I; — I,)
+sin(20) (I, — 15)]%

Bay = (sin®*(0) I + cos*(0) I,)E

B3y = [sin(26) 0'(I; — I,) + sin?(8) I, + cos?(0) I,]2E

Bay = [ — 1)(2 cos(26) (8')? + sin(26) 8" ) + 2 sin(20) 8 (I, — I)
+sin?(0) I, + cos?(0) 1, |E

E
Pax = (4 — I3) Sin(ZH)E (21)

Bay = [(I; — )2 cos(20) 8" + sin(20) (=1, + L,)]E
Bayx = [(—45in(20)(8)% + 2 cos(20) 8" ), — I,) + 4 cos(20) 6’ (I — 1)
. .. E
—sin(20) (h — L)l

Considerando una viga uniforme y cén= cte los coeficientesx y B se reducen a
expresiones mas simples en doge I; =1, = I, = 0. Si se plantean las ecuaciones en
un sistema de ejes locales, tomando una viga uniforme y la variacion del angulo de pres-
torsién constanted( = cte), se verifican las expresiones de las ecuaciones de movimiento
propuestas pdBanerjee (2001)

De las ecuacionegl7) y (18) se obtienen las siguientes condiciones de borde para el caso
de una viga empotrada-libre:

u,(0,t) =0 22)
u, (0,t) =0
aaux (0,t) =0

’ (23)

auy(Ot)—O
oz -7
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0%u,
EL 572 =0
z=L

92, (24)
Y _
lElZ aZZl =0
z=L
] iy 0%u, — 0o
dz| * az2 L B
- (25)

] i 0%u, _ 0
S 9z| % 0z2 a
z=L
3 ANALISIS MODAL

La ecuacion de movimiento, las condiciones de frontera y las condiciones iniciales forman
lo que se conoce como problema de valores de frontera el cual puede ser resuelto usando el
méodo de separacion de variables. Expresande, t) y u, (z,t)

uc(z,t) = @ (2)n(t)

(26)
uy(z,6) = ¢, (2)n(t)
y reemplazando estas soluciones en la ecuacion de movimiento, obtenemos
A4x goalcv (Z) + azy q)alc” (Z) + oy (p),c, (Z) + A4y go)i/v (Z) + azy QD)I;” (Z) + a2y §0; (Z) - (27)
—pA ¢, (2) w* =0
Bry 03 (2) + Bay ¢y (2) + Bay 9y (2) + Bax 9 (2) + Bax 9 (2) + Pox 9 (2) = 28

—pA ¢,(2) w?=0

Expresamos ahora el sistema ecuacig¢@ésy (28) en formato de espacio de estado para
luego buscar una solucibn numérica al problema con condiciones de frontera. ®ara ell
definimos un vector de estad(z), quecontiene las funcioneg,, ¢, y las correspondientes
derivadas hasta el orden tres. Las dos ecuaciones diferer{@id)es (28) se expresan en
formulacién de espacio de estado como

v =A@y (29)

Una vez que tenemos la ecuacién en formato de espacio de estado y al ser [d (agtriz
dependiente de la coordenazlapodemos buscar las formas modales mediante integracién
numérica (utilizando los métodos de Runge-Kutta) para el problema de condiciones de
frontera.

Teniendo en cuenta que se deben cumplir las condiciones de frontera, evaluamos el vector
de espacio de estado para 0.
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_ 0 - -0
D 0
¢ 0) | 1cy
x (0 C
5 =| 252 | (30
0 0
@, (0) C3
Loy (0)] LG4

En la ecuacion(30) observamos que tenemos un problema de condiciones de frontera
donde no conocemos los valores de los coeficieGies,, C; y C4, ni el valor de la
frecuencia naturab del modo analizado.

Como la ecuacion diferencial es lineal, podemos expresar al vector de estado como una
combinacion lineal de los parametr6g, C,, C; y C, y sus correspondientes soluciones
asociadas para condiciones nulas en los demas coeficientes

v, (0) =01 Gy + v G+ 03 C3 + 04, G, (31)

A continuacion, integramos numéricamente por separado el problema con cada una de las
condicionesy;, v,, v3 Y 14, de la cual obtendremos un conjunto de condiciones de salidas a

las cual llamaremos soluciones bas€z), v, (2),y3(2) Y y4(2), respectivamente.

Entonces el vector de estado discretizando la variabfelos puntos de muestreo de
constante quedaria expresado de la siguiente forma

vy (2) = [y1(D]C1 + [y2(2)]C; + [y3(2)]Cs + [v4(2)]C, (32)
1(2)] =
yln,g )/1”,4 Y1n’7 yln'g_
[y2(2)] =
)/Zn,3 y2n'4 yZn,7 YZn,8
] (33)
[ys(2)] =
Y3n,3 V3n'4_ y3n,7 )/ang_
[v4(2)] =
Vapz Vapy 0 Vapg Vapg]

donde Iosyki]. son los elementos de las solucion basg = 1,2,3,4) de la filai (i =
1,...,n) ycolumng (j = 1,2,...,8).

Como en el otro extremo de la vi§ga= L) se deben cumplir las condiciones de frontera
naturales. Del vector de estagp(L) podemos expresar la condicion de frontera tomando los
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altimos elementosygnj) de las columnas correspondientes al de corte y momesta,4,7
y 8) de la solucion base:

Y1y Y23 Y33 V43 0
Y1, Y23 Y3n4 V4n4 0

C; + C, + C C, = 34
v |G |y20s| 2 F |y30, | B F +=1o (34)
y1n8 y2n3 y3n8 y4n8 0

Esta expresion permite definir el problema de valores propios para el célculo de
frecuencias naturales del modelo:

C1 0
[B. ()] g;‘ = M (35)
0

Vemos que las columnas de la malBg] son los elementos de la ultima fila de la solucion
base. A esta matriz la denominamos matriz de condiciones de frontera.

Para que este sistema de ecuaciones tenga solucion distinta de la trivial, estaebeatriz d
ser singular. Es por eso que la existencia de una solucion para una forma de vibracion natural
requiere que

det[B,(w)] = 0 (36)

Esta ecuacion posee infinitas raices, y puede ser resuelta de manera numérica para un
ndmero deseado de frecuencias naturales.

4 DISCRETIZACION DEL MODELO CONTINUO Y METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS (MEF)

4.1 Método de los Elementos Finitos

El MEF se basa en la aproximacion del sistema continuo mediante la representacion de un
namero finito de elementos discretos en los cuales los campos de desplazamientos se
aproximan mediante funciones de interpolacién (o de forma) suaves.

A continuacion desarrollamos un elemento finito de viga utilizando los polinomios cubicos
estandar de vigas de Bernoulli para los desplazamientos en las direecepese obtienen
las matrices de masa y rigidez del elemento para las definiciones de energia cinética y
potencial definidas en las secciones anteriores, y se ensamblan matrices de masa y rigidez del
modelo estructural discreto teniendo en cuenta la continuidad geométrica (compatibilidad) y
las condiciones de borde naturales (equilibrio de fuerzas y momentos) de la estructura para
distintas discretizaciones o mallados del dominio estructural.

La figura a continuacion(Figura 2) muestra la definicion de los desplazamientos y
rotaciones nodales utilizadas en la interpolacién del elemento finito desarrollado. El elemento
finito utiliza para representar los desplazamientos transversales, ocho grados de libertad,
denominados; (t),i = 1,2,..,8.
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Elementos

Figura 2 Diagrama esquematico de una viga pre-torsionada aproximada medianteeno finito de elementos
de viga.

4.2 Matrices Elementales

La ecuacion de movimient@l9) y las condiciones de frontera naturales pueden ser
cumplimentadas mediante la adopcion de funciones de forma clbjcas 1,2, ...,4 para
los elementos de viga deHRgyura 2

Uy, (z,t) = N1(2) uy + No(2) uy + N3(2) us + Nu(2) ue (37)
uy (z,t) = Ni(2) uz + No(2) ugy + N3(2) uy + Ny(2) ug (38)
Donde

Ny(z) =1-3(z/L)? + 2(z/L)3
Ny(2) = z—22z%/L + z3/1?

(39)
N3(z) = 3(z/L)* — 2(z/L)?
Ny(z) = —z?/L + 23 /17
Definiendo la matriZV como
(N N, O O N3 N, O O
N‘{o O N, N, 0 0 N, N4} (40)

y reemplazando la matriz de funciones de for@#@) en las ecuaciones de la energia
potencial(6) y cinética(10), podemos obtener las matrices de rigidez y de masa elementales
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(de dimensioén ocho por ocho). Estas son calculadas mediante integracion numérica a partir de
Sus expresiones:

L
K, = f (N'Y[ELI{N} dz (41)
0

L
M, = f m{N} {N} dz (42)
0

Donde

El, cos®* 0 + El, sin?8 (El, — EI,)sin 8 cos 6

Ely| =
[ET] (El{ — El) sin@cos® El, sin?6 + EI, cos* 6

(43)

5 ALCANCE DE LA TEORIA

Vale la pena destacar las hipétesis asumidas para la modelaciéon. En primer lugar, la viga
propuesta utiliza el modelo de Euler-Bernoulli, por lo cual no se consideran las deformaciones
por corte ni la inercia rotacional de las secciones de la viga, y las dimensiones de la seccion
transversal se asumen pequefias en comparacion a la longitud de la viga (vigas esbeltas).

El desarrollo de las ecuaciones de movimiento se realiza para el caso de una viga cuya
matriz de segundos momentos de afede la seccidon transversal en las direcciones
principalesy el &reaA son variables a lo largo de la longitud de la \(iga

La variacion del angul@ a lo largo de la viga es arbitraria con la limitacion de ser
diferenciable. A continuacion se aigna variacion del angulo de pre-torsién del tipo lineal
para realizar desarrollar ejemplos numéricos comparables con resultados disponibles en la
bibliografia y se asume que se presenta Unicamente acoplamiento entre los desplazamientos
flexurales y no existen acoplamientos con deformaciones extensionales y/o torsionales.
Ademas, las secciones transversales de la viga no se alabean por hipétesis de viga Euler-
Bernoulli. Esta hip6tesis es valida y arroja buenos resultados cuando las vigas pre-torsionadas
en estudio poseen secciones transversales con doble simetria. No asi para vigas mas
complejas tales como palas de aerogeneradores o alabes de turbinas, en las cuales el efecto del
acoplamiento de las deformaciones flexurales, torsionales y extensionales es importante.

6 RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccion se comparan los resultados obteniddaperjee (2001y Rosen et al.
(1987) quieresestiman las frecuencias naturales de una viga uniforme empotrada-libre con
angulo de pe-torsion en el empotramiento nulo y en el otro extréne 2t /9 [rad]. Las
propiedades estructurales y valores geométricos asumidos son los siguienids:=(i)
2869.7 [Nm?], (i) EI, = 57393.0 [Nm?], (i) m = 34.47 [kg/m] y (iv) L = 3.048 [m].

Las primeras cinco frecuencias naturales de la viga se presentaandal Aqui se
plantea el analisis del sistema dindmico continuo y discreto, donde en esta ultima se considera
al sistema discretizado en una malla de 20 elementos.

Se puede observar que las estimaciones obtenidas en este trabajo son similares a las
obtenidas poBanerjee (2001y Rosen et al. (1987).
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Frecuencias natural¢sad/s]
0 =2n/9[rad]

Numero

de frecuencig
Sist. Continug MEF | Banerjee (2001| Rosen et al. (1987
1 3.472 3.4719 3.47173 3.47257
2 13.341 13.3415 13.3465 13.2740
3 25.166 25.1672 25.1707 25.2700
4 56.396 56.3698 56.3716 56.3009
5 102.973 | 103.2647 103.263 103.200

Tabla 1 Frecuencias naturales de una viga pre-torsionada empotrada-libre

A continuacion, se propone determinar los la influencia de la pre-torsion sobre las
frecuencias naturales de la viga en estudio. Para ello se calculan las primeras cinco
frecuencias naturales para diferentes valores de angulo de pre-tbdgbrmextremo libre de
la viga manteniendo constantes los demas paramEeindas Tablas2, 3 y 4 se presentan los
resultados para valores @e= /6, /12 y 0 [rad] , respectivamente.

Frecuencias natural¢sad/s]

Numero
_ 0 =n/6rad]
de frecuencig _ _
Sist. Continug MEF | Banerjee (2001
3.464 3.4637 3.464

14.058 14.0579 14.06
23.837 23.8381 23.84
58.019 58.0154 58.01
5 100.681 100.759 100.8

Tabla 2 Frecuencias naturales de una viga pre-torsionada empotrada-libré pang/ 6 [rad]

AW IN ([

Frecuencias natural¢sad/s]
0 =n/12[rad]

Sist. Continug MEF | Banerjee (2001
3.456 3.4558 3.456
15.013 15.0128 15.01
22.276 22.2765 22.27
59.886 59.8882 59.89

5 97.828 97.8597 97.86

Tabla 3 Frecuencias naturales de una viga pre-torsionada empotrada-libré pang 12 [rad]

NUamero

de frecuencig

AW N |
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Frecuencias natural¢sad/s]

Numero
. 0 = 0[rad]
de frecuencig _ .
Sist. Continug MEF | Banerjee (2001
3.453 3.4532 3.453

15.443 15.4429 15.44
21.64 21.6407 21.64
60.585 60.5955 69.59
5 96.778 96.7794 96.78
Tabla 4 Frecuencias naturales de una viga pre-torsionada empotrada-libré paddrad)]

El método de andlisis empleado nos permite converger hacia la solucion del modelo de una
viga Euler-Bernoulli sin angulo de torsién, obteniendo frecuencias naturales de un sistema
con vibraciones flexurales desacopladas en cada direccion principal de inercia.

Los siguientes gréaficogVer Figura 3y Figura 4) muestran las frecuencias naturales
calculadas con diferentes angulos de pre-torsién por método de viga continua y MEF.

120 ! ! T T T T

10[&

AW IN [

[ux)
o

Y
o

\Frecuencias Naturales (w[rad/seq]
o
2

]
=2

8 [rad]

Figura 3 Frecuencias naturales calculadas por el método de sistenmaugquaia una viga empotrada-libre con
diferentes angulos de pre-torsion.

120 T T T T T T

R —
N

=]
P=

[ux)
o

=
)

\Frecuencias Naturales (w)[rad/seq]
[a3]
=

)
==

8 [rad]

Figura 4 Frecuencias naturales calculadas por MEF de una viga empotrada-libre cotedifengulos de pre-
torsion.

A partir de lasFiguras 3y 4 se puede observar el crecimiento de la primera y tercera
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frecuencia natural cuando el angulo de pre-torsidon total aumenta. Sucede lo contrario con
respecto a la segunda y cuarta frecuencia natural, las cuales disminuyen. Con relacién a la
quinta frecuencia natural, ésta aumenta hasta tomar un valor maximo para un angulo de pre-
torsion total de 75° y luego disminuye.

7 CONCLUSIONES

Aplicando el principio de Hamilton se obtuvieras ecuaciones de movimiento para una
viga pre-torsionada no-uniforme en vibraciones libres, para luego, mediante un analisis modal
del modelo continuo estandar, obtener las frecuencias naturales. Posteriormente, se aplico el
MEF con lo cual se validaron los resultados obtenidos en la modelacion como sistema
continuo. Las frecuencias naturales obtenidas considerando una viga uniforme, se compararon
con los obtenidos por otros autores.

En comparacion con el desarrollo del auBanerjee (2001)en este trabajo se han
considerados los términos de segundo orden de la funcion que define al angulo de pre-torsion
y la variaciones del area y de la matriz de los segundos momentos area. Esto conduce a una
expresion mas general de las ecuaciones de movimiento que permite analizar casos con
geometrias de pre-torsibn mas complejas.

Se observa la influencia del angulo de pre-torsién sobre las frecuencias naturales y se
comparael comportamiento de las mismas respecto al angulo de pre-torsién total con los
obtenidos por el autoHsu (2009) Los resultados numéricos obtenidos validan la
aplicabilidad del método empleado.
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