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Resumen. Como ya fue demostrado por diferentes autores, el esquema de Taylor-Galerkin (T-G)
resulta particularmente adecuado para la solucion de flujos compresibles en régimen supersénico o
transonico que involucran ondas de choque en el contexto del Método de Elementos Finitos (MEF).
En particular los autores de este articulo aplicaron este esquema utilizando elementos finitos
hexaédricos con evaluacion analitica de las matrices de elemento, en conjunto con una técnica de
captura de choque para la solucion de flujos aerodinamicos compresibles, viscosos y no viscosos. Sin
embargo, las metodologias basadas en densidad sufren deficiencias en regimenes subsonicos
compresibles para bajos nimeros de Mach o en flujos casi incompresibles. Algunos investigadores
desarrollaron el algoritmo “Characteristic Based Split” (CBS) con la intencion de obtener un unico
esquema que presente un comportamiento adecuado, tanto en regimenes subsonicos como
supersonicos. En las ultimas dos décadas algunos trabajos establecieron ciertas ventajas en la
convergencia del algoritmo CBS comparado con el algoritmo T-G. Sin embargo, una de las
caracteristicas que permiten al CBS mostrar una convergencia mejorada, es el uso de pasos de tiempo
internos en la formulacion de las matrices elementales, lo que, segin el entender de los autores de este
trabajo, no fue probado con el algoritmo T-G. El objetivo de este trabajo es implementar pasos de
tiempo interiores en el algoritmo de Taylor-Galerkin y explorar el desempefio del mismo, mostrando
hasta qué punto el esquema explicito de T-G, implementado usando elementos hexaédricos con
evaluacion analitica de las matrices elementales, puede ser estabilizado mediante el uso de estos pasos
de tiempo.
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1 INTRODUCCION

Diferentes autores (por ejemplo Donea, 1984) demostraron que, en el contexto del MEF, el
esquema T-G resulta particularmente adecuado para la solucion de flujos compresibles que
involucran ondas de choque en régimen supersoénico o transonico a altos nimeros de Mach.
En particular, Burbridge y Awruch (2000) aplican este esquema utilizando elementos finitos
hexaédricos con evaluacion analitica de las matrices elementales en conjunto con una técnica
de captura de choque para la solucion de flujos aerodinamicos compresibles viscosos y no
viscosos. Sin embargo, en regimenes subsénicos compresibles para bajos nimeros de Mach
(M<0.9) o en flujos casi incompresibles, las metodologias basadas en densidad sufren
deficiencias, tanto en términos de eficiencia como en precision de la solucion. Los resultados
obtenidos utilizando el esquema explicito T-G de un paso para flujos subsoénicos sobre
perfiles alares con numeros de Mach entre 0.5 y 0.85 muestran convergencia lenta y
resultados de presion y densidad oscilatorios (ver Burbridge, 1999). Para abordar este
problema se desarrollaron varias técnicas de estabilizacion. En particular, el algoritmo CBS
fue desarrollado por algunos investigadordestaomo Zienkiewicz y Codina (1995), con la
intension de obtener un Unico algoritmo que presentara adecuado comportamiento, tanto en
regimenes subsonicos como supersonicos. Durante las dos ultimas décadas este algoritmo se
establecié como una herramienta reconocidamente til para el computo de un amplio espectro
de flujos incompresibles o compresibles a diferentes numeros de Mach (ver Massarotti et. al.
2006; Boonmarlert eal., 2004). En particular, en el trabajo presentado por Zienkiewicz et. al.
(1995) se muestra la forma explicita del algoritmo y su desempefio para flujos subsonicos,
transonicos y supersonicos.

Sin embargo, una de las caracteristicas que permiten al CBS mostrar una coravergenci
mejorada es el uso de pasos de tiempo internos en la formulacién de las matrices elementales
(ver Nithiarasu y Zienkiewicz, 2000). Segun el entender de los autores de este trabajo, esta
técnica de estabilizacién no fue probada aun con el esquema T-G. El objetivo de este trabajo
es implementar pasos de tiempo interiores en el algoritmo de Taylor-Galerkin y explorar el
desempefio del mismo, mostrando hasta qué punto el esquema explicito de T-G,
implementado usando elementos hexaédricos con evaluacién analitica de las matrices
elementales, puede ser estabilizado mediante el uso de estos pasos de tiempo.

Para ello, a los efectos de tener una comparacién valida, ademas de desarrollar e
implementar el esquema T-G se presenta aqui el algoritmo CBS implementado utilizando
elementos finitos hexaédricos con integracion analitica de las matrices del elemento. Se
comparan las performances de esquema explicito T-G de un paso y la forma explicita del
algoritmo CBS para flujos aerodinamicos viscosos compresibles pero utilizando pasos de
tiempo internos en ambos casos.

2 ECUACIONES DE GOBIERNO

En una descripcion Euleriana, el sistema de ecuaciones en derivadas parciales que
gobierna la dindmica de los fluidos puede escribirse, en su forma conservativa, como sigue
o oF oG,

— —=0
ot ox  OX )

siendo
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PV, PVaV; + PO;5 i
ou
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En las expresiones anteriores se tiene

Vv, son las componentes de velocidad

p esla masa especifiqgaes la presion termodinamica

T; son las componentes viscosas del tensor de tensiones

ey uson la energia total especifica y la energia interna espeipactivamente

K es la conductividad térmica (se asume que la difusion de calor es isotrépica)
d; es la delta de Kronecker

Xyt son las coordenadas espaciales y temp@spectivamente
ij =1,2,3.

AN N N N SRR

Para un fluido Newtoniano las componentes de tensién viscosas vienen dadas por

- OV,
T =M v +—! +X6Vk 8 (3)
oX; 0% OX,

dondep y A son la viscosidad y la viscosidad volumétrica respectivamdntel 2, 3.
La ecuacion de estado de los gases perfectos (aire) es la siguiente

p=(y-1pu; y=c,/c, (4)

dondec,yc,son los coeficientes de calor especifico a volumen constante y a presion

constante respectivamente.
La energia internau y la temperatura se relacionan con las variables de campo
independientes por la siguiente expresion

u:cVT:e—%vivi (5)

dondeT es la temperatura.

La ley de Sutherland se utiliza en este trabajo para establecer la dependencia de la
viscosidad, la viscosidad volumétrica y el coeficiente de la conductividad térmica con
respecto a la temperatura. Esta ley puede expresarse como

3 3
S+uref u 2 2 SK+uref u 2
= —|— | A=——p; K=K, ——| — 6
S Y (uref] 3" s +u (uy (©)

Los valores d&y S pueden encontrarse en White (1974) para la ley de Sutherland basada
en temperatura, y deben ser multiplicados @opara obtener los que se usan adis.
importante indicar que este sistema de ecuaciones ha sido adimensionalizado utilizando una
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longitud de referencia, la densidad no perturbada y la velocidad del sonido no perturbada.

Deben aplicarse condiciones iniciales y de contorno a las ecuaciones (1) para tener el mo-
delo matematico correctamente definido. Las condiciones forzadas de contorno (o
condiciones de contorno de Dirichlet) vienen dadas por

V.=v. enT,

p=p enT (7)

u=u enT,

dondeTi, Ey uson los valores prescriptos de las componentes de velocidad, la densidad
(masa especifica) y la energia interna especifica, en las regiones de la superficie de contorno

I, I, y T, respectivamente.

Las condiciones naturales de contorno (o condiciones de contorno de Newmann) vienen
definidas, a su vez, por las siguientes expresiones

(— i +rij)nj =t enT, con o; =—pj; +1 (8)
ou
K=—/n =¢§ enl 9
ox " q a (9)

En las expresiones (8) y (9) se tiene

v"n, son los cosenos de los angulos formados por el vector normal a la sugerficie
[, y los ejes de referencia globales

<\

t. son las tracciones actuando sobje
v" g es el flujo de calor normal actuando lgp

v Los efectos de la radiacion y la conveccion en las superficies de contorno no han sido
considerados.

Para flujos no viscosos los términos difusivos en la ecuacion (1) deben omitirse. En este
caso, solo se prescribe la componente de velocidad normal al contorno sélido (nula) y sélo se
tienen en cuenta las componentes normales de las cargas superficiales en el contorno del
dominio.

3 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS: EL ESQUEMA DE TAYLOR-
GALERKIN

3.1 Avance en el tiempo: serie de Taylor.

El vectorU se puede expandir segun una serie de Taylor como sigue, en donde se han
omitido los términos de orden superior (Yoon & Moon et. al., 1998)

1 1
n+= 2 n+5
AU”*let(@j ’ +§(6 UJ . (10)

ot 2 | ot?

Expandiendo las derivadas en (10) utilizando la expresion (1) para la derivada temporal de
U resultan las siguientes expresiones
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1
(W) T AR an
ot ox 0% 2 OX, OX,
net
aZU 2 8AF| n+1 8AG| n+1 At a . 8AF| n+l
2 - - | W B 12)
ot OX 0%, 2 0X, OX;
Reemplazando las ultimas dos expresiones en (10) se obtiene
aur o pe| ORT_9G" At o (W)
OX; OX; 2 OX, OX;
r (13)

g _GAFi M_@AGi n+1+§i VnaAFi n+1
2| ox X, 2 ox, | < ox

dondeAt es el paso de tiempocorresponde al tiempipn+1 corresponde al tiempe At, y

AFim-l:Fim-l_Fin; AGin+l=Gin+1—G-n (14)

En la expresion (13) los términos que cenén derivadas de tercer orden fueron
despreciados. Como en dicha expresion las variables en el tieripaparecen en ambos
miembros de la ecuacion, se hace necesaria la utilizacion de un esquema iterativo para
resolver los términos en el segundo corchete (ver Donea, 1984 por detalles de este esquema).

3.2 Discretizacion en el espacio: MEF Galerkin.

Aplicando el método clasico de Bubnov-Galerkin a la expresion (13) en el contexto del
meétodo de los elementos finitos, y aplicando el teorema de Gauss Green a los términos con
derivadas segundas, se obtienen las siguientes ecuaciones matriciales (ver Burbridge y
Awruch, 2000) en donde se han omitido algunos términos de contorno que son despreciables
y donde se utiliza el subindice “I”” para indicar iteracion anterior e “I+1” iteracion actual.

Ecuacion de continuidad
ozt = oL oo I T ) <A (e b ) s

Ecuaciones de conservaciéon de cantidad de movimiento

fapv, It = st B R - Dy I+ 1) +

(16)
A, (e ] b - o, Jav )
Ecuaciones de conservacion de energia
{avel? = atM ' [BC 1Y - (1M - [l + fa') +
(17)

+ S Mo (- e ] e - B Jaw - (K fauf)

Siendo:
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e -l (0 (8] [ o] Tlaos fe]-5 f{fol ) B Ao
coni,j,k=1,2,3,y:
§ § i=1->k=23
ju(2+ija[ai]@d9+juagﬂ@dg, sii=j,y{i=2>k=13
[ ] Qp H % OXi) Qp X OX =35 k=12
D, |=
| %%dﬂ+“ag%raa[—f]dﬂ, Siij

Or X 0% X 0%
T
PR 1) 0T Al
X, OX%
[K]= [ K olo] do]
a. oX, OX
Q% paralos términodela diagonalppal.
[MD]=
0 paratododos términodueradela diagonalppal

Foi=tvl R I=bvvieps i RS- ev + pu)

L 0% X,
= 1 ot ) o 2203 e 0 (L
+[lo]x (aa[f]{u}”J dr

En estas expresioné€¥: y I'e son el volumen del elemento y su superficie de contorno
respectivamente®] = [D;, D, .. Dg] es la matriz fila que contiene a las funciones de
interpolacién para cada nodo locgh*] es la matriz fila que contiene las funciones de
interpolacién evaluadas en el contorno de las superficipp] es la matriz de masa
concentrada.

Debe notarse que las expresiones (15), (16) y (17) constituyen un esquema explicito que
resulta condicionalmente estable (ver Huebner et al 1995). Utilizando la inversa de la matriz
de masa diagonalizada (masa concentrada) no se requiere la inversion de la matriz de masa
consistente.
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Una vez ensambladas las ecuaciones (15),Y(167) para todos los elementos de la malla
y aplicadas las correspondientes condiciones de contorno, los valores nogates gee se
pueden calcular a cada paso de tiempo usando un esquema itdraéigo los valores
nodales de las componentes de velocidad y energia total especifica pueden obtenerse
inmediatamente para entonces calcular los valores nodales de la energia interna especifica vy,
utilizando la ecuacion de estado, los valores nodales de presion. Para casos no viscosos, donde
los términos viscosos no son tenidos en cuenta, se omiten los términos que contienen a las
matrices[Dj], [E]] y [K] y a los vectore$f }"y {q}".

4 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS: METODO CBS.

El algoritmo CBS para flujo compresible consiste de cuatro pasos. En el primer paso se
calculan valores intermedios de las variables conservativas o variables de flujo de las
ecuaciones de cantidad de movimiento omitiendo los términos que contienen gradientes de
presion. En el segundo paso se resuelve la ecuacion de continuidad para obtener los
incrementos de densidad en el fluido. En el tercer paso se actualizan las variables de flujo de
las ecuaciones de cantidad de movimiento. Finalmente en el cuarto paso se resuelve la
ecuacion de la energia y se calcula la presién usando la ecuacion de estado.

Los cuatro pasos mencionados anteriormente constituyen la discretizacion temporal de las
ecuaciones de conservacion en su forma conservativa. Las ecuaciones de gobierno
discretizadas en el tiempo resultan

Alpv, I = At {‘ ) 70" ot i[a(PV;Vi )}] (18)

X, % 2 C ox | ox
A(p)ml _ At I:_ 8(9\4) _ aA(pVi )* +§i(@ J} (19)
OX; OX; 2 0% | OX
N+ N+ Gp " At 0 8p n
A(pvj) 1_ A(pvi ) L4 At {—& +EVK a[& H (20)

n n
spar [ e 5 o (0] e et g
X oX% OX; oX% 2 OX OX;

Una vez planteada la discretizacion temporal se procede a la discretizaciéon en el dominio
espacial utilizando el método clasico de Bubnov-Galerkin. Los términos que involucran
derivadas segundas de la posicion en las expresiones aproximadas se integran por partes
utilizando el teorema de Gauss-Green para relajar las exigencias sobre las funciones de
interpolaciéon en términos de continuidad en la frontera entre elementos. Una vez
implementado este métode obtienen las siguientes expresiones

Paso 1: Resolucién de las variables de flujo de cantidad de movimiento intermedias

{APVJ'}*[Hl = Aty [MD]J(_ [BCHi]{p\{vj}” - [Dij]{Vi i+ {fi}n) (22)
Paso 2: Resolucion de la ecuacion de continuidad
o)™ = Aty Mo I B 1w} - [B1apv ) ~[Plip} —{h}") (23)
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Paso 3: Calculo de la correccion de variables de flujo de cantidad de movimiento
{apv; 1™ = lapy, I At [MD]_l(_ [BCH, [{pf" ) (24)
Paso 4: Resolucion de la ecuacion de la energia
{ape"™ = Ao [Mp'( [BOH [ (pe+ p)) - [E ]} - [K]fuf + ") (25)

Las matrices [M], [Dj], [Ei] y [K] y vectores {f}" y {g}" son las mismas que las
obtenidas con el esquema T-G. Sin embargo, para el algoritmo CBS aqui implementado
aparecen las siguientes matrices y vectores que deben considerarse

- (o7 B oo ;1) ] By for B e

c]=2% [ (lolr) A28 4% 4o [mem]=[8,]+(c ]+ IH.D

2 4 X, OX
-2 | LBy (T (W ner

5 CONDICION DE ESTABILIDAD Y PASO DE TIEMPO INTERNO.

5.1 Condicion de estabilidad de CourantFriedrichs—Lewy (CFL).

Considerando que los dos métodos propuestos son exglims mismos resultan
condicionalmente estables. La condicién de estabilidad CFL para cada elemento, en forma
adimensional, viene dada por

Le
L
At =B fefc (26)

M+—
C

ref
donde L. es la dimension caracteristica del elemenies la velocidad del sonido promedio

de elementd.er Y Crer SON UNa longitud y la velocidad de sonido de referencia del problema
respectivamentéyl es el Mach local en el elementgdyes un coeficiente de seguridad que

adopta valores tales que2 <5<0.7.

5.2 Método CBS: Paso de tiempo interno.

Las ecuaciones fueron resueltas, en primera instancia, con un valor unifoftnendieda
la malla de elementos finitos, adoptando el menor valor entre todastdosobtenidos
aplicando (2B Sin embargo, algunos investigadores (Nithiarasu and Zienkiewicz) RAA0
determinado que mediante la utilizacion del At local en los términos estabilizadores del
método CBS -aquellos que contienen derivadas segundas de las variables de flujo o de la
presién- proporciona mejor estabilizacion de las aproximaciones espaciales. Por lo tanto al
formar las matrices [B'] y [P] y el vector {h}" se utiliza un paso de tiempo locdl= At,.

Si bien podria pensarse gue esto constituye un error ya que no se esta respetando un paso
de tiempo uniforme, en realidad esto no ocurre, ya que el paso de tiempo que domina el
avance en el tiempo es el que aparece en las ecuaciones (22), (23), (34Aty(2tentras
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gue el paso de tiempo interad, es un valor que solo afecta a ciertas matrices y vectores en
las ecuaciones de elemento y puede adaptarse para que sea tal que la convergencid general de
meétodo CBS se vea mejorada.

Efectivamente, en el trabajo mencionado anteriormente se muestra claramente que el
método CBS con paso de tiempo interno presenta una mejora de convergencia cuando se lo
compara con el mismo método CBS con paso de tiempo unico, y con el méto@ de T-

5.3 Método T-G: Paso de tiempo interno.

Sin embargo, si bien en aquellos trabajos mencionados en el punto anterior queda bien
establecida la mejoria en la convergencia lograda utilizando el método CBS con paso de
tiempo interno, segun el mejor entender de los autores de este trabajo, aun no se ha probado
utilizar un paso de tiempo interior con el esquema T-G, lo cual, en rigor, deberia ser realizado
a los efectos de ponderar si efectivamente la utilizacién de un paso de tiempo interno puede
mejorar la convergencia del esquema T-G a tal punto de hacer comparable sus resultados con
los del método CBS. Haciendo esto las ecuaciones para el esquema T-G resultan:

Ecuacion de continuidad

okt = At M PL BC )+ S (- ee) e }Y) @)

Ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento

fpv 7 = At Mo PE B IR - ]l + 1)) +

28
s (- [oc ) e - o, Jow ) -
Ecuaciones de conservacion de energia
el = At M, ' [BC IR - [E]0) - KT + faf) +
e, - fpc ] pef - [l )
Siendo
B l-B1 0] B- | o Pao; [c]=2% [(wlyr)d2L 4240

o OX, 2 4 oX, OX%
mientras que el resto de las matrices y vectores no resultan modificados.

5.4 Método T-G modificado: Paso de tiempo interno.

Ademas de las consideraciones hechas en el punto 5.3, puede notarse que el principal
problema de estabilizacion a resolver esta dado en los valores de densidad y presion, que
fundamentalmente estan controlados por la ecuacion de continuidad. Teniendo en cuenta esta
observacion puede proponerse una modificacién al esquema T-G que consiste en cambiar el
término estabilizador en la ecuacion de continuidad por una expresion similar, pero definida a
partir de la presion, como la que se utiliza en el método CBS. Las ecuaciones de cantidad de
movimiento y de energia no se modifican, y se mantienen los términos iterativos, por lo cual
este esquema contintia respondiendo a la forma del esquema T-G (no es CBS). Unicamente se
modifica el térmico estabilizador en la ecuacion de continuidad. Haciendo esto las ecuaciones
de gobierno ya discretizadas en el tiempo, para el esqué&maddificado, resultan
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A(p),m;:m[_a(pvi)"Ai{@”ﬂﬁ[__%@vﬂ?”+Ati(&‘—w”j} (30

ox 2 ox | ox 2 ox  20x | ox

A(pVA )n+1 _ At _Mn +%n +§i v a(ijVi +pg; )n N
i1 —

X% oX; 2 OX, oX;
(31)
LAt oAlpvvi+ P8y 7 aat ™ at o [ 0ApvY +p3, )
2 X, % 2% | ¢ X,

Alpe)™ = At| - alpev, + pv) N N +i K@ +§ani o(peyv + pv) N
OX; OX; ox | Ox 2 0% OX; (32)

n+ n+1 N+ n+

LAt aA(pey + py)™ oAy, ) L0 [ oBu) At a0 oA(pey + py )™

2 OX; OX; OX; OX; 2 " 0% OX,

Nuevamente, se procede a la discretizacion en el dominio espacial utilizando el método
cldsico de Bubnov-Galerkin. Lo hacemos aqui sobre la nueva expresion de la ecuacion de
continuidad, ya que las otras ecuaciones no se modifican con respecto a las expresadas en 5.3.
Los términos que involucran derivadas segundas de la posicion en las expresiones
aproximadas se integran por partes utilizando el teorema de Gauss-Green para relajar las
exigencias sobre las funciones de interpolacién en términos de continuidad en la frontera entre
elementos. Se obtienen las siguientes expresiones:

Ecuacion de continuidad
ol = At Mol [BIF T —IP] (o — 1) + S Mo ([P fapfr) (3

Ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento

v, 1 = At [M D]-l(_ [BC IR - [oy )+ {fi}n) +

n+1 n+1 (34)
+ Mo, - [BC ] R - [, Jfav )
Ecuaciones de conservacion de energia
{avelft = Aty Mo [BC T - [E 11 - [k + far) + -

+

Mo (- [ e} - [ v [ o)

[
Siendo todas las matrices y vectores los indicados en parrafos precedentes.

6 ASPECTOS COMUNES A AMBOS ESQUEMAS.

Con el objetivo de capturar las fuertes discontinuidades y eliminar oscilaciones de alta fre-
cuencia cerca de las ondas de choque, se utiliza un conocido método que adiciona viscosidad
artificial selectivamente solo en las regiones del dominio con fuertes gradientes de presion
(Argyris et. al., 1989). La solucién suavizada se obtiene a partir de la solucién no suavizada
utilizando la siguiente expresiéon
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U™ ={uf" + M, ] DS (36)
donde el vector de amortiguamiento ficticio viene dado por
n NEM n
{D} = Ezz:l CeChp & ([M]_[MD])E {U} (37)

En (37) NEM es la cantidad de elementos de la malla= At / Ate es el nUmero de
Courant local,Cap es un coeficiente de viscosidad artificial dado por el usuario (en este
trabajo se adoptaron valor€s, = 2.0 para flujos viscosos §.2 < Cyp < 0.4 para flujos no
ViSC0S0S) VS es un sensor de presiones a nivel de elemento obtenido como un promedio de
los valores nodaleSy del elemento. Los valoreS, son componensedel siguiente vector
global

5[]~ M, D {pl
~ Y|MI-[M, Del ol

S

(38)

donde las barras indican valor absoluto y [M] es la matriz de masa consistente del elemento

M]- | [oT [0] a0 @)

Qe

La convergencia del proceso iterativo es obtenida cuando las siguientes condiciones son
satisfechas simultaneamente
1 1 1
272 272 272
| Z|pvi|+1_pvi|| Z|pe|+1—pe,|
<To; rf ==~ > <To; r=|Y———| <To
2PV 2.Pe
N N

Z|p|+1_p|

N
2
2.0
N

P _
r.I+l_

donde N es un indice de nodos (N=1,2,3,...,NNODES) y NNODES es la cantidad total de
nodos de la malla de elementos finitos. La tolerancia adoptada en este trab@jt 467,
pero la misma puede ser fijada en valores diferentes.

El proceso de solucién finaliza cuando la variablgtiempg alcanza un valor
predeterminado, previamente establecido por el usuario, o cuando se llega al estado
estacionario. Esta ultima condicion se considera cumplida cuando la siguiente expresion

n+1 n

p

Rn+l — I:Z p

N

T <TOL (40)

se satisface durante un cierto nimero de pasos de tiempo. En este trabajo se utilizaron valores
deTOL =103 TOL=10%y TOL=10°

7 INTEGRACION EXPLICITA DE LAS MATRICES ELEMENTALES.

En este trabajo se utilizaron elementos hexaédricos isoparamétricos de ocho nodos. En las
figuras 1 y 2 se muestra el elemento en el espacio fisico y computacional respectivamente.
Las funciones de interpolacién de este elemento vienen dadas por las siguientes expresiones

Oy = g 0 BB £ B )L+ B ) @)
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dondeN=1,2, .... 8 y &n son las coordenadas naturales del nNdd.as derivadas de las
funciones de interpolacién respecto de las coordenadas globales vienen dadas por
o] _ . efe]
oX. Vo,

J

(42)

siendo Jl las componentes de la matriz Jacobiana inv&réa cual puede expresarse de la
siguiente forma

R ]
ertont)= {3 T 3| =| T Ly A @)
YRR PR a[q;] 8[d§] a[qi]
_8_?';3{)(1} aas {Xz} 82;3 {Xs}_

donde ¥} es el vector que contiene las coordenadas globales de los ocho nodos del elemento,
y dQ=|J/dg, dg, dg, es el diferencial de volumen siendo |J| el determinante Jacobiano.

</ T
8 7 %

5 | 1 6 74
T T ]
1 I,
T )
[}
SETTTIT
X, et
1 2
Xl
Figura 1: Espacio fisico. uFag: Espacio computacional.

Reemplazando las expresiones (41), (42) y (43) en las matrices y vectores de elemento
definidas tanto para el esquema T-G como para el algoritmo CBS, se obtienen integrales que
pueden resolverse en el dominio computacional. Pero estas integrales requeririan de utilizar
un esquema de integracién numérica del tipo Gauss-Legendre, para poder obtener los valores
de las matrices elementales que luego seran ensambladas. Sin embargo, en este trabajo se
evallan el determinante Jacobiano y la inversa de la matriz Jacobiana en el punto central de
elemento donde, =¢, =¢,=0 Yy, de esta forma, los integrandos se simplifican notablemente

pudiendo obtener expresiones analiticas ya integradas que no requieren de integracion
numérica (ver Molina y Huot, 1992; Burbridge y Awruch, 2000). Esto trae aparejado una
ventaja en la eficiencia de los codigos computacionales, pero debe prestarse especial atenciéon
a la distorsion de los elementos de la malla asi como también a la aplicaciéon de una técnica de
control de modos espurios de Hourglass.

8 RESULTADOS COMPARATIVOS.

8.1 Flujo transonico en torno a un perfil aerodinamico.

El siguiente caso corresponde a un perfil aerodinamico NACA 0012 en régimen
transénico: M=0.85, Re =2000. Para Re mayores deberia utilizarse una malla muy refinada y
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un modelo de turbulencia. Este problema fue resuelto por varios autores (ver Mdtal et.
1998) y por lo tanto se cuenta con resultados de referencia para los estudios comparativos.
La geometria y otros parametros importantes de este problema se muestran en3a figura
Considerando que la malla utilizada es tridimensional con un Unico elemento en la direccién
X3, Se impone la condicidéw = 0,0 en los contornos laterales de manera de evitar el flujo de
masa a través de dichos contornos, conservando la caracteristica bidimensional del flujo.

425 7,75

VISCOSO )
Re,, =2000 A =

M, =0.85 —

Pr=0.72 ’ | T

y=14 8 |
S, =0.9058 — 3
851,588 |
1.0

Figura 3- Vista lateral y caracteristicas de flujo

En las figuras 4 y 5 se muestran detalles de la vista lateral de la malla de elementos finitos,
la cual cuenta con 23566 elementos hexaédricos y 47616 nodos.

Figura4 — Vista lateral de la malla: perfil completo. Figura 5: Vista lateral de la malla: borde de ataque.

Las condiciones de contorno en la entrada son
v,, =085, v, =v, =00;u, =17857;p, =10
Sobre los contornos sélidos (sobre el pesl aplica la condiciéon de no deslizamiento

v, =V, =V, =00
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conjuntamente con la temperatura de estancamiento, la cual se especifica utilizando la energia
interna especifica, segun la siguiente expresion

u =u 1+t M 2 | = 20437
stg 2

y las condiciones en los contornos de salida se especifican utilizando los vegtyrés} {f
Las condiciones iniciales vienen dadas por

v, =085; v, =v,”=00; u® =1.7857;p° =10 y p°=0.71428

Estos valores se definen en toda los nodos de la malla, a excepcion de los nodos donde se
prescribieron condiciones de contorno de Dirichlet.
Utilizando el factor de seguridggk= 03, definido en (22) el paso de tiempo adimensional

efectivo utilizado en este problema resulté-=08+*10“. El coeficiente de viscosidad
artificial, definido en (37), utilizado en este problemacgs= 04.

El coeficiente de friccion superficiadKin friction) c, y el coeficiente de presiat) fueron

calculados utilizando las siguientes expresiones
T , c = p - pref

1 2 P 2

S Pret |V ~P

2 ref | “ref 2 ref

dondet y p son las componentes tangencial y normal, respectivamente, de las fuerzas por
unidad de area actuando en cada punto de la superficie de contorno sdélido.

Las figuras 6 a 10 muestran los contornos de presién obtenidos con los diferentes
algorimos presentados en este trabajo.

C; =

Vref

Figura 6- Contornos de Presién (CBS) ieigu- Contornos de Presion (TYG
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Figural0— Contornos de Presion (FModificado) con At
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50000
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100000

Figurall- Residuos mostrando convergencia de los diferentes algoritmos.

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1952 H.P. BURBRIDGE, A. SCARABINO, A.M. AWRUCH

En la figura 11 se muestra la convergencia de los esquemas considerados. El analisis de los
contornos de presion y de los residuos de densidad arroja una clara determinacion. EI método
CBS so6lo presenta una mejora sustantiva en la convergencia de densidad (y presion) cuando
se lo utiliza con un paso de tiempo interior local. De lo contrario la curva del residuo se
coloca apenas por debajo de la curva obtenida con el esquema T-G. También se observa que
la utilizacion de un paso de tiempo interno con el método origir@Inb- ofrece ninguna
ventaja comparativa con respecto al esquema original tomando un paso de tiempo unico. Por
el contrario, la performance del método T-G modificado con paso de tiempo interno local, es
equivalente a la obtenida con el algoritmo CBS con paso de tiempo interno local.

En la figura 12 se muestra uiraagen del coeficiente de friccion calculado con el
meétodo T-G modificado, comparando con valores obtenidos numéricamente por Méital et.
(1998), que muestran la buena concordancia con los resultados provistos en dicha referencia
para el coeficiente de friccion.

0.20

Cf

Mittal

A T-G Modif. Atine

0.10

Cf

0.05 —

0.00 —

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figural2 - Coeficiente de friccion sobre el perfil simétrico.

La figura 13 muestra los resultados numeéricos obtenidos por Cambier (1987) y con el
esquema TG modificado, para el coeficiente de presién sobre el perfil simétrico NACA 0012.

T-G modificado (Delta t int)
Cambier

Cp

4L T R I N R SN SR J
0 02 04 06 08 1
Distancia desde el borde de ataque

Figural3- Coeficiente de presion segun Cambier y T-G Modificadg)
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Como puede verse los resultados obtenidos para este coeficiente con el m&odo T-
modificado aplicando un paso de tiempo interior resultan muy préximos a los valores de la
referencia citada.

9 CONCLUSIONES

Comparando los residuos puede observarse que el método CBS apenas si presenta mejor
convergencia que el esquema T-G. Pero la mejor convergencia se obtiene usandm CBS ¢
At local, el cual muestra contornos de presibn mucho menos oscilatorios. Aunque no se
presenta aqui, lo mismo puede decirse para los contornos de densidad y temperatura. En
particular, el método de T-G ademas presenta un comportamiento oscilatorio en los elementos
cercanos al contorno sélido (capa limite) que no aparece con el método CBS.

Utilizando un paso de tiempo interno local con el método original de T-G, no se observa
ninguna mejor en términos de convergencia de densidad y de oscilacion de [B®sion.
embargo, realizando una modificacion en el término estabilizador de la ecuacion de
continuidad y utilizando un paso de tiempo interno local, el método de T-G asi modificado
presenta una convergencia comparable con la del método CBS con paso de tiempo interior
local.

Si bien el método CBS no requiere de un proceso iterativo como si lo requiere T-G, en la
practica estos términos iterativos s6lo se calculan en pocos pasos de tiempo, por lo cual el
meétodo T-G resulta mas eficiente que el método CBS, yamtiguunere hacer el “split” que
implica calcular una variable auxiliar de cantidad de movimiento para luego utilizarla para
calcular la densidad y, posteriormente, actualizar los valores de cantidad de movimiento. De
esta forma, con la convergencia mejorada que presenta el método T-G modificado, se tiene un
esquema eficiente y que presenta la mejor convergencia posible.
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