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Abstract. En este trabajo se obtienen tanto las formas modales como las frecuencias naturales de sis-
temas simples, sin resolver la ecuacdiferencial. Se encuentra la solucidel funcional planteado para

el sistema a partir de una discretizZatdel dominio. La evoluéin del dominio discretizado en el espacio

de las fases es similar a la de un gas deipales, lo cual permite la solua del funcional mediante
métodos estddticos. Con los puntos del espacio de las fases, para los cuales lmeancial del
sistema es @xima, se establece el problemakbgo al de un gas de pamtilas interactuantes. Ealkculo

de las frecuencias naturales y formas modales se corresponde con l@sitleaequilibrio de este prob-

lema adlogo. El cociente de Rayleigh interviene en la probabilidad de trénsite este nuevo sistema

en la lisqueda del equilibrio. Sabiendo que éimo de este funcional provee la solicidel problema,

se propone una minimizam utilizando como estrategia un “recocido simulado’ (simulated annealing)
para encontrar esteimimo. El estado de equilibrio corresponde al estado en donde la temperatura, en el
esquema de annealing, es lasibaja posible. Este tratamiento de un sistema vibrante permite establecer
analodas con la termodimmica y su exten8h a problemas &s complejos parece posible.
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1 INTRODUCTION

El comportamiento diamico de sistemas que oscilan se representa nasitemente en
terminos de ecuaciones diferenciales o por medio de funcionalesrie#shente la primera
soluci'on de la ecuabn diferencial de la cuerda la obtuvo Lagrange haciendo la discrétizaci
del dominio y asimilando el mismo con una cadena de masas y resorte$gbe ae presentan
naturalmente la representacide un sistema vibrante como un conjunto deipalds interac-
tuantes y su posible tratamiento eststito.

Buscar la soluén de un problema, desde el punto de vista del funcional, es encontrar una
funciéon dentro de un cierto espacio de Hilbert que lo minimice. En este trabajo se presenta una
nueva metodold@ que combina la minimiza@n de un funcional y el tratamiento esistito-
computacional utilizado en laéanicas de resolu@mh nunéricas.

La presentaéin del problema como afbgo a un gas de pactilas, tiene como objeto la posi-
bilidad de utilizar bases y herramientas de la amca estaidtica del equilibrio.

El esquema de simulated annealing minimiza cierta fumobjetivo que depende de un gran
nimero de variables, y como su nombre deja entrever se hace unaiamalodps procesos de
enfriamiento de un sistema. Con esto en mente surge la pregunta y la propuesta:¢, puede el co-
ciente de Rayleigh ser tomado como fugrcobjetivo y obtener los autovalores y autovectores

del problema utilizando simmulated annealing?.

Con esta propuesta, dentro del esquema de simulated annealing se desarrolla uieemalog

tre el proceso delsqueda de mimo y el proceso de reacomodamiento de lasémualaso
parfculas, de un material mientras se éafr

Un aspecto importante de estétodo consiste en dar interpretacifisica a ciertos pametros
numericos del netodo de simulated annealing.

2 MODELO MATEMATICO

El modelo materatico empleado consiste, en primera medida, en plantear el cociente de
Rayleigh para el sistema vibrante considerado. Como segundo paso se discretiza el dominio
para evaluar dicho cociente en forma rarioa. Discretizar el sistema es simplemente di-
vidir el sistema vibrante en elementos de volumen congtitdgse cada uno de ellos en una
parfcula puntual de masa - siendom la relacbn entre la masa total del sistema y éhrero
de partculas -. En los sistemas vibrantes que consideraremos, cada una de estasldpart
interactia solamente con los vecinos inmediatos. Por otra parte, la inteneecire elementos
es la misma que se utiliza para deducir la ecvradiferencial gobernante del movimiento.

La formulacbn de Hamilton permite describir este sistema sieHdaado que el sitema es

conservativo:
n+1

H= % ;pf + %;%(in%—l)

La evolucbn de estas “paitulas” viene dada por las ecuaciones de HamiGoidstein(1953.

Para caracterizar completamente a un sistema vibrante no es necesario conoceblayosici
velocidad de cada una de estas “maias” en cada instante de tiempo. Dado que el movimiento
de todo el sistema es aomico, $lo interesa conocer su frecuenciao autovalor y su auto-
funciébn asociada. Dicha autofuidei representa la configuréci que toma el sistema vibrante
para un dado instante de tiempo, el instante dgima energa potencial. Si ahora tomamos es-
tos puntos del espacio de las fases, podemos establecer undaindlogn un gas “pattulas”
cuya interacdn sea de primergs vecinos, La agggl)ﬁgasdeahﬁociar a cada r#?pﬂﬁmwvlv%‘ en el in-
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stante del raximo de enerig potencial del sistema vibrante con una “ana” del gas de este
nuevo sistema aogo.

Por otra parte es sabido que en un gas la cooilide equilibrio estable se da para uaximo
de entrofia, 0 lo que es equivalente, para umimo de alguna de las enéag termodiamicas.
Matenmaticamente: la minimizaén de un funcional nos lleva a encontrar la sitbadile equi-
librio estable. Para un gas en equilibrio con ufid#&rmico la funcbn distribucon para un
punto (» dimensional) en el espacio de fases es:

E
p(xn) ~ e hT

dondeFE,, es la ener asociada al estado del sisterfaina constante universal (cte. de Boltz-
mann) y7' la temperatura.

Para los sistemas vibrantes, la minimizecdel funcional definido a partir del cociente de
Rayleigh, nos lleva a encontrar la frecuencia fundamental y su correspondiente modo normal
de vibracon. Es en este lugar donde hacemos uso de la daalagponiendo que la furam
distribucibn para el sistema vibrante discretizado sea

Bn

plan) ~ e
siendoRR, el cociente de Rayleigh correspondiente,ay o un paémetro de control &logo
a la temperatura. De esta manera queddaamsbén establecida una correspondencia entre el
cociente de Rayleigh y la enéagdel gas.
La evolucbn del sistema hacia el equilibrio se puede representar como una cadena de Markov
de las configuraciones para distintada ecuaddbn que gobierna los procesos Markovianos es
la ecuadbn maestra:

I(pa)

5 > (—Paspa + ©paps)
B

donde:

@3 = probabilidad por unidad de tiempo de trangitde la configuradin « a la configura@n
B

pps =densidad de probabilidad de que la configusa@ste en el estado

(cambiando lo$ndices se obtiene el significado de las otras variables)

En el equilibrio%s) = 0 entonces:

PB _ Pha _ S 1)
Pa Pap
Si el algoritmo obedece esta condiciel método estaidtico que se pretende emplear coin-
cidira con la estadtica del equilibrio del ensamble darico. El algoritmo computacional de

Metropolis-Montecarldetropolis et al (1953 cumple con esta condim, esto es:

1, AR, <0,
Poa N o2 AR, > 0.

De esta forma el gtodo computacional queda completamente justificado, es decir, eligiendo
esta probabilidad de transiti se asegura la convergencia del sistema simulado hacia el equilib-
rio. En conclushn encontrar el imimo del funcional definido a partir del cociente de Rayleigh
es equivalente a minimizar la enadermodimica de un gas cuando la temperatura tiende a

0,941 AUREIQMIZMA;SnGantrar su estado e equiliprio a la temperasraaga posible.
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3 RESOLUCION DEL PROBLEMA

La resolucdbn del problema consiséiren minimizar el funcional de Rayleigh o cociente de
Rayleigh, a partir del ®todo de recocido simulado ('simulated annealifi¢ikpatrick et al.
(1983. La exploradbn del espacio de configuraciones consstin crear una cadena de Markov
con las configuraciones posibles y tomando como probabilidad de témdicidada por la
ecuacdn/l.

3.1 Meétodo de recocido simulado y su aplicadn al problema propuesto

El método de recocido simulado consiste en imitar la forma en que la naturaleza logra que
los sistemas alcancen el estado deima energa a medida que la temperatura tiende a cero. A
altas temperaturas, un sistema dado posee fluctuaciomeEas espoaneas que le permiten
explorar todas las configuraciones posibles. A medida que se baja la temperatura, si el descenso
es lo suficientemente lento, el sistema se va reacomodando de forma natural 'buscando’ el
minimo de ener@ pasando a tr&s de sucesivos estados de equilibrio. Es posible demostrar
Schneider and Morgenste(h99€§) que cuando la temperatura es cero, el sistema ha sido capaz
de encontrar el estado buscado.

El esquema &isico del rétodo de recocido simulado consiste en tres pasos fundamentales que
son iterados hasta que la temperatura del sistEnmapa@ametro de controlg, no permita
posteriores decrementos de la emrdgllos son

e Generadn de configuraciones al azar que exploren el espacio de configuraciones de
forma eficiente.

e Evaluacon de la funddn objetivo y selecéin de la nueva configuram conforme al
criterio de Metropolis, ver seamn 2.

e Enfriamiento del sistema siguiendo un esquema de enfriado

A continuacon detallaremos cada uno de los items descriptos.

3.1.1 Generaodbn de configuraciones al azar

Una de las cuestiones fundamentales que tieneégbao de recocido simulado para que
encuentre el imimo de forma eficaz es la manera en que explora el espacio de configuraciones
(o espacio de posibles soluciones). Los esquen@ssusuales de generanide nuevas config-
uraciones son aquellos en donde la posibilidad ‘apartarse’ de la confiyueattierior depende
de la temperatura, es decir, del @aretro de controlCeranic et al(200]). A medida que la
temperatura desciende, siguiendo el esquema de enfriado, la configuaatiial del sistema
difiere cada vez en menor medida de la anterior.

La forma que hemos elegido para la gendrmacie posibles soluciones se basa principalmente en
este esquema. Primeramente se elige una configuratazar que permita, en principio, alcan-

zar a partir de ella cualquier forma de sofuti{comunmente se elige el valor de una constante

mas una perturbagn aleatoria). Una vez que el algoritmo de recocido simulado comienza a
desarrollarse, se va construyendo una cadena de Markov, permitiendo que cada parte en la que
se dividb el dominio o ‘paricula’ pueda aumentar o disminuir su valor en forma aleatoria.

La magnitud del cambio o ‘salto’ esta relacionada con ehpatro de control, permitiendo
aleatoriamente mayores saltos cuandes alto.
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3.1.2 Evaluacon de la funcion objetivo y selecabn de la nueva configuraabn

Para la selecon de las nuevas configuraciones es necesario evalitgr es decir evaluar
el funcional en dos configuraciones sucesivas. Para esto el sistema vibrante se “reconstruye
usandosplines €ibicos(s.c), con el fin de calculaR,, . En este proceso de interpolaai
cons. c.se introducen las condiciones de borde del problema. La candig extremo fijo o
mas ampliamente, de no desplazamiento del elemento de volumen wifsrtse inserta en
la selecabn de la nueva configurdmi impidiendo el salto en dicho extremo.
Una vez calculad@\R,, se computa la probabilidad de tranéitiobedeciendo el criterio de
Metropolistal como fuera enunciado en la sentP.

3.1.3 Esquema de enfriado

El esquema de enfriado se ha elaborado de forma diferente a los esquemas de enfriado
usuales que proponen disminuciones de la temperatura de forma exponencial cada vez que se
acepta una nueva configuran/Ceranic et al(2001). Nuestro esquema, en cambio, hace clara
referencia a la ideadsica del ratodo de recocido simuladarkpatrick et al.(1983) el cual pre-
vee que la disminubn correspondiente de la temperatura del sistemaisgueda del imimo
de enertp se realiza una vez que el mismo haya alcanzado el equilibrio para cada temperatura
Schneider and Morgenste(ho9§).

Para ello es necesario definir lo que consideraremos como equilibrio para cada valor del
patametro de control o temperatura del sistema. La idea intuitiva de equilibrio estable (en ade-
lante nos referiremos solo a equilibrio) implica que si al sistema se le imprime una peiduarbaci
gue tiende a alejarlo de la configuraciactual, el mismo es capaz de retornar espwamente
al estado del que padti En meénica estaidtica, donde al sistema se le permite interactuar
con un reservorio de enéego bdio termico a una temperatura fija, uno puede decir que se
encuentra en un estado de equilibrio si las fluctuaciones propias del sistema que interactua con
el baiio promedian a cero. Siguiendo esta idea definiremos equilibrio, para un cierto valor de
si el nimero de configuraciones aceptadas que aumentan lafaher§ en este caso, es del
orden del mmero de configuraciones que disminuyen la misma. Aderaqueriremos que el
nimero de configuraciones aceptadas sea d®#* de | nimero de configuraciones totales,
logrando de esta forma que el promedio del cambio en la Enery R entre configuraciones
sea del orden de. Algoritmicamente, esto es

NOacep—

l—e<——m—
NOacep+

<l+e (2)
dondeNacep— es el imero de configuraciones aceptadas que disminuyen laiaye¥jacep+
las que la aumentanef nimero que tiende a cero. Y adam

NVacep

— ~ 04 3
NO%ot (3)

dondeNYacep es igual al imero total de configuraciones aceptads8dcep — +NCacep+)y
N°ot el nimero de configuraciones totales.

1Este rimero puede modificarse a un 15 o 30% sin afectar en forma sustancial el algoritmo, respetando la idea
desarrollada en el texto
2Cualquier valor menor a 0.05 es considerado coalmle
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Es posible ver este comportamiento para una dada sirbualeaila figurdl, donde se mues-
tra en el eje de las ordenadas el valor del cociente de Raykigh funcbn del rumero de
iteraciones. All se observa que luego de un ciertomero de iteracioned umFEq el sistema
logra alcanzar el equilibrio. En este caso la temperatura és te

0.4;

0.3 b

0.25 4

o 0.2 B
0.151 B

o =107
0.1 equilibrio E
0.05 M ——X ]

Num Eq
0 I I I I L I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

N iter x 10%

Figure 1: Valores deR en funcbn del rumero de iteraciones para un dataA partir de Num Eq el promedio de
las fluctuaciones tiende a cero y puede decirse que el sistema se encuentra en equilibrio.

Retornando al esquema de enfriado, una vez que se ha alcanzado el equilibrio para un cierto
valor deo, el sistema eétapto para ser enfriado nuevamente.

3.1.4 Temperatura Inicial

La temperatura inicial del algoritmo se elige haciendo una primera expborde prueba
del espacio de configuraciones, eligiendo arbitrariamente un valor de ‘salto’ y eligiendo una
probabidad de transicin ¢,,; = 0.8 de acuerdo con la siguiente ecuaci

OR

Ty=——-
0 ln(gﬁyyz)

(4)
siendd R el promedio del incremento eR en la explora@dn de prueba comentada anterior-

mente. Esta es una selemticlasica de la temperatura inicial que puede vers€eananic et al.
(2002

3.1.5 Temperatura Final

La temperatura final es la temperatura a la cual se da por concluido el algoritmo de mini-
mizacibn. ldealmente esta temperatura déoser 0. Como eso es imposible desde un punto de
vista computacional, se debe elegir algun criterio de finaliradel mismo. Existen diversos
criterios en la literatura que cqnsisten en, limitar el tiempo aleuto pgé!g(glwpq/ cierto timero
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maximo de iteraciones, etc. De todos ellos nosotros elegiremos uno propio y es el siguiente. El
proceso de enfriado termina y céh el algoritmo de recocido simulado, cuando, eligiendo de
antemano una cantidad determinada de cifras significativas, el valor de la cifra significativa de
menor orden promedia a cero, mientras que las anteriores no cambian, cualquiera sea el salto
permitido a una dada temperatura.

4 RESULTADOS

En esta secbn mostraremos los resultados de las simulaciones elegidas, correspondientes a
casos sencillos de sistemas vibrantes con distintas condiciones de borde. La miomnizhci
funcional, propuesta para cada caso en particular, néscdano resultado el autovalo@sbajo
o fundamental y su correspondiente modo normal que se obtienen a partir de una cobfiguraci
inicial elegida completamente al azar. A contindacse detallan los casos estudiados y la
funcion de partida a la que se haceferencia.

1. Cuerda con extremos fijos. Fubaide partida constante + ruido.
2. Cuerda con un extremo fijo y otro libre. Fuanide partida constante + ruido.
3. Viga con extremos empotrados. Fumtide partida seno.

4. Viga con extremos empotrados. Fuitide partida seno + ruido.

4.1 Cuerda con extremos fijos

Para obtener la soluim al problema planteado, el algoritmo se inicia con una configumaci
elegida en forma arbitraria para mostrar la versatilidad del mismo. En este caso se ha elegido
como funcon de partida una constante + ruido, como se puede ver en la #gor#ig inicial
El nimero de partulas elegido para inicializar el algoritmo fue 16, respetando el criterio que
se enuncid mas adelante y la longitud de la cuerda fuelde- 15. Los denas paametros de
la cuerda fueron elegidos de forma tal de que /7'/i = 1 En la misma figura se pueden ver
configuraciones intermedias, que se van pareciendo a la autofioediproblema, a medida que
el algoritmo va convergiendo hacia la solutipara diferentes temperaturas. La configunaci
final resulta de haber detenido el algoritmoiseg! criterio enunciado para la elegnide la
temperatura final. Los valores nénicos de las configuraciones mostradas en la figuse
muestran en la tabla

config | R | o | saltoy; = f(x;) | Niter
inicial 0.396959 | 1-10~* 5107 0

interm 1| 0.083343| 1-10* 51073 1-10°
interm 2| 0.048746| 1.10~* 5107 2-10°
interm 3| 0.045338| 1.10~* 51073 3-10°
final 16 | 0.0438711 1.10°¢ 5.107* 1-10*

Table 1: Valores del cociente de Rayleigh para las configuraciones mostradas en 12 figar&l part 16.
Tambien se muestran el@mnetro de control asociado, el salto y @hmero de iteraciones a partir de la configudaci
inicial.

Una vez que el algortimo se lentifica y no es posible un mayor decremento de lanfunci
enerda o Rayleigh en un tiempo razonable, se ess solucionar el problema de la siguiente

forma, 5 guRlicala discretizam del domini,Se.asSiIa.cantidad de “pantas” tantas veces
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Npart=16

config final mf=0.0438711

™

151 config interm

>

config inicial

f(x)

0.5

X

Figure 2: Configuracdn inicial, final e intermedias en la convergencia hacia iglimo del cociente de Rayleigh
para una cuerda con extremos fijos con N part=16.

como sea necesario. Para este problema se ha considerado razonable cuadrupiicarcel n
inicial. De esta forma se logmo solo mayor precién sino tamk&n menor tiempo para lograr

dicha precigin. En la figuré se muestra la autofura del problema en linea llenay la fubai

gue resulta de la minimizamh con cruces. Taméh es posible observar el autovalor exacto y el

gue se obtuvo, resultando en acuerdo hasta la cuarta cifra significativa o equivalente a un error
del 0.01%. Los pa@mtros finales del algoritmo se observa en la t@bla

config | R | o |saltoy; = f(z;) | Niter
final 64 | 0.0438650 1-10* 31076 5-10%
exacto | 0.0438649 — — —

Table 2:Valores del cociente de Rayleigh y daspaamteros de inté&s para la configura@n final mostrada en la
figuréB con N part 64. TambEn se muestra el autovalor exacto.

4.2 Cuerda con un extremo fijo y el otro libre

En este caso tamém se ha elegido como furici de partida una constante + ruido con la
diferencia de que uno de los extremos se ha dejado libre, como se puede ver en {aduguig
inicial. El nUmero de partulas elegido fue el mismo que en el caso anterior, 16 y la longitud de
la viga fue del, = 15. Los den@s paametros de la cuerda fueron elegidos de forma tal de que
¢ =+/T/pn =1, como en el caso anterior. En la misma figura se pueden ver configuraciones
intermedias, que se van pareciendo a la autoumdel problema, a medida que el algoritmo va
convergiendo hacia la soldri a medida que baja la temperatura. La configoratinal resulta
de haber detenido el algoritmo $egel criterio enunciado para la elegoide la temperatura
final. Los valores num@ricos de las configuraciones mostradas en la figuse muestran en la
tabla3
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—— config final
W2, =0.0438649 Npart=64 — sin(rxiL)

exi

o’ =0.0438650
final

15

f(x)

0.5

—05L L L I
0

X

Figure 3:Configuracdn final x (cruz) y solucbn exacta— (linea llena) del problema de una cuerda con extremos
fijos con N part=64.

config | R | o |saltoy; = f(x;) | Niter
inicial | 0.326688| 1.10~3 1.10°¢ 0

interm 1| 0.022052( 1-1073 51072 1.10°
interm 2| 0.015429( 1.10~* 5.102 2-10°
interm 3| 0.011952( 1.10~* 1.1072 3-10°
final 16 | 0.011001| 1.10°° 1.10~* 1-10*

Table 3: Valores del cociente de Rayleigh para las configuraciones mostradas en ld igar&l pare 16.
Tambien se muestran el ganetro de control asociado (temperatura), el salto yigiaero de iteraciones a partir
de la configuradn inicial.

De la misma forma que en el caso de la cuerda con extremos fijos, se ha considerado mejorar
la precison del algoritmo aumentando elimero de partulas a 4 veces su valor de inicio, es
decir N part=64. Con este&imero se obtuvo la configur&ei final que se puede observar en la
figura5 donde tamkin se muestra el autovalor exacto y el obtenido poré&tbdo propuesto.

All1 se advierte que la diferencia se da en la sexta cifra significativa, un error considerablemente
menor que en el caso de tener N part=16.

4.3 Viga con ambos extremos empotrados

A diferencia de los casos anteriores se ha elegido comodnrag partida a la funen
seno para mostrar que eletedo propuesto no requiere como fumtide partida una fungn
con valores aleatorios. En la figuBsse puede ver la configuraci inicial config inicial como
tambin configuraciones intermediaenfig intermy por Gltimo la configuradn final config
final. Para esta simula@n el limero de partulas elegido fue el mismo que en el caso anterior,
16 y la longitud de la viga fue d& = 15. Los den&s paametros de la viga fueron elegidos de
forma tal de que = \/EI/pA = 1. Los valores nuréricos de las configuraciones mostradas
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Npart=16

1.6 u
config inicial config interm

14| =

12 o .
config final

0.8

f(x)

0.4 /=0.0110013

o’ =0.0109662
ac

ex

X

Figure 4: Configuracdn inicial, final e intermedias en la convergencia haciaiglimmo del cociente de Rayleigh
para una cuerda con un extremo fijo y el otro libre; N part=16.

en la figurab, se muestran en la tabda

config | R | o | saltoy; = f(x;) | Niter
inicial | 0.0372191| 5-10°° 7-107° 0

interm 1| 0.0168120 1.107° 7-107° 2-10*
interm 2| 0.0144376/ 7.510~" 510-° 4.10%
interm 3| 0.0123598 2.510~* 2.5107° 6-10*
final 16 | 0.0098999 1.107* 51077 2:10°

Table 4: Valores del cociente de Rayleigh para las configuraciones mostradas en & figar&l part: 16.
Tambien se muestran el ganetro de control asociado (temperatura), el salto yieiaro de iteraciones a partir
de la configuradin inicial.

Para lograr aumentar la predsien este caso se quintuplico la cantidad dei@ads re-
specto de su valor de inicio llagdose a N part=128. Con esti@nmero se obtuvo la configu-
racion final que se puede observar en la fighidonde tamkén se muestra el autovalor exacto
y el obtenido por el ratodo propuesto. Alllse advierte que la diferencia se da en la cuarta cifra
significativa, logandose un error menor que en el caso de tener N part=16.

Por Gltimo se intenta mostrar la versatilidad deétmdo propuesta en la obtedoide la
autofuncon de la viga biempotrada inicializando al algoritmo con una fumciompletamente
al azar. La misma se muestra en la figraomo as tambien configuraciones intermedias a
medida que el algoritmo busca eimmo del funcional. En la tabl& se muestran los valores
de las configuraciones mencionadas comdambien el cociente de Rayleigh y elimero de
iteraciones.
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2.5
—»— config final
— sin(mtx/2L)
?  =0.01096622

ex

Npart=64

o?  =0.01096648
final

f(x)

10 15

X

Figure 5:Configuracdn final x (cruz) y solucbn exacta- (linea llena) del problema de una cuerda con un extremo
fijo y el otro libre con Npart=64.

config | R | o | saltoy; = f(x;) | Niter
inicial 345436 | 10°° 802 0
interm 1| 0.0798979 103 80°? 30
final 16 | 0.0099757| 50~ 50° 20

Table 5: Valores del cociente de Rayleigh para las configuraciones mostradas en I8 figar&l parte= 16.
Tambien se muestran el ganetro de control asociado (temperatura), el salto yieiaro de iteraciones a partir
de la configuradin inicial.

4.4 Analisis de la convergencia

El algoritmo converge hacia la soladci del problema con una velocidad inversamente pro-
porcional a la cantidad de “péctilas” o elementos de volumen considerados. Es decir, para lo-
grar un algoritmo veloz, es aconsejable discretizar el dominio en unos pocos elemendo} (

De esta forma se obtiene por un lado que los cambios en labfuaaminimizar sean mayores
entre una configura@n y la siguiente, respecto de elegir ummero grande de elementos y por

el otro una aceleragn del algoritmo debido a la menor cantidad de operaciones que realiza el
ordenador.

El uso de splinesithicos para el @culo deAR,, permite aderas, lo que se da por lla-
mar “redimensionamiento establg y es simplemente alterar la discretiz@dciaumentando el
nimero de “paitulas”. Las cantidad de ellas que se agregan, siguiendo la reconstrhecha
mediante loss.c, no alteran sustancialmente ni la forma ni el autovalor. Estaita permite
mejorar notablemente la predsifinal de los resultados.

Obviamente, al considerar una mayor cantidad daqudats el algoritmo se lentifica y en
alguna instancia del mismo se debe optar entre seguir aumentando |lsopreaignentando la
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5 Npart=16
() =0.00989996

05 =
o ,.=0:00988768

ex

config interm

4

¢

/ config final
config incial Y /
_1 -

-15+

Figure 6: Configuracbn inicial, final e intermedias en la convergencia haciaiglimo del cociente de Rayleigh
para una viga con ambos extremos empotrados partiendo de una conbigwemoidal; N part=16.

discretizaddn, o acelerando el proceso de convergencia disminuyendo la misma.

4.5 Modos superiores de vibradn

Una cuestin fundamental sobre la cual no nos hemos referido aun es la posibilidad de exten-
der el algoritmo para obtener autovalores distintos del fundamental. Como es sabidorel m
absoluto del cociente de Rayleigh nos da el autovalor fundamental del sistema considerado. El
método hasta aqyropuesto provee no solamente dicho autovalor sino &mibicorrespondi-
ente autofundin. Por lo tanto, asi planteado, no es posible obtener logsl@aotovalores. No
obstante, si se explora el espacio de configuraciones de forma tal de que é@sgsada todas
las configuraciones seleccionadas sean ortogonales respecto de dicha@utefusihimo a$
obtenido provee la solumn buscaddektorys(1977). Estelltimo proceso descripto es el que
se conoce como ortogonalizanide Gram-SchmidEolub and F. van Loa(iL989).

5 CONCLUSIONES

En el trabajo se ha propuesto uretmdo estoastico para obtener aproximaciones de la
frecuencia y modo fundamental de sistemas vibrantes elementales- cuerda, viga- pero es una
metodoloda aplicable para encontrar modos y frecuencias superiores en forma directaémambi
se puede aplicar a problemas de mayor dimensionalidad, como placas y membranas, con un au-
mento de la complejidad computacional del algoritmo. Se ha propuesto unaiareitg un
gas de partulas en contacto con un reservor@nico y el conjunto de padulas que resulta
de la discretiza¢in del dominio espacial. A rade esta analdg se muestra que el cociente de
Rayleigh juega el papel de la energ’ia del sistema déquéass interactuantes.

No se proclama que esta metoddbbgea ras eficiente que las tradicionales, desde un punto de
vista computacional, pero si arroja resultados igualmente precisos yaageovee una nueva
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’ =0.009887688 N part =128 —— soluc exacta

exac

05+ 5
w. =0.0098897986

final

f(x)

X

Figure 7: Configuracdn final x (cruz) y solucbn exacta— (linea llena) del problema de una viga con ambos
extremos empotrados partiendo de una fonaenoidal; N part=128.

manera de abordar el problema que damel horizonte de esquemas de sdbneis para resolver
problemas vedados en lo€todos tradicionales.

Por tltimo, y no por eso menos importante, se puntualiza que este trabajo muestra los pasos
iniciales que se realizaron, con la posibilidad de que esto se vea reflejado en cierta falta de rig-
urosidad en algunos aspectos del mismo. No obstante los resultados obtenidos justifican, en un
principio, el tratamiento y la implement&ci del nétodo.
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Figure 8: Configuracdn inicial, final e intermedias en la convergencia haciaiglimo del cociente de Rayleigh
para una viga con ambos extremos empotrados partiendo de una conbigalaazar; N part=16.
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