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Resumen.La conversion de vibraciones en una forma utilzal® energia se ha convertido
en un tema de gran interés en la comunidad cieatifios materiales piezoeléctricos
producen cargas eléctricas cuando son deformadoé&nicamente y es por tal motivo que
son especialmente aptos para su aplicacion emmsisteecolectores de energia. Aunque es
sabido que las ecuaciones constitutivas de looeléatricos son no lineales, la mayoria de
los modelos matematicos existentes estan basadas@ma linealizada de estas ecuaciones.
Sin embargo, el creciente avance en estos disgmsitecolectores ha puesto especial énfasis
en la comprensién rigurosa del comportamiento rlewcanico de los piezoceramicos como
parte integrante de una estructura. El propdsitedte trabajo es investigar la influencia de
los términos constitutivos no lineales de los males piezoeléctricos sobre el
comportamiento dindmico de una viga cantilever smtaea una aceleracion de su base. Para
realizar el analisis se desarrolla un modelo aocalino lineal cuyos resultados son
comparados con ensayos experimentales y numér®spresenta la influencia de los
términos no lineales sobre el voltaje eléctricamtepcia generada por el recolector de energia
considerando diferentes amplitudes de excitacion.
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1 INTRODUCCION

La necesidad de nuevas fuentes de energia limgédsgdo a la creciente demanda de
energia, ha impulsado el surgimiento de una intangeidad de investigacion en la busqueda
de nuevas formas de gestion eficiente de los reswesergéticos. Entre las llamadas técnicas
de captacion de energia (técnica conocida comogirdarvesting en inglés), que permiten
una recoleccién de energia residual a partir datégseambientales limpias y libres (luz,
vibraciones, gradiente térmico), el uso de enemggaanica en forma de vibraciones es una
opcion interesante, ya que no depende del nivelzisolar.

Los dispositivos mecanicos recolectores de engrgiducen electricidad a partir de la
vibracion, tension y deformacion mecéanica de laedipe del sensor. La extraccion de
energia de vibracion esta comunmente basada eowniento de un sistema relativo a su
marco de soporte. La aceleracion mecanica es poalypor vibraciones que provocan el
movimiento oscilatorio de la masa. Esta energi&tica puede ser convertida en energia
eléctrica por medio de un campo magnético varighte, la deformacion de un material
piezoeléctrico o por un campo eléctrico. La mayalgalos sistemas de fuente vibratoria
trabajan en resonancia, lo cual implica que existgico en la amplitud de desplazamiento
donde el sistema entrega la maxima cantidad enedrgiaesonancia en un recolector de
energia de vibracion o resonador mecéanico dehMge en voladizo es afectada por la tension
flexional presente en el dispositivo. Por lo tamianivel de tension alcanzado en la estructura
oscilante es el principal parametro a la hora der@y la maxima potencia de salida de un
recolector mecanico. Algunos dispositivos son caepaie trabajar en una zona ligeramente
alejada del pico de resonancia cuando existe uasexde energia disponible. Es por tal
motivo que la atencion de los investigadores seemrna actualmente tanto en sistemas auto-
sintonizables, para aprovechar el fenomeno de ageta como en técnicas de recoleccion de
energia no resonante.

Una revision de estado de arte adoptando modehesléis ha sido desarrollada por
muchos investigadores. Estos modelos matematicdgsgesitivos de recoleccion de energia
en su mayoria usan la teoria de vigas de EulereB#iiajo excitacion de la base, como por
ejemplo son los casos Beeby S P et al, 20Q@&rturk A et al, 2011, Erturk A et al, 2008.

El comportamiento no lineal de los dispositivosreeoleccion de energia se presenta a
partir de no-linealidades geométricas debido adganiesplazamientos, o bien desde el punto
de vista de sus ecuaciones constitutivas por meltio no-linealidades elasticas, de
acoplamiento electromecanico o el fenomeno derkiteferroelastica y ferroeléctriGhiv
Joshi, 1992, Damjanovic, 2011, Goldschimidtboei@if)5.

Las no linealidades de los materiales piezoel@srice manifiestan en muchas
aplicaciones de ingenieria y su comportamientameal asociado a dispositivos recolectores
de energia es estudiado por muchos investigad@esiton S, 201Qpropone validar
experimentalmente un modelo matematico teniendouenta la no linealidad corresponde a
efectos elasticos de orden superior y acoplamieotdineal a un circuito recolector de
energia. La no linealidad corresponde a efectadietd de orden superior y acoplamiento no
lineal a un circuito recolector de energia. Larditera existente se concentra en la dindmica
de estructuras hechas de materiales piezoeléctidmsfocalizado tales no linealidades en
forma separada, como por ejemphyrelle, N, et al, 199@studié la contribucion de las
deformaciones y el acoplamiento electromecanicdaerespuesta no lineal de una viga
piezoeléctrica bajo campos eléctricos débilekareda et al. 2000s6lo considera una
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formulacion de alto orden en el potencial termodiité a partir del cual se obtienen
ecuaciones constitutivas no-lineales para la tengiél desplazamiento eléctrico de alto orden
en la deformacion y el campo eléctri€uiya, S, et al, 200&nalizé no linealidades eléctricas
generadas por campos eléctricos fuertes y la imfiae del fendmeno ferroelasticos.
Leadenham et al, 201&studiaron un modelo de parametros distribuido®melo en cuenta
ablandamiento y no linealidades disipativas de viga piezoeléctrica del primer modo
flexional usando el método de balance armonico.

En este articulo se pretende caracterizar la infiaedel fendbmeno ferroelasticos en la
recoleccion de energia utilizando materiales pie€ntecos QP16N MIDE desarrollados por
MIDE Technology. El modelo estructural a estudmuga viga cantiléver de aluminio con un
parche de material piezoeléctrico MIDE. El modeloaldéico se base en una teoria
ferroelastica de alto orden. La respuesta dinAoeétanodelo analitico es comparada con los
resultados de los ensayos experimentales. Lasacdastno lineales de la matriz constitutiva
del material han sido establecidas mediante ideatibn de parametros. Finalmente, se
analiza la influencia de los parametros no linedédsnaterial piezoeléctrico en la recoleccion
de energia.

2 DESCRIPCION DEL RECOLECTOR DE ENERGIA

El modelo de recoleccion de energia consiste en astaictura empotrada libre de
aluminio con una lamina de material piezoeléctidtiDE QP16N ubicada en la region
cercana al empotramiento. Mediante la deformacedmterial PZT se transforma la energia
mecanica en energia eléctrica como se puede obseraFigura 1.
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Figura 1: Esquema del sistema de recoleccion dgiene

El modelo matematico del recolector de energiaasa len la teoria de Bernoulli-Euler,
dondew(x,t) es la deflexidn transversal de la viga desde etgde equilibrio. En cuanto al
modelo eléctrico se considera el campo eléctriceali y uniforme a través del espesor del
piezoeléctrico. La no linealidad del sistema cqoesle a los fendmenos no lineales de
ferroelasticidad del material piezoeléctrico. Eldalm propuesto es resuelto a partir del
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método de balance armoénico utilizando los ensayqeeramentales para realizar una
identificacion de los pardmetros no lineales detenia.

2.1 Desplazamientos
El campo de desplazamiento se define como:

u= —Z% 0 w(x, t) + g(t) (1)

siendow (x, t)el desplazamiento transversag ¢t) el movimiento de la base.

2.2 Discretizaciéon

El método de Galerkin es usado para reducir eersistde ecuaciones diferenciales
parciales a un sistema de ecuaciones diferen@al@sario. Se considera en la discretizacion
el primer modo flexional.

N
WD) = ) ¢ G @)
i=1

La componente de deformacion seré:

_Ouy 2°w(x,t)

—z———— = —zq()$" (x) (3)

1750 %2

2.3 Densidad de entalpia

La densidad de entalpia de la estructura de alonyiel piezoeléctrico es denotada por los
subindicess y p respectivamente. La no linealidad de la constitutdel material
piezoeléctrico es desarrollada de acuer@ &augin, 1985J. Yang, 2005, U. von Wagner,
et al, 2002 y Leadenham et al, 2014.

1
HS = ECIISSIZ (4)

1 2 1 3 1 2 1 2
Hy = §C11p51 + §C111p51 sgn(Sy) — ez 513 — 5331151 sgn(S1)Es — 553353 5)

dondec;;° ¥y ¢;,P son los modulos de elasticidad del aluminio yietpelectricoc;,,” es
el médulo de elasticidad no lineal; es la constante piezoeléctrica linead;; es la
constante piezoeléctrica no lineaj; es la permitividad del piezoeléctricoEyes el campo
eléctrico que viene dado por:

By=— = ©)

p
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2.4 Energia interna

La energia potencial interna total del sistema eetstituida por la energia interna del
aluminio en la longitud total de la estructura ypkrche piezoeléctrico.

U=U, +Us @)

Integrando la densidad de entalpia en el volumenadestructura de aluminio y el
piezoeléctrico.

U= fHdV 8)

Reemplazando lascs. (3) y (4)en laEc. (7)se obtiene la expresion de la energia interna
total del sistema recolector.

k

ky 6, C
U= zq[t]2 + ?q[t]ssgn(q[t]) — Ov[t]q[t] - 717[t]sgn(q[t])q[t]2 - 7’”1ﬂ[t]2 (9)

dondek, k,, 8, 0,,C, son la rigidez modal lineal, la rigidez no lineal, acoplamiento
electromecéanico lineal y no lineal, y la capacidaéctrica respectivamente definidas
posteriormente en el Apéndice.

2.5 Energia cinética

La energia cinética del recolector esta distrib@idda longitud total de la estructura y la
viga piezoeléctrica y esta dada por:

T=T,+T, (10)
1 dus”

T=- — dV 11
)05 a

Integrando en el volumen de la estructura y elqakxtrico, la expresion de la energia
cinética total es:

T = 3megle +mgltldle] + 5 male] (12)

dondem,, m, y m son la masa modal total, la masa modal forzatdanasa total de la
estructura respectivamente.

2.6 Energia de disipacion

El amortiguamiento estructural es proporcional adédormacion de la viga. En este
modelo se consideran dos disipaciones, una de eflasl amortiguamiento propio de la
estructura de aluminio y la otra es el amortiguatoieno lineal del material piezoeléctrico

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



3052 C.D. GATTI, J.M. RAMIREZ, S. MACHADO, M. FEBBO

Leadenham S, 2014.as expresiones para el amortiguamiento de lactsta de aluminio y
la piezoeléctrica estan dadas porHas. (13)y (14),respectivamente.

1
DS = Ebllslzsgn(sl) (13)
1
Dy, = §b111513 (14)

La energia de disipacion de la estructura de alionyiel material piezoeléctrico se obtiene
integrando en el volumen respectivo, quedando asi:

Waep =f D, dV, (15)
»

Whes = f DydVg (16)
V,

N

La energia de disipacion por el efecto Joule emefastencia de carga se determina
mediante:

Wace = qe(®)v (1) (17)

dondeg, es la carga eléctrica.
La energia de disipacion total queda expresad&amiguiente ecuacion:

Whe = Wncp + Whes + Whee (18)

Reemplazando lagcs. (15-17)en Ec. (18),la expresion de energia disipada total queda
expresada como:

1 1 19
Woe = 7 baltEsqnialt) — 3 baqle] + qcltlvlt] o)

2.7 Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones electromecénicas de movimiento aasad el principio extendido de
Hamilton,D. A. Wells, 1972.

mi[t] + (bqltlsgn(qlt]) + byqlt]*)sgn(qlt]) + kqlt] + knqlt]*sgn(qlt]) (20)
—(0 + Onqltlsgn(qltD)v[t] = —m,g[t]
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Goole] + 5+ 6+ Gndltlsgnale))ile] = 0 1)

2.8 Balance armonico

El método de balance armonico se ha utilizado @mante para analizar soluciones
periodicas de ecuaciones diferenciales ordinar@sineales,Nayfeh et al, 1995En este
analisis, una solucién de equilibrio armonico dempr orden es usado para obtener la
respuesta de estado estacionario a una excitacibdn&a. Se propone una aceleracion
armonica de la base con amplitud constante:

g(t) = G cos(22t) (22)
La respuesta armonica del desplazamiento modalgltige se propone:

q(t) = Q4 cos(2t) + Q, sen(Nt) (23)

v(t) = V4 cos(Qt) + V, sen(t) (24)
Siendo la amplitud de(t):

0= 0 +0,° (25)

Reemplazando la&cs. (22-24)en Ecs. (20-21)se obtiene el sistema de ecuaciones
algebraicas:

2 4 8

B ien [(2(212 + Q) + QlQZVZl G =0 (26)
3 Q
2 4 8
-mO2Q, —(;b+§an) Q: + <k+§an) Q, — 0V, 2
4, [(20°+ 0V + 010 _ 27)
_g n 0 =
5 - = 28
CpQV2+R—l+(9+§9nQ)QQ2—O (28)
2 4 3 2
CpﬂVl—R—l+(9 +§9nQ)[2Q1—0 (29)

El voltaje en el dominio de frecuencias se obtimeeliante la siguiente ecuacién:
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3 EXPERIMENTACION

Los experimentos consisten en excitar la viga Euei mediante una aceleracion en la
base de la misma. La sefial de entrada es generadaéa de un generador arbitrario de
ondas Rigol DG4062 y posteriormente amplificadapaego ingresar a un shaker Labworks
ET-132. La respuesta es medida por un acelerorR& Piezotronics con una sensibilidad

V= /Vlz + 1,2

(30)

de 98.7 mV/g. La sefal de salida es adquirida parplaca National Instruments NI9234 y

postprocesada mediante un codigo generado en Matatonfiguracion de ensayo se puede

observar en I&igura 2.

Osciloscopio

Placa adquisidora N19234 Labworks ET-132 excitador

Figura 2: Esquema del ensayo experimental.

Las propiedades geométricas y materiales se moesiraTabla 1y Tabla 2.

Propiedades Geométricas Nucleo Piezoeléctrico
Material Aluminio MIDE QP16N
Longitud 80 mm 45.9 mm

Base 21 mm 20.574mm
Espesor 0.5 mm 0.254 mm

Tabla 1: Propiedades geométricas del dispositizoleetor de energia.
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Nucleo (Aluminio) Piezoeléctrico (MIDE QP16N)
Mdédulo de Young 67 GPa 67 GPa
Densidad 2700 kg/m3 7800 kg/m3
Constante
Piezoeléctrica ¢ i 1.9 E+2 pm/V
Capacitancia - 90.78 nF

Tabla 2: Propiedades de los materiales

Los ensayos consisten en realizar mediciones esta@s para cada frecuencia de
excitacion y valores de aceleraciones constantda éase. En cuanto a las frecuencias de
excitacion se realizaron mediciones de frecuerguasvan desde 96 a 114 Hz de tal forma de
capturar el primer modo flexional del sistema. @especto a las aceleraciones de excitacion,
se ensayaron con aceleraciones de la base cosstiEn8G, 2 G, 1 G,05G, 0.2 Gy 0.1 G.
Dichos valores se eligieron con el motivo de aprecdon claridad el rango en que se
presentan comportamientos no lineales del sisteaneesistencia de carga utilizada es de 100
kQ para todos los casos.

4 RESULTADOS

4.1 ldentificacién de parametros

La identificacion de parametros se realiza mediahteétodo de optimizacion de minimos
cuadrados para sistemas no lineales con un algodamegiones de confianza.

Los parametros a identificar del modelo no lineatedormente formulado son: los
amortiguamientos lineal y no lineal (ty bi11), el médulo de elasticidad no lineak{(® y
constante piezoeléctrica no lineals;e Dichos parametros se identificaron para una
excitacion de la base de 3 G y los valores obtenidn:

b;; = 3.59¢° N/m? (31)
byyy = 6 10'3 N/m? (32)
C11, = —82.28 TPa (33)
es311 = —11.11 kC/m? (34)

En laFigura 3se muestra la respuesta en frecuencia obteniddiads modelo analitico
(Ecs. 26 — 29)considerando los parametros previamente iderdifisay los resultados
experimentales para una aceleracion en la bas&de 3

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



3056

C.D.

Identificacién de paramtros

GATTI, J.M. RAMIREZ, S. MACHADO, M. FEBBO

T T T T
o Experimental
20 No lineal con "Isgnonlin” -
° o
A
“o-
/o ~
15 / BN B
) ~
g 7 .
S 10 ~ B
9 i \\‘\
5 _
0 I I I I I I I I
96 98 100 102 104 106 108 110 112

Figura 3:

Frecuency (Hz)

experimental.

114

Respuesta en frecuencia analitica nallureando identificacion de parametros y resultado

Se puede observar que el resultado obtenido aaatiéinte predice con buena precision los
resultados obtenidos experimentalmente.

4.2 Validacion experimental

Una vez realizada la identificacién de parametmprecede a validar el modelo analitico
propuesto mediante resultados experimentales @masido diferentes amplitudes de
excitacion tal como se observa en la sigui€igera 4

Respuesta en frecuencia
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Figura 4: Respuesta en frecuencia analitica nalljpexperimental.
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En la Figura 4 se comparan las curvas de respuesta en frecueiitienidos
experimentalmente para diversos valores de exéitade aceleracion en la base, partiendo
desde muy bajas aceleraciones de 0.1 G hasta@@e & es la aceleracion de la gravedad.

La influencia de los términos no lineales es k& en lagigure 5-7 En dichas figuras se
muestra la respuesta en frecuencia experimentegsfaesta del modelo lineal y del modelo

no lineal analitico propuesto. EI modelo lineal algiene eliminando los parametros de
subindicen en lasEcs 26-29.

01G 026G
4.5 T T
o Experimental o Experimental
2r i 4r - - -Lineal g
- - -Lineal | ,
——No-Li — No-Lineal [
No-Lineal 35
1.5r 3t
<) \ ey
S \ 2 25)
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S I
,/'/” \'o L
VA \\\ 15
/ N
0.5r / \ 1t
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Figure 5: Comparacién de respuesta en frecueneiéiaa lineal, no lineal y experimental para 0.¥G.2 G
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Figure 6: Comparacion de respuesta en frecuenal#iaa lineal, no lineal y experimental para 0.5 € G
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Figura 7: Comparacién de respuesta en frecueneiitiaa lineal, no lineal y experimental para 2 G ¢

En lasFigure 5-7se observa que a medida que aumenta la acelemeiéncitacion, la
curva de repuesta en frecuencia se inclina haciagaierda (fenbmeno conocido como
softening), modificando asi la amplitud de voltgienerado y frecuencia resonante del
sistema. Claramente se aprecia que para una asétedte 3 G, el valor maximo de amplitud
disminuye hasta 4 veces su amplitud usando un mdaoedal. En cuanto a la frecuencia
natural del sistema para un modelo lineal es de61i88, y 102 Hz para un modelo no lineal,
es decir una diferencia de 6.6 Hz.

En laFigura 8,se muestra la generacion de voltaje a medida aj@xditacion aumenta
para los dos modelos analiticos lineal y no lirygaéra los resultados experimentales.

Voltaje vs aceleracion

T T
701 - - - Experimental b
o No-Lineal
60 : e— Lineal A
50~ - i
- -
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£ 4o o i
2L _—
8 >
g 30+ o 7 .
20 A B
- B o -
10+ o o o - _
RS
¢ & ° | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3

Aceleracion (Gmax)

Figura 8: Voltaje en funcion de la aceleracion xgtacion.

Para este caso en particular se observa que laageére de voltaje a partir del modelo
lineal no reproduce con exactitud los valores erpamtales, en tal caso solo es valido dicho
modelo para un rango aproximado de 0.1 G. Porrest&o, la influencia de los efectos no
lineales del material es claramente relevante. [8®rga que los resultados del modelo
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analitico no lineal pueden predecir con buena pidtilos resultados experimentales para
todo el rango de excitacion.

En la Figura 9 se muestra las respuestas temporales del voltageeleraciones de
excitacion de la base para frecuencias de excaitat@®6Hz, 102 Hz y 114 Hz apreciandose
claramente la respuesta arménica del sistema. iBgtadna espectral se puede observar que
la respuesta temporal esta predominada por el pamednico, de ésta manera se justifica el
método de balance armdnico de primer orden.

96 Hz 102 Hz 114 Hz

—— Aceleracion
— Voltaje

Voltage (V) — Aceleracion (G)

Voltage (V) — Aceleracion (G)

25 251 252 253 254 25 251 252 253 254 255 25 251 252 253 254 255
Tiempo (s) Tiempo (s) Tiempo (s)

15000 15000 15000

10000 10000 10000

5000 5000 5000

0 0 L 0 .
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300

Frecuencia (hz) Frecuencia (hz) Frecuencia (hz)

FFTVoltage - FFTAceleracion

Figura 9: Respuesta en frecuencia y respuesta tahgp@erimentales.

CONCLUSIONES

En este trabajo se estudido el comportamiento dicidrde una viga cantiléver con una
lamina piezoeléctrica adosada para la recolecceremkergia de vibraciones, sometida a
diferentes niveles de aceleracion de su base.il8® win modelo analitico no-lineal para la
lamina piezoeléctrica, en lo referido a su ecuacidmstitutiva, que contempla el efecto de
histéresis ferroelastica que da lugar a términosgi#ez y disipacion no lineales, dejando de
lado efectos geométricos no lineales. A partir ake dcuaciones de Lagrange se obtuvieron
ecuaciones diferenciales no-lineales que fueramettzs con el método de balance armonico,
implementandose en la solucién un solo armonicsidgséma modelado fue luego construido
y ensayado experimentalmente. A partir del modplicado al analisis de los resultados para
un determinado nivel de aceleracion se identifitatos parametros de la ecuacion
constitutiva del piezoeléctrico, que luego fuerctilizados para analizar los restantes
experimentos. De los resultados obtenidos se pedoait que los parametros encontrados
reprodujeron en forma correcta los experimentoa [z demas aceleraciones utilizadas. Por
ello, se dedujo que el modelo predice correctameintemportamiento dinamico del sistema
estudiado. En cuanto a la solucion implementada mdétodo de balance armonico
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considerando un solo término, el andlisis espedealla respuesta temporal para varias
frecuencias de excitacion en el nivel mas alto deleaacion analizada (3G) arroja que la
respuesta temporal posee un Unico armonico sigtiific (en comparacion con el resto)
validando de esta manera la solucién propuestaolServd experimentalmente que la
frecuencia resonante del sistema depende de lataghgde excitacion y que la respuesta en
frecuencia presenta un comportamiento no lineaklRiente, el modelo lineal sobreestima la
capacidad de voltaje recolectado por el dispositipoedice una frecuencia resonante alejada
de la realidad lo cual es perjudicial a la horadafiar un recolector de energia bajo una
condicién dinamica resonante.
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APENDICE
Los momentos de inercia son:

1 2
L, = §b,f,h,f,(3az + 3ah, + h,")

1
Iy = §bshs(3a2 — 3ah, + hy?)
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1 3

IsZ = Ebshs
—b,Ci1nhy® + boCyqhi?
a= pt1ip'*p st11slts
2(bycy1phy + bscyishs)

donde los subindices y p indican el material de aluminio y piezoeléctrico
respectivamente. El subindines indicativo que los coeficientes son no lineales

Las siguientes ecuaciones se observan los codésiate acoplamiento lineal y no
lineal, y la capacidad eléctrica.

1
]p = Ebpegl(za + hp)

1 2
]pn = §bpe311(3a2 + 3ahp + hp )

0= ]pd)’[Ll]

L1

0, = _]pn ¢”[x]2 dx
0
_ pr1€33

C
p
- | o
Las siguientes ecuaciones se observan la rigideally no lineal.

= — 1 2 2
kp—qw@—g%qw%@a+3m%+%)
— 1 2 2
kpn = =7 bpCruiphy(2a + hy ) (20 + 2ah, + ")
1 , )
ksl = Cy15l51 = §bscllshs(3a - 3ahs + hs )

ks, = cr1sls2 = Ebscllshs3

ksp = (kp + k1) = C11plp + C115ls1
Las siguientes ecuaciones se observan las maakestptmodales.

my = ppbyphy,
mg = psbshs

Mg, = My, + My
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my = mpL1 + mS(L1 + Lz)

L, Li+L,
m=mg, | ¢[x]? dx+msj ¢d[x]? dx
0 L1
donde la masa modal forzante es:

Li+L,

Ly
mg = Mgy i ¢[x] dx +mst o[x] dx

1
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