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Resumen. La conversión de vibraciones en una forma utilizable de energía se ha convertido 
en un tema de gran interés en la comunidad científica. Los materiales piezoeléctricos 
producen cargas eléctricas cuando son deformados mecánicamente y es por tal motivo que 
son especialmente aptos para su aplicación en sistemas recolectores de energía. Aunque es 
sabido que las ecuaciones constitutivas de los piezoeléctricos son no lineales, la mayoría de 
los modelos matemáticos existentes están basados en la forma linealizada de estas ecuaciones. 
Sin embargo, el creciente avance en estos dispositivos recolectores ha puesto especial énfasis 
en la comprensión rigurosa del comportamiento electromecánico de los piezocerámicos como 
parte integrante de una estructura. El propósito de este trabajo es investigar la influencia de 
los términos constitutivos no lineales de los materiales piezoeléctricos sobre el 
comportamiento dinámico de una viga cantilever sometida a una aceleración de su base. Para 
realizar el análisis se desarrolla un modelo analítico no lineal cuyos resultados son 
comparados con ensayos experimentales y numéricos. Se presenta la influencia de los 
términos no lineales sobre el voltaje eléctrico y potencia generada por el recolector de energía 
considerando diferentes amplitudes de excitación.   
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1 INTRODUCCIÓN 

La necesidad de nuevas fuentes de energía limpias, debido a la creciente demanda de 
energía, ha impulsado el surgimiento de una intensa actividad de investigación en la búsqueda 
de nuevas formas de gestión eficiente de los recursos energéticos. Entre las llamadas técnicas 
de captación de energía (técnica conocida como Energy Harvesting en inglés), que permiten 
una recolección de energía residual a partir de fuentes ambientales limpias y libres (luz, 
vibraciones, gradiente térmico), el uso de energía mecánica en forma de vibraciones es una 
opción interesante, ya que no depende del nivel de luz solar. 

Los dispositivos mecánicos recolectores de energía producen electricidad a partir de la 
vibración, tensión y deformación mecánica de la superficie del sensor. La extracción de 
energía de vibración esta comúnmente basada en el movimiento de un sistema relativo a su 
marco de soporte. La aceleración mecánica es producida por vibraciones que provocan el 
movimiento oscilatorio de la masa. Esta energía cinética puede ser convertida en energía 
eléctrica por medio de un campo magnético variable, por la deformación de un material 
piezoeléctrico o por un campo eléctrico. La mayoría de los sistemas de fuente vibratoria 
trabajan en resonancia, lo cual implica que existe un pico en la amplitud de desplazamiento 
donde el sistema entrega la máxima cantidad energía. La resonancia en un recolector de 
energía de vibración o resonador mecánico del tipo viga en voladizo es afectada por la tensión 
flexional presente en el dispositivo. Por lo tanto, el nivel de tensión alcanzado en la estructura 
oscilante es el principal parámetro a la hora de obtener la máxima potencia de salida de un 
recolector mecánico. Algunos dispositivos son capaces de trabajar en una zona ligeramente 
alejada del pico de resonancia cuando existe un exceso de energía disponible. Es por tal 
motivo que la atención de los investigadores se concentra actualmente tanto en sistemas auto-
sintonizables, para aprovechar el fenómeno de resonancia, como en técnicas de recolección de 
energía no resonante. 

Una revisión de estado de arte adoptando modelos lineales ha sido desarrollada por 
muchos investigadores. Estos modelos matemáticos de dispositivos de recolección de energía 
en su mayoría usan la teoría de vigas de Euler-Bernoulli bajo excitación de la base, como por 
ejemplo son los casos de Beeby S P et al, 2006 , Erturk A et al, 2011,  Erturk A et al, 2008.  

El comportamiento no lineal de los dispositivos de recolección de energía se presenta a 
partir de no-linealidades geométricas debido a grandes desplazamientos, o bien desde el punto 
de vista de sus ecuaciones constitutivas por medio de no-linealidades elásticas, de 
acoplamiento electromecánico o el fenómeno de histeresis ferroelástica y ferroeléctrica Shiv 
Joshi, 1992, Damjanovic, 2011, Goldschimidtboeing, 2005. 

Las no linealidades de los materiales piezoeléctricos se manifiestan en muchas 
aplicaciones de ingeniería y su comportamiento no lineal asociado a dispositivos recolectores 
de energía es estudiado por muchos investigadores. Stanton S, 2010 propone validar 
experimentalmente un modelo matemático teniendo en cuenta la no linealidad corresponde a 
efectos elásticos de orden superior y acoplamiento no lineal a un circuito recolector de 
energía. La no linealidad corresponde a efectos elásticos de orden superior y acoplamiento no 
lineal a un circuito recolector de energía. La literatura existente se concentra en la dinámica 
de estructuras hechas de materiales piezoeléctricos y ha focalizado tales no linealidades en 
forma separada, como por ejemplo, Aurelle, N, et al, 1996 estudió la contribución de las 
deformaciones y el acoplamiento electromecánico en la respuesta no lineal de una viga 
piezoeléctrica bajo campos eléctricos débiles. Albareda et al. 2000, sólo considera una 
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formulación de alto orden en el potencial termodinámico a partir del cual se obtienen 
ecuaciones constitutivas no-lineales para la tensión y el desplazamiento eléctrico de alto orden 
en la deformación y el campo eléctrico. Priya, S, et al, 2001 analizó no linealidades eléctricas 
generadas por campos eléctricos fuertes y la influencia del fenómeno ferroelásticos. 
Leadenham et al, 2014 estudiaron un modelo de parámetros distribuidos teniendo en cuenta 
ablandamiento y no linealidades disipativas de una viga piezoeléctrica del primer modo 
flexional usando el método de balance armónico. 

En este artículo se pretende caracterizar la influencia del fenómeno ferroelásticos en la 
recolección de energía utilizando materiales piezoeléctricos QP16N MIDE desarrollados por 
MIDE Technology. El modelo estructural a estudiar es una viga cantiléver de aluminio con un 
parche de material piezoeléctrico MIDE. El modelo analítico se base en una teoría 
ferroelástica de alto orden. La  respuesta dinámica del modelo analítico es comparada con los 
resultados de los ensayos experimentales. Las constantes no lineales de la matriz constitutiva 
del material han sido establecidas mediante identificación de parámetros. Finalmente, se 
analiza la influencia de los parámetros no lineales del material piezoeléctrico en la recolección 
de energía. 

2 DESCRIPCION DEL RECOLECTOR DE ENERGIA 

El modelo de recolección de energía consiste en una estructura empotrada libre de 
aluminio con una lámina de material piezoeléctrico MIDE QP16N ubicada en la región 
cercana al empotramiento. Mediante la deformación del material PZT se transforma la energía 
mecánica en energía eléctrica como se puede observar en la Figura 1. 

 

 
Figura 1: Esquema del sistema de recolección de energía 

El modelo matemático del recolector de energía se basa en la teoría de Bernoulli-Euler, 
donde w(x,t) es la deflexión transversal de la viga desde el punto de equilibrio. En cuanto al 
modelo eléctrico se considera el campo eléctrico lineal y uniforme a través del espesor del 
piezoeléctrico. La no linealidad del sistema corresponde a los fenómenos no lineales de 
ferroelasticidad del material piezoeléctrico. El modelo propuesto es resuelto a partir del 
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método de balance armónico utilizando los ensayos experimentales para realizar una 
identificación de los parámetros no lineales del material. 

2.1 Desplazamientos 

El campo de desplazamiento se define como: 

� = �−� ���	, ���	 										0										��	, �� + �����
�
 (1) 

siendo ��	, ��el desplazamiento transversal y ���� el movimiento de la base. 

2.2 Discretización 

El método de Galerkin es usado para reducir el sistema de ecuaciones diferenciales 
parciales a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinario. Se considera en la discretización 
el primer modo flexional. 

��	, �� = ����	�
�

���
����� (2) 

 
La componente de deformación será: 

�� = ����	 = −� ����	, ���	� = −������′′�	� (3) 

2.3 Densidad de entalpía 

La densidad de entalpia de la estructura de aluminio y el piezoeléctrico es denotada por los 
subíndices s y p respectivamente. La no linealidad de la constitutiva del material 
piezoeléctrico es desarrollada de acuerdo a G. Maugin, 1985, J. Yang, 2005, U. von Wagner, 
et al, 2002 y Leadenham et al, 2014. 

�� = 1
2 !������ (4) 

�" = 1
2 !��"��� +

1
3 !���"��$%�&���� − '$���($ − 1

2 '$�����%�&����($ −
1
2 )$$($� (5) 

donde !��� y !��" son los módulos de elasticidad del aluminio y el piezoelectrico, !���" es 
el módulo de elasticidad no lineal,	'$� es la constante piezoeléctrica lineal, '$�� es la 
constante piezoeléctrica no lineal, )$$ es la permitividad del piezoeléctrico y ($es el campo 
eléctrico que viene dado por: 

($ = −	*���ℎ"  (6) 
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2.4 Energía interna 

La energía potencial interna total del sistema está constituida por la energía interna del 
aluminio en la longitud total de la estructura y del parche piezoeléctrico. 

, = ," + ,� (7) 

Integrando la densidad de entalpia en el volumen de la estructura de aluminio y el 
piezoeléctrico. 

,	 = -�	./	
	
0	

 (8) 

Reemplazando las Ecs. (3) y (4) en la Ec. (7) se obtiene la expresión de la energía interna 
total del sistema recolector. 

, = 1
2 �[�]� +

143 �[�]$%�&��[�]� − 5*[�]�[�] − 542 *[�]%�&��[�]��[�]� − 6"2 *[�]� (9) 

donde 1, 14,	5,	54,	6" son la rigidez modal lineal, la rigidez no lineal, el acoplamiento 
electromecánico lineal y no lineal, y la capacidad eléctrica respectivamente definidas 
posteriormente en el Apéndice. 

2.5 Energía cinética 

La energía cinética del recolector está distribuida en la longitud total de la estructura y la 
viga piezoeléctrica y está dada por: 

7 = 7" + 7� (10) 

7	 = 1
2- 8	 ��$��

� ./	
	
0	

 (11) 

Integrando en el volumen de la estructura y el piezoeléctrico, la expresión de la energía 
cinética total es: 

7 = 1
29��:[�]� +9;�:[�]�: [�] + 1

29�: [�]� (12) 

donde 9�,	9; y 9 son la masa modal total, la masa modal forzante y la masa total de la 
estructura respectivamente. 

2.6 Energía de disipación 

El amortiguamiento estructural es proporcional a la deformación de la viga. En este 
modelo se consideran dos disipaciones, una de ellas es el amortiguamiento propio de la 
estructura de aluminio y la otra es el amortiguamiento no lineal del material piezoeléctrico 
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Leadenham S, 2014. Las expresiones para el amortiguamiento de la estructura de aluminio y 
la piezoeléctrica están dadas por las Ecs. (13) y (14), respectivamente. 

<� = 1
2=�����%�&���� (13) 

<" = 1
3=�����$ (14) 

La energía de disipación de la estructura de aluminio y el material piezoeléctrico se obtiene 
integrando en el volumen respectivo, quedando así: 

>4?" = - <"./"
	
0@

 (15) 

>4?� = - <�./�
	
0A

 (16) 

La energía de disipación por el efecto Joule en la resistencia de carga se determina 
mediante: 

>4?B = �B���*��� (17) 

 donde �B es la carga eléctrica. 
La energía de disipación total queda expresada por la siguiente ecuación: 

>4? = >4?" +>4?� +>4?B (18) 

Reemplazando las Ecs. (15-17) en Ec. (18), la expresión de energía disipada total queda 
expresada como: 

>4? = −1
2=�[�]�%�&��[�]�−

1
3=4�[�]$ + �B[�]*[�] (19) 

2.7 Ecuaciones de movimiento 

Las ecuaciones electromecánicas de movimiento basadas en el principio extendido de 
Hamilton, D. A. Wells, 1972. 

9�C [�] + �=�[�]%�&��[�]� + =4�[�]��%�&��: [�]� + 1�[�] + 14�[�]�%�&��[�]� −�5 + 54�[�]%�&��[�]��*[�] = −9;�C[�] (20) 
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6"*:[�] + *[�]
DE + �5 + 54�[�]%�&��[�]���: [�] = 0 (21) 

2.8 Balance armónico 

El método de balance armónico se ha utilizado ampliamente para analizar soluciones 
periódicas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, Nayfeh et al, 1995. En este 
análisis, una solución de equilibrio armónico de primer orden es usado para obtener la 
respuesta de estado estacionario a una excitación armónica. Se propone una aceleración 
armónica de la base con amplitud constante: 

�C��� = F !G%�H�� (22) 

La respuesta armónica del desplazamiento modal y de voltaje se propone: 

���� = I� !G%�H�� + I� %'&�H�� (23) 

*��� = /� !G%�H�� + /� %'&�H�� (24) 

Siendo la amplitud de ����: 

I = JI�� + I�� (25) 

Reemplazando las Ecs. (22-24) en Ecs. (20-21) se obtiene el sistema de ecuaciones 
algebraicas: 

−9Ω�I� + L2M = +
4
3M =4IOI� + L1 + 8

3M 14IOI� − 5/�
− 4
3M 54 �

Q2I�� + I��R/� + I�I�/�I � +9;F = 0 
(26) 

−9Ω�I� − L2M = +
4
3M =4IOI� + L1 + 8

3M 14IOI� − 5/�
− 4
3M 54 �

Q2I�� + I��R/� + I�I�/�I � = 0 
(27) 

6"Ω/� + /�DE + L5 + 4
3M 54IOΩI� = 0 (28) 

6"H/� − /�DE + L5 + 4
3M 54IOHI� = 0 (29) 

El voltaje en el dominio de frecuencias se obtiene mediante la siguiente ecuación: 
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/ = J/�� + /�� (30) 

3 EXPERIMENTACIÓN 

Los experimentos consisten en excitar la viga cantiléver mediante una aceleración en la 
base de la misma. La señal de entrada es generada a través de un generador arbitrario de 
ondas Rigol DG4062 y posteriormente amplificada para luego ingresar a un shaker Labworks 
ET-132. La respuesta es medida por un acelerómetro PCB Piezotronics con una sensibilidad 
de 98.7 mV/g. La señal de salida es adquirida por una placa National Instruments NI9234 y 
postprocesada mediante un código generado en Matlab. La configuración de ensayo se puede 
observar en la Figura 2. 

 
Figura 2: Esquema del ensayo experimental. 

Las propiedades geométricas y materiales se muestran en la Tabla 1 y Tabla 2. 
 

Propiedades Geométricas Núcleo Piezoeléctrico 
Material Aluminio MIDE QP16N 
Longitud 80 mm 45.9 mm 

Base 21 mm 20.574mm 
Espesor 0.5 mm 0.254 mm 

Tabla 1: Propiedades geométricas del dispositivo recolector de energía. 
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Núcleo (Aluminio) Piezoeléctrico (MIDE QP16N) 

Módulo de Young  67 GPa 67 GPa 
Densidad 2700 kg/m3 7800 kg/m3 
Constante 

Piezoeléctrica d31 
- 1.9 E+2 pm/V 

Capacitancia - 90.78 nF 

Tabla 2: Propiedades de los materiales 

Los ensayos consisten en realizar mediciones estacionarias para cada frecuencia de 
excitación y valores de aceleraciones constantes en la base. En cuanto a las frecuencias de 
excitación se realizaron mediciones de frecuencias que van desde 96 a 114 Hz de tal forma de 
capturar el primer modo flexional del sistema. Con respecto a las aceleraciones de excitación, 
se ensayaron con aceleraciones de la base constantes de 3 G, 2 G, 1 G, 0.5 G, 0.2 G y 0.1 G. 
Dichos valores se eligieron con el motivo de apreciar con claridad el rango en que se 
presentan comportamientos no lineales del sistema. La resistencia de carga utilizada es de 100 
kΩ para todos los casos. 

4 RESULTADOS 

4.1 Identificación de parámetros 

La identificación de parámetros se realiza mediante el método de optimización de mínimos 
cuadrados para sistemas no lineales con un algoritmo de regiones de confianza. 

Los parámetros a identificar del modelo no lineal anteriormente formulado son: los 
amortiguamientos lineal y no lineal (b11 y b111), el módulo de elasticidad no lineal (c111) y 
constante piezoeléctrica no lineal (e311). Dichos parámetros se identificaron para una 
excitación de la base de 3 G y los valores obtenidos son: 

=�� = 3.59'V	W/9� (31) 

=��� = 6	10�$	W/9� (32) 

!��� = −82.28	7Z[ (33) 

'$�� = −11.11	16/9� (34) 

En la Figura 3 se muestra la respuesta en frecuencia obtenida a partir del modelo analítico 
(Ecs. 26 – 29) considerando los parámetros previamente identificados y los resultados 
experimentales para una aceleración en la base de 3G. 
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Figura 3: Respuesta en frecuencia analítica no lineal usando identificación de parámetros y resultado 

experimental. 

Se puede observar que el resultado obtenido analíticamente predice con buena precisión los 
resultados obtenidos experimentalmente. 

4.2 Validación experimental 

Una vez realizada la identificación de parámetros se procede a validar el modelo analítico 
propuesto mediante resultados experimentales considerando diferentes amplitudes de 
excitación tal como se observa en la siguiente Figura 4 

 
Figura 4: Respuesta en frecuencia analítica no lineal y experimental. 
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En la Figura 4 se comparan las curvas de respuesta en frecuencia obtenidos 
experimentalmente para diversos valores de excitación de aceleración en la base, partiendo 
desde muy bajas aceleraciones de 0.1 G hasta 3 G; donde G es la aceleración de la gravedad. 

La influencia de los términos no lineales es ilustrada en las Figure 5-7. En dichas figuras se 
muestra la respuesta en frecuencia experimental, la respuesta del modelo lineal y del modelo 
no lineal analítico propuesto. El modelo lineal se obtiene eliminando los parámetros de 
subíndice n en las Ecs 26-29. 

 
Figure 5: Comparación de respuesta en frecuencia analítica lineal, no lineal y experimental para 0.1 G y 0.2 G 

 
Figure 6: Comparación de respuesta en frecuencia analítica lineal, no lineal y experimental para 0.5 G y 1 G 
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Figura 7: Comparación de respuesta en frecuencia analítica lineal, no lineal y experimental para 2 G y 3 G 

En las Figure 5-7 se observa que a medida que aumenta la aceleración de excitación, la 
curva de repuesta en frecuencia se inclina hacia la izquierda (fenómeno conocido como 
softening), modificando así la amplitud de voltaje generado y frecuencia resonante del 
sistema. Claramente se aprecia que para una aceleración de 3 G, el valor máximo de amplitud 
disminuye hasta 4 veces su amplitud usando un modelo lineal. En cuanto a la frecuencia 
natural del sistema para un modelo lineal es de 108.6 Hz, y 102 Hz para un modelo no lineal, 
es decir una diferencia de 6.6 Hz. 

En la Figura 8, se muestra la generación de voltaje a medida que la excitación aumenta 
para los dos modelos analíticos lineal y no lineal y para los resultados experimentales. 

 

Figura 8: Voltaje en función de la aceleración de excitación. 

Para este caso en particular se observa que la generación de voltaje a partir del modelo 
lineal no reproduce con exactitud los valores experimentales, en tal caso sólo es válido dicho 
modelo para un rango aproximado de 0.1 G. Por este motivo, la influencia de los efectos no 
lineales del material es claramente relevante. Se observa que los resultados del modelo 
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analítico no lineal pueden predecir con buena precisión los resultados experimentales para 
todo el rango de excitación. 

En la Figura 9 se muestra las respuestas temporales del voltaje y aceleraciones de 
excitación de la base para frecuencias de excitación de 96Hz, 102 Hz y 114 Hz apreciándose 
claramente la respuesta armónica del sistema. Del diagrama espectral se puede observar que 
la respuesta temporal está predominada por el primer armónico, de ésta manera se justifica el 
método de balance armónico de primer orden. 

 
Figura 9: Respuesta en frecuencia y respuesta temporal experimentales. 

CONCLUSIONES 

En este trabajo se estudió el comportamiento dinámico de una viga cantiléver con una 
lámina piezoeléctrica adosada para la recolección de energía de vibraciones, sometida a 
diferentes niveles de aceleración de su base. Se utilizó un modelo analítico no-lineal para la 
lámina piezoeléctrica, en lo referido a su ecuación constitutiva, que contempla el efecto de 
histéresis ferroelástica que da lugar a términos de rigidez y disipación no lineales, dejando de 
lado efectos geométricos no lineales. A partir de las ecuaciones de Lagrange se obtuvieron 
ecuaciones diferenciales no-lineales que fueron resueltas con el método de balance armónico, 
implementándose en la solución un solo armónico. El sistema modelado fue luego construido 
y ensayado experimentalmente. A partir del modelo aplicado al análisis de los resultados para 
un determinado nivel de aceleración se identificaron los parámetros de la ecuación 
constitutiva del piezoeléctrico, que luego fueron utilizados para analizar los restantes 
experimentos. De los resultados obtenidos se pudo deducir que los parámetros encontrados 
reprodujeron en forma correcta los experimentos para las demás aceleraciones utilizadas. Por 
ello, se dedujo que el modelo predice correctamente el comportamiento dinámico del sistema 
estudiado. En cuanto a la solución implementada del método de balance armónico 
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considerando un solo término, el análisis espectral de la respuesta temporal para varias 
frecuencias de excitación en el nivel más alto de aceleración analizada (3G) arroja que la 
respuesta temporal posee un único armónico significativo (en comparación con el resto) 
validando de esta manera la solución propuesta. Se observó experimentalmente que la 
frecuencia resonante del sistema depende de la amplitud de excitación y que la respuesta en 
frecuencia presenta un comportamiento no lineal. Finalmente, el modelo lineal sobreestima la 
capacidad de voltaje recolectado por el dispositivo y predice una frecuencia resonante alejada 
de la realidad lo cual es perjudicial a la hora de diseñar un recolector de energía bajo una  
condición dinámica resonante.  
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APENDICE 

Los momentos de inercia son: 
 

\" = 1
3 ="ℎ"Q3[� + 3[ℎ" + ℎ"�R  

\�� = 1
3=�ℎ�Q3[� − 3[ℎ� + ℎ��R  
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\�� = 1
12=�ℎ�$ 

 

[ = −="!��"ℎ"� + =�!���ℎ��
2Q="!��"ℎ" + =�!���ℎ�R  

 

donde los subíndices s y p indican el material de aluminio y piezoeléctrico 
respectivamente. El subíndice n es indicativo que los coeficientes son no lineales. 

 
Las siguientes ecuaciones se observan los coeficientes de acoplamiento lineal y no 

lineal, y la capacidad eléctrica. 
 

 

]" = 1
2="'$�Q2[ + ℎ"R  

]"4 = 1
3="'$��Q3[� + 3[ℎ" + ℎ"�R  

5 = ]"�^[_�]  

54 = −]"4- �^^[	]� .	`�
a

 
 

6" = ="_�)$$
ℎ"  

 

Las siguientes ecuaciones se observan la rigidez lineal y no lineal. 

1" = !��"\" = 1
3="!��"ℎ"Q3[� + 3[ℎ" + ℎ"�R  

1"4 = −1
4="!���"ℎ"Q2[ + ℎ"RQ2[� + 2[ℎ" + ℎ"�R 

 

1�� = !���\�� = 1
3=�!���ℎ�Q3[� − 3[ℎ� + ℎ��R  

1�� = !���\�� = 1
12 =�!���ℎ�$ 

 

1�" = Q1" + 1��R = !��"\" + !���\�� 
 

Las siguientes ecuaciones se observan las masas totales y modales. 

9" = 8"="ℎ" 
 

9� = 8�=�ℎ�  

9�" = 9" +9�  
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9� = 9"_� +9��_� + _��  

9 = 9�"- �[	]� .	`b
a

+9�- �[	]� .	`bc`d
`b

 
 

donde la masa modal forzante es: 

9; = 9�"- �[	].	`b
a

+9�- �[	] .	`bc`d
`b
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