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Resumen En este trabajo se presentan algunos resultados de la apticidinétodo Multigrilla a la
resolucon en forma nurarica de problemas de valores de contorno.

Los métodos tales como Elementos Finitos o Diferencias Finitas aplicados a estos problemas con-
ducen a un sistema de ecuaciones algebraicas lineales. Cuando estos sistemas son muy grandes, ni los
métodos directos ni los iterativos dan resultados satisfactorios. En cadaditedatineétodo Multigrilla
se trabaja con sistemas de distintos thasaresultantes de distintos niveles de discretima¢mallas
gruesas y finas). Esto permite obtener resultados con un cosfialdocmenor que con los &odos
iterativos chsicos.

Nuestro objetivo es implementar ebtodo Multigrilla a un cluster del tipo BEOWULF paralculo
en paralelo. El presente trabajo constituye una primera etapa en la cual se construye un algoritmo secuen-
cial para resolver la ecudni de Poisson en 1D y 2D por elétodo de Diferencias Finitas. Se compara
el método Multigrilla con nétodos de relajaén clasicos como Gauss Seidel y Gradiente Conjugado,
analizndose ventajas y desventajas entre los mismos.
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1. INTRODUCCION

Existen numerosos problemdsi€os modelados mediante ecuaciones diferenciales que ge-
neralmente no pueden resolverse en formaaeel Para estos casos, muchas veces se discretiza
el problema de forma tal de reducirlo a la resobmcde un sistema de ecuaciones algebraicas
lineales. A medida que la discretizanise hace s fina dicho sistema crece y el problema de
resolverlo deja de ser simple.

Los meétodos directos, de los cuales la Elimir@aciGaussiana es el prototipo, determinan
una soluddn en un imero finito de paso&stos, cuando son aplicados a matrices de dirbansi
n X n, requiererO(n?) operaciones aritéticas.

Los metodos iterativos (o de relajd@xi), representados por las iteraciones de Jacobi y Gauss
Seidel, parten de una aproximaeiinicial de la soluén. Su objetivo es mejorar la aproxi-
macbn actual mediante una sudaside pasos simples de actualizaco iteraciones. Dicha
sucesbn de aproximaciones que se genera (idealmente) converge a lsdaaeicta del sis-
tema lineal. Los ratodos dhsicos de relajadh son &ciles de implementar y pueden ser aplica-
dos satisfactoriamente a una mayor variedad de sistemas lineales que surgen de la di@aretizaci
de PDE’s que los &todos directos.

Luego de examinar pctica y té@ricamente algunos de losétodos iterativos &s comun-
mente utilizados, se puede establecer que muchos de ellos poseen la propiedad de suavizado.
Esta propiedad permite que dichogtwdos eliminen las componentes oscilantes o de alta fre-
cuencia del error eficientemente; sin embargo las componentes suaves o de baja frecuencia
permanecen relativamente sin cambio. Se busca entonces averiguar si &stdesnpueden
modificarse de alguna manera para hacerlos efectivos en la redukctodas las componentes
del error.

Una forma de mejorar un esquema de rel@acien principio, es utilizando una aproxi-
macbn inicial mas adecuada. Un&dnica conocida para obtenerla es llevar a cabo algunas
iteraciones preliminares en una mallaéasngruesa. El proceso en dicha malla es menos cos-
toso debido a que se tienen menos variables a ser actualizadas §satiemalla ras gruesa
tend@a una tasa de convergencia marginalmente mejorada.

Con estaihea de razonamiento, si se asume que se ha aplicado un esquema démelajaci
hasta que @o se observen las componentes suaves del error, se considera dnegducen
dichas componentes en una mallasygruesa. Las componentes suaves del error en la malla
fina lucen menos suaves en la malla gruesa, lo cual sugiere que cuando laomelegecienza
a sdialar predominaéin de componentes de baja frecuencia del error, es aconsejable moverse
a una malla ras gruesa, dondestas aparecenan oscilatorias y la relajam sea mas efectiva.

Ante el interrogante dedeno moverse de una malla a otra y relajar, es donde comienza a de-
sarrollarse laécnica de los @todos Multigrilla Arnold, 1999 Briggs W.L|, 2000 [Press W.H.
1988 Wesselin1992 Xu, [1995.

En este trabajo, se considérardos problemas testiglicos cuya discretizagh conduce a
un sistema lineal de ecuaciones algebraicas. Para resolver este sistema, senutibrados
iterativos como Gauss Seidel y Gradiente Conjugado y finalmente se résdigbo sistema
mediante el ratodo Multigrilla, estableéndose ventajas y desventajas de uno frente a otro.

2. PROBLEMAS TEST EN UNA'Y DOS DIMENSIONES

Se considera el problema de valores de borde unidimensional

—u" = f, en(0,1);
{ w(0) = u(1) = 0 (1)
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cuya soludbn se aproxima sobre una grilla uniforme de tama usando diferencias finitas
centradas. Esto conduce a la resduaaile un sistema de ecuaciones lineales de la forma

Az =1b (2

El tamdio de este sistema es inversamente proporciohay @or lo tanto crece conforme
tiende a cero. La matriz de coeficientégorrespondiente &) es singtrica y definida positiva
y tiene la forma

2 -1 0 0 0 O

) -1 2 -1 - 0 0 0
A= &t 1 (3)

o o o --- -1 2 -1

o o o0 -~ 0 -1 2

y el vectorb corresponde a los valores de la fumtif en los nodos de la grilla. Luego, el pro-
blema de resolverl]] se ha cambiado por el de resolvé) lo cual se puede realizar mediante
métodos directos o iterativos aunque generalmente le®ados directos tienen limitaciones
tanto en memoria como en tiempo de procesamiento.

Se analizaan en la siguiente sedri algunos ratodos iterativos élsicos que suelen utilizarse
para los fines que se persiguen.

De igual forma se considera el siguiente problema test en dos dimensiones,

—Au=f, en(0,1) x (0,1);
{ u(0,y) = u(l, ) = u(z.0) = u(z, 1) = 0 @

donde la discretizaon es uniforme en las dos variables, es dégir= h, = h, N = 1/hy
corresponde a un esquema en diferencias finitas centradas de cinco puntosiiBldaraate
sistema es inversamente proporcionaf @reciendo conformeé tiende a cero, donde la matriz
de coeficientes! correspondiente a la ecuéni(4) es

4 -1 0 -~ =1 0 - 0 0 0
-1 4 -1 -+ 0 =1 -~ 0 0 0
1f-1 0 o -+ 4 -1 .. 0 -1 0
A=l 0 -1 0 v 21 4 o 0 0 -1 ®)
0o 0 0 -+ 0 0 - —1 4 -1
0 0 0 -+ =1 0 -~ 0 —1 4

la cual es siratrica y definida positiva y el vectdr corresponde a los valores de la funti
f(z,y) en los nodos de la grilla.

3. ALGUNOS METODOS ITERATIVOS PARA SISTEMAS LINEALES

Para resolver el sistemdr = b, se consideraron losé@&todos de Gauss Seidel y Gradiente
Conjugado.
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3.1. Metodo de Gauss Seidel

Dada una soluéin inicial aproximada:, del sistemadx = b, la solucbn exactar se puede
escribir entonces come = x, + ¢, donde el erroe = = — z, Se relaciona con el residuo
r = b — Axy mediante la ecuadh Ae = r. Es decir, se puede expresacomo una correcoin
residual dex,

x=1x0+ A (b— Axp) (6)

Esta ecuadin no editil a los fines pacticos debido a que ehfculo dee mediante la resoluon
de Ae = r es tan costoso de resolver computacionalmente como el problema orlginab.

En los netodos iterativos ésicos se aproxima ! por una matriz3 que sea menos costosa
de obtener. En el caso particular de Gauss Seidel sefomd.~! dondeL es la parte triangular
inferior de A incluyendo la diagonal. De esta manera, la ecuapiara la iteraéin general de
Gauss Seidel es:

Tit1 :.CCz—f—Lil(b—AiCl) i:0,1,2,“' (7)

partiendo de una aproximaai inicial zo. Este nétodo es convergente para cualquier matriz
simétrica y definida positiva pero, como se&ems adelante mediante experimentos ations
simples, la convergencia es lenta.

3.2. Meétodo del Gradiente Conjugado

Dado el sistemalz = b, dondeA es singétrica y definida positiva, se puede obtener su forma
cuadatica asociada

1
donde el vector: que minimiza¢ es la soludn del sistemadz = by (u,v) = u'v es el
producto escalar usual &¥. Se busca entonces unnimo parap con iteracon

"t =2k 4 afpy, 9)

donde dada*, el algoritmo busca una direéei p;, y un pasa* a lo largo de dicha direcgn
para obtener la nueva iteraai. Si se reescribg en funcbn dea* se tiene

o) = g(a* +a’pr) = 9(a) (10)
El pasoa* se calcula de forma tal que minimi&éa’“). Luego,
do do ,
E§£a6==ﬁmﬂﬁ%@*+ﬂﬁﬁw>=<me4@*+wfpw-—ﬂ>=0 (11)

Entonces,
(ors Apr)a® = (pr, b — Az")

k
= <p7€7'r >
donder* es el residuo en la iteraii k. De esta manera, el valor del paso puede calcularse como

(12)

k
k <pk7 r >
ol = — (13)
{Prs Apr)
Si bien hay varios @todos para encontrar la diregoip, se traba) con el nétodo del Gradiente
Conjugado cuya itera@h general es

" =2+ a’py +alpr + -+ dFpy (14)
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donde las direcciones, son A-conjugadas, es decir

(pipj)a = (pi, Apj) =0 Sii#j (15)

Entonces, dada, en cada iteradin se calcula el pasa”, luego se arma la nueva iterani
"1 mediante®) y finalmente se calcula el residuo correspondiente a dicha iberalci'. A
continuacbn se computa la nueva direonide lusqueda

i1 ="+ 4 py (16)

dondey* se elige de modo que
(Prs1,p)a =0 (17)

Se ve de esta manera que d@todo del Gradiente Conjugado busca determifiat de modo
que

k+1 A k+1 _ ‘ . A - 18
(x xz, Az z)) e lin (v -2, (v—1)) (18)

donde
Ki(A, 1) = span{r®, Ar®, A%, ...  AFr0} (29)

Este nétodo, converge en a lo sumot 1 iteraciones para de dimensinn.

3.3. Aplicaciones Pacticas

En una primera instancia y con el fin de calcular errores exactos, se analizan los distintos
métodos de resoluah sobre el problema concreto de la forripquya solucbn exacta es

u(z) = 100x(x — 1) sin((z — 1/2)%/2) (20)

y se resuelve el sistem3)(mediante algunos @todos iterativos partiendo de una aproxirbaci
inicial aleatoria en todos los casos.

Primeramente se apbel método de Gauss Seidel al sisterha = b asociado a la ecuani
diferencial () para particiones de distinto tafita A continuaddn se presentan algunasafir
cas de las primeras iteraciones de esétaio para el caso particular= 27 en las que se
observa claramente la propiedad de suavizado. Es decir, partiendo de una aptximeicl
aleatoria y por lo tanto muy oscilante, puede ves®a en las primeras iteraciones la sofurci
es suavizada en el sentido de la dismibuadie las oscilaciones.

En las figurad'y 2 se muestran, respectivamente, la aproxidmaaiicial y la primera itera-
cion del metodo de Gauss Seidel confrontadas con la sotucodal exactaX0). En las figuras
3y 4 se exhiben la cuarta y @gima iteradn respectivamente. En estas figuras se observa
como las soluciones aproximadas obtenidas son suavizadas luego de unas pocas iteraciones. Si
se aplica el ratodo del Gradiente Conjugado al sistedia= b asociado a la ecuam diferen-
cial (1) para el misma. se observa claramente, al igual que en étado de Gauss Seidel, la
propiedad de suavizado&anse figuras a'8).

Esta misma propiedad se apliégicamente sobre los errores. Sin embargo, como se muestra
en la figure9 el error no se reduce con la misma rapidez con que se produce el suavizado. En
esta figura se graficel error relativo de aproximamn por iteracbn para ambos &todos con
h = 277, habéndose truncado luego de la itei@ti 28 el error relativo correspondiente a Gauss
Seidel para llevar a cabo la comparati
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Figura 1:Aproximacbn inicial para el ratodo de Figura 2: Primera itera@n con el nétodo de
Gauss Seidel para= 27 Gauss Seidel parfa= 2"
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Figura 3:lteracibn 4 con el netodo de Gauss Sei- Figura 4:lteracbn 20 con el rétodo de Gauss Sei-
del parah = 277 del parah = 277

En el método de Gradiente Conjugado, para el probletjhaii particular, cada iteram lo
requiereO(n) operaciones debido a que la matr®; €s rala (tridiagonal). Este &vodo es de
convergencia lineal

l&s]] = Cr*, (21)

donde la tasa es
k(A)—1

A 1

y, si se utiliza la normdu|| 4 = VutAu, entonces” = 2||ey|| 4 (Arneld;; 1999, Debido a que
el nimero de condiéin del Laplaciano discreto en una @sdimensiones &3(h~2) (Arneld,
1999, la tasa de convergencia lineal éosdel — O(h).

El método de Gauss Seidel, aezonvergente si el radio espectral de la matriz de iteraci
G = I — BA es menor qué, donde la matrizB es la aproximaéin a la inversa del, siem-
pre que la matrizA sea sirgtrica y definida positiva. Para este problema en particular, la tasa
de convergencia es — O(h?) (Arnold, 1999, por lo tanto es lenta y no es competitiva con
Gradiente Conjugado como puede observarse en los resultatis@s obtenidos.

k(A): nimero de condiéin deA (22)
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Figura 9:Error relativo en fund@n del mimero de itera-
ciones para el gtodo de Gauss Seidel y Gradiente Con-

jugado com, = 277
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4. METODO MULTIGRILLA
4.1. Descripcon del Método

La idea detas del netodo Multigrilla es crear una@tnica iterativa que reduzca sinanea-
mente todas las componentes del error mediante los siguientes pasos:

= Se realizan unas pocas iteraciones démlgeétodo iterativo que suavice al residuo, tal
como Gauss Seidel u otroétodo iterativo d@sico, el cual redudrlas componentes de
alta frecuencia de dicho residuo pero lodhan menor medida en las componentes de baja
frecuencia. El nuevo residuo, siendo relativamente suave, se puede entonces aproximar
adecuadamente sobre una pabticinas gruesa.

= El residuo se proyecta sobre la malla gruesa y la ednase resuelve allreducendose
ahora las componentes de baja frecuencia sobre la malagmiesa (debido a que en la
malla gruesa las componentes suaves de la malla fina se comportan como componentes
de alta frecuencia) donde la dimemisidel sistema decrece y por ello la resalucsobre
la misma es menos costosa.

= En una primera instancia, supondremos que dicha olueg realiza mediante aig
método directo apropiado, pero una dptimas adecuada pddrser reducir el tanie de
las mallas hasta resolver un sistema de uno por uno.

= Finalmente, esta solu sobre la malla gruesa es de alguna manera transferida a la malla
fina donde se la utiliza para mejorar la aproxindacsuavizada que se fan

4.2. lteracion de Dos Grillas

El siguiente algoritmo describe los pasos que se deben realizar para obtener, a partir de una
aproximacbn inicial z,, la siguiente iteraéin x; generada por el aitodo Multigrilla de Dos
Mallas.

1. Se parte de una aproximaaiinicial =y y se realizan algunas pocas iteraciones coaralg
método iterativo dsico para suavizarla. De esta manera, se obtiene una apraximaci
mejoradaz.

2. Setransfiere ala malla gruesa el residuo asociags@resuelve dlla nueva vergin del
problemay se vuelve a transferir esta sadnca la malla fina. Se usssta para corregir la
aproximacdnz del paso anterior, resultandd asia nueva aproximaon .

3. A partir deZ se vuelve a aplicar el suavizado para obtener una aproXdmaunejorada.
Se tomaésta como la siguiente iteréciz; del metodo de Dos Grillas.

La inclusbn de estdiltimo paso permite obtener una itef@atide Dos Grillas sirgtrica
gue podria ser ventajosa de quererse utilizar Multigrilla como precondicionador de Gradiente
Conjugado. Si la inversa aproximada deutilizada para el primer paso de suavizado no es
simétrica (como por ejemplo con Gauss Seidel), es necesario apli¢k cual es taml@n una
inversa aproximada dé, debido a qued es singtrica).

Para la construcon del segundo paso, se supdvnie= 1/h pary se pretende resolvéy,x =
b dondeA,, es la matriz correspondiente @) @sociada a la malla de tafimh. Se usa una
malla de tamao H = 2h como grilla gruesa. El primer paso de la itetaces entonces

T = xy+ Bh(b — Ah.CEO) (23)
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dondeB,, es la aproximaéin de la inversa del; proveniente de una iterdsi suavizante tal
como el netodo de Gauss Seidel. El residuo resultanté esA,z, el cual esi asociado a

los puntos de la malla fina, 2h,--- (N — 1)k y una forma de proyectar dicho residuo a

la malla gruesa es restringirlo a lpsintos pareh,4h,--- , (N — 2)h, es decir a los nodos
H,2H,--- (N/2 —1)H, los cuales son exactamente los puntos interiores de la malla gruesa.
Este operador se denomiogerador restricabn de la malla fina a la gruesa y se simboliza
Py : RN~! — RN/2-1 Luego, mediante un @todo directo se resuelve el sistema

AHGH = PH(b — Ahf> (24)

cuya dimengn es claramente menor que ladg

Para transferir la solugh ¢;; de estdiltimo sistema a la malla fina, se utilizaaggderador de
prolongacbn Qp : RY/2=1 — RN~1 Es natural toma€ e (jh) = ey (jh) sij es par, pero
cuandoj es impar una elecon simple de implementar es

Quen(jh) = [en((j — Dh) +eu((j + 1)R)]/2 (25)

es decir, se defin@ yey en el punto medio de dos puntos adyacentes de la malla gruesa como
el promedio de los valores dg en los mismos.
Con estos dos operadores, el segundo paso toma la forma

T=7+ Queg =7+ QuAy' Py(b— A,T) (26)
y el paso posterior de suavizado es
T=1T+B.(b— AT (27)

lo cual no da una iteradh sinetrica. Para tener simér;, se necesita que la relanientre los
operadores’y y Qn seaQy = cP},;, relacbn que no se verifica en la descripeianterior. En
efecto, se tiene entonces

1/2 0 o 0 - 0
1 0 o 0 -+ 0
/2 1/2 0 0 --- 0
Qu = 0 1 o 0 -~ 0 (28)
o 1/2 1/2 0 --- 0
0 0 0O 0 --- 1/2

y el operadorPy; descripto antes esformado por O's y 1's. Luego, a fin de tener sirfetse
hace la siguiente eledoi

P = Qi 29)

Esto significa que la funon proyectada sobre la malla gruesa no toma simplemente el valor
correspondiente de la furazi sobre la malla fina en los nodos en éomsino que realiza un
promedio ponderado de los valores de la fon@obre la malla fina en estos nodos (nodos de la
malla gruesa) y aquellos de la malla fina a izquierda y dereckatds, usando pesog2, 1/4

y 1/4 respectivamente. Con tal eleéni )y A, Py es sinétricay se tiene qudy = Qu A, Py.
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Para otros operadores, ndl@ para el caso del Laplaciano unidimensional, se pueden utilizar
estos operadores de restrimtiy prolongadn.

En el caso particular del problema bidimensio@) €l operador de prolongami (Q; tiene
la siguiente forma:

1/4 0 0 0 0
1/2 0 0 0 0
1/4 1/4 0 0 0
0 1/2 0 0 0
0 1/4 0 0 0
1/2 0 0 0 0
1 0 0 0 0
@n = 1/2 1/2 0 0 0 (30)
0 1 0 0 0
0 1/2 0 0 0
0 0 0 1/2 0
0 0 0 1/4 1/4
0 0 0 0 1/2
0 0 0 0 1/4

y el operador de restriomn puede adoptarse conity = }LQE.

4.3. lteracion de Multigrilla

Con el objetivo de obtener un algoritmameficiente, se piensa en resolver el problema en
la malla gruesa utilizando una iteranide dos grillas &) involucrando aisuna malla an mas
gruesa. Se aplica esta idea recursivamente, utilizando iteraciones de multigrilla en cada nivel de
malla hasta obtener una malla sufientemente gruesal(/2) en la cual se resuelve de manera
exacta un sistema con una te 1.

Una iteracbn de Multigrilla desde la grilla &s fina a grillas s gruesas y volviendo a
la grilla fina, se denominaycle La estructura exacta de wycledepende del valor de, el
nimero de iteraciones de dos grillas en cada paso intermedio. Ehcasa se denomina
V-cycle mientras quey = 2 es llamaddN-cycle(ver figuralQ)

4.4. Aplicaciones Pacticas

Se apli® el método Multigrilla al sistemalx = b asociado a la ecudni diferenciallt) con
solucibn exacta dada poP() para el caso particuladr = 2-7.

Se utilizb una iteradn del nétodo de Gauss Seidel con@xhica suavizante del error en los
pasosl y 3 de cada iteradin de dos grillas, partiendo de una aproxindadnicial aleatoria. Para
la resolucdn mediante un &todo directo del sistema sobre la mallaswgruesa, se utilizel
algoritmo de ThomasHetchey1997).

En la figurall se muestra la aproximamgi inicial mientras que en las figurdg y [13 se
muestran la primera y segunda itedactidel nétodo Multigrilla confrontadas con la solaci
exacta R20) del problema. En estas figuras se observan las mismas propiedades de suavizado
gue en los ratodos anteriores.
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2mallas

Figura 10:Diagrama del ratodo Multigrilla

La diferencia frente a los @odos mencionados anteriormente no &s $a cantidad de
iteraciones necesarias para obtener la convergencia, sino que en cadanitdehaenismo la
propiedad de suavizado se observa en todas las componentes del error, no solamente en las
de alta frecuencia. Para nota@neo se comporta el error, se grafiel error relativo de apro-
ximacion en cada iteradn del metodo para ambosyclesy se obsers como en las primeras
iteraciones se lleva a cabo la mayor parte del suavizagkse/figurdd).
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Figura 11:Aproximacbn inicial aleatoria para el Figura 12: Primera iteradn para el Mtodo
Método Multigrilla conh = 277 Multigrilla h = 27

La convergencia del algoritmo de Multigrilla es notable. Para este problema puede mostrarse
gue la iteradin es linealmente convergente con una tasa independiente délcta®da malla
(Arnotc £999. Esto significa que elliero de iteraciones necesarias para obtener una toleran-
cia deseada permanece acotado independientementSidse cuenta elirmero de operaciones
por iteracon, cada una de ellas involucra dos aplicaciones de la iterald suavizado, &s el
calculo del residuo, la restriamn, prolongadn y correcadn sobre el nivel de la mallaas fina.

Todos estos procedimientos cuestafiV) operacionesAriold, 1999. Pero entonces, durante
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Figura 13: Segunda iterabn para el Mtodo
Multigrilla con h = 27

10 T T
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Figura 14:Error Relativo en fun@n del mimero de itera-
ciones para el todo Multigrilla parav-cycley W-cycle
conh =277

la resolucdn en la malla gruesa, los mismos procedimientos se aplican ahora sobre la malla
de tamé&o 2h, induciendo un costo adicional d& N/2). Debido a la recurén dicho @lculo

se@ llevado a cabo para cada malla de tama, 24, 4h, - - - . Asi el trabajo total por iterabn
se@O(N + N/2+ N/4+---+1) =O(N), es decir, el trabajo total realizado para obtener la
solucibn del sistema discreto es d¢/V) para cualquier tolerancia.

A continuacon se presentan tablas comparativas de lewdos presentados para cada pro-
blema test, obteniendo la convergencia en cada caso con la norma del residuo satisfaciendo una
tolerancia dada.

Como puede observarse de las talllas2, el método de Gauss Seidel necesitaN?) i-
teraciones para converger, realizar@igV?) operaciones totales para el problema test 1D. Su
desventaja frente a los otro®indos es remarcable, principalmente a medida’\gaeece. Por
esta radn no se lo incluye en la comparénipara la discretizagh mas pequia (table3).
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| N=2"tol=10"° |tiempols] | iteraciones  op./it. | op.totales [e"|| |
Gauss Seidel 168.3120, 27906 1271 35468526/ 0.0062
Gradiente Conjugado 0.0780 128 1.9210e+003 245882 | 0.0062
Multigrilla V-cycle 0.1560 17 9.6932e+003 164784 | 0.0063
Multigrilla W-cycle 0.9840 17 61840 1051280 | 0.0063

Tabla 1:Problema test 1D par® = 27.

| N=2%tol=10"° | tiempo[s] |iteraciones| op./it. | op.totales| ["]| |
Gauss Seidel 1.2892e+003 112718 2551 287543618 0.0022
Gradiente Conjugado  0.2190 256 3.8410e+003 983290 | 0.0022
Multigrilla V-cycle 0.1720 18 2.0038e+004 360689 | 0.0022
Multigrilla W-cycle 2.0940 18 5.8404e+004 1051280 | 0.0022
Tabla 2:Problema test 1D pa®y = 28.

| N=2"¢0=10"° | tiempo]s] | iteraciones  op./it. | op.totales " |

Gradiente Conjugadp 1.8600 1024 1.5361e+004 15729658| 2.7623e-004

Multigrilla V-cycle 0.2970 20 8.2731e+004 1654615 | 2.7663e-004

Multigrilla W-cycle 9.7340 20 312588 6251760 | 2.7663e-004

Tabla 3:Problema test 1D par®y = 210,

| N=2"tol =10"° |tiempols] | iteraciones  op./it. | op.totales | "] |
Gradiente Conjugadop 1.1090 136 524250000 | 7.1298e+01Q 0.3140
Multigrilla V-cycle 3.0620 12 2.7570e+009 3.3084e+01Q 0.0437
Multigrilla W-cycle 3.2190 12 2.9123e+009 3.4948e+01Q 0.0437

Tabla 4:Problema test 2D par® = 27.

| N=2%t0l =10"° |tiempols] | iteraciones  op./it. | op.totales | "] |
Gradiente Conjugado 10.7810 261 8.4897e+009 2.2158e+012 0.9647
Multigrilla V-cycle 10.0780 12 4.4885e+01Q 5.3862e+011 0.0218
Multigrilla W-cycle | 14.8440 12 4.7475e+01Q 5.6970e+011 0.0218

Tabla 5:Problema test 2D par®y = 28.

| N =27t =10"° |tiempols] | iteraciones

op./it.

| op.totales | [le"]| |

Gradiente Conjugado 104.9850 561 1.3661e+011 7.6640e+013 0.8118
Multigrilla V-cycle 54 13 7.2948e+011 9.4832e+12| 0.0109
Multigrilla W-cycle | 75.0940 13 7.7209e+011 1.0037e+013 0.0109

Tabla 6:Problema test 2D pa®y = 2°.
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El método de Gradiente Conjugado converge€X®tV) iteraciones, siendo as eficiente que
Multigrilla para N pequéios. A medida quéV crece los retodos Multigrilla resultan menos
costosos dado que elimero de iteraciones hasta la convergencia permanece acotado.

Relativo a los dos &todos Multigrilla presentados, ¥tcycleparece superior alV-cycle
en vista de los resultados presentados. Esto se debe a que la cantidad de grillas utilizadas fue
siemprelog N/ log 2, es decirh, = 1/2 para la malla ras gruesa. Empleando uamero menor
de mallas, eW-cycleresulta nas eficiente que a&l-cyclea medida quéV crece.

Para el caso bidimensional, se resueB)ggero ahora sobre el problema concreto de la forma
(4) cuya soludbn exacta es

u(zx,y) = sin(4rz) sin(27y) (31)

Los resultados para este problema (talglas6) son similares al del problema 1D recien
discutidos, donde el conteo de operaciones para &sans se realizpara matrices llenas. El
método de Gauss Seidel no se indugn la comparadn dado que el mismo realiza(N?)
operaciones en total para alcanzar la convergedceizo(d, 1999.

5. CONCLUSIONES

En el presente trabajo fueron presentados resultados preliminares de una implémeiaiaci
método Multigrilla aplicado a la resolum del sistema algebraico que surge de la discretimaci
de dos problemas tesfpgtlicos enl y 2 dimensiones. El @odo fue confrontado con otrachi-
cas de relajabin clasicas como Gauss Sediel y Gradiente Conjugado. Los resultados obtenidos
se ajustan a los éeicos, disponibles para los test propuestos. La estrategia de Multigrilla se
mostb mas eficiente al aumentar el tafiadel sistema a resolver, en especial frente &tiom
do de Gradiente Conjugado, el cual posee una tasa de convergencia pobre para matrices mal
condicionadas.

Se plantea como trabajo futuro el desarrollo détado Multigrilla en un contexto de Ele-
mentos Finitos como aeambén su implementaon en paralelo a fin de aplicarlo a la resoburci
de problemas de intes pactico.
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