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Resumen:En este trabajo se propone un método laavhtencion de trayectorias de minimo tiempo
de vuelta en circuitos de competicion automovilistica. Esta técnica utiliza uresenjaicion
discretizada de la calzada de circulaciébn mediante segmentos rectos y modelos pitntnakaara
representar la dindmica del vehiculo de carreras. Para modelar el comportamientoetheiadheite
del vehiculo se utilizé el concepto de elipse de friccion centrado y descentraoion@é tina ecuacion
de estado generalizada definida por segmento y la sumatoria de las contribucicers slegmento
constituyen la ecuacién de estado global. EI método esta codificado en Matlab y uptigaete de
optimizacion de dicho software para resolver el problema de control optimpre&mta un marco
tedrico sobre la discretizacion adoptada, las ecuaciones dinamicas y de adhergacjadiversos
ejemplos numéricos de interés académico y de aplicacion directa.
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1. INTRODUCCION

Laindustria automovilistica es una de las mayores a nivel mundial e eugineles de produccién
y grado de desarrollo. Con ella también han nacido actividades intimamente relaamdddematica
como son las competencias automovilisticas, que en la actualidad, conforman loalesirspacios
de investigacion y desarrollo de las grandes empresas automotrices.

La necesidad de lograr mejores desempefios en pista moviliza a los desarrolligstigadores en
tecnologia automotriz a estudiar mas en detalle los fenédmenos fisiogscaales se somete un
automovil de carreras, pero para evaluar como distintas puestas a punto miadiispoesta dinamica
del mévil han sido requeridos ensayos de campo. Una alternativa atractiva a esta ssll@ion e
simulacion, ya que con ella es posible reducir no solamente costos sino también tiemgor gaodac
es altamente valorado en la industria de la competicion.

Para poder evaluar numéricamente como un movil transita la pista de carrémsitcalid sus
capacidades es necesario primero determinar la trayectoria éptima que logre lerf@jmapce, sea
maximizar la velocidad final a la salida de un tramo, minimizar el tiempo de vuelta, etc.

Esta problematica ha sido establecida de manera formal como un problema dedptintoglen el
cual intervienen una serie de tramos, donde una determinada cantidad de pardmetros evoluciona de una
estacion a otra de una manera prescripta. Usualmente los parametros queetiéfinémeno que
evoluciona pueden separarse en variables de control y variables de estado. Las variables de control
definen el sistema y gobiernan la evolucién de este de un tramo a otro, en canarialiéesvde estado
definen el comportamiento del fenémeno dentro del tramo. El problema es encontrar eb abmjunt
variables de control tal que la funcién objetivo definida en todosdo®s es minimizada sujeta a un
conjunto de restricciones impuestas sobre las variables de control y de Ratad2003.

Algunos resultados de optimizacion de trayectobiasados en un esquema de control optéao
observan en\{elenis and Tsiotras, 20P%n donde se utilizan modelos de configuracion vehicular de
bicicleta sujetos a transferencia de carga longitudinal, en tantagumpdelos dindmicos de automovil
simplificado y transferencia de carga lateral y longitudinal se muestraRuecdq| et al., 2092 En
(Lipp and Boyd, 201)se tratan problemas de optimizacién del pestie velocidades en una trayectoria
fija.

En este trabajo se estudia la probleméatica de obtener la trayectoria éptima quieenghtiempo
de vuelta de un vehiculo de carreras en un circuito cerrado utilizando un modelo dinamico de masa
puntual, sujeto a restricciones de adherencia basados en un esquema de elipse de friccion.

La metodologia de resolucion adoptada presenta caracteristicas similar@sieah@ de control
Optimo, pero con algunas pequefias diferencias que seran analizadas y explicadas en detaltcion
3.5.

En la seccién 2 se abordara el marco teérico. Aqui se presentan las coordenaaldasupifiza
representar la trayectoria y para derivar las leyes de movimiento, las basesadgito de elipse de
friccién y la condicion de estado estacionario, fundamental para obtener un tipo de vuelta de carrera en
particular.

La metodologia de discretizacidn para la funcién de costo, las restricciomesmwirb del problema
se discutira en la secci@ijunto con una presentacion del problema de optimizacion.

Por ultimo se presentan ejemplos numéricos de validacion y de aplicacion en la seccion 4.

2. MARCO TEORICO

El dominio en estudio es el lugar geométrico comprendido entre la calzada interioior eetda
pista. Estas dos calzadas se modelaran como dos curvas planas, cerradas, que no se entegsectan
ellas ni a si mismas. Dentro de estas dos curvas se busca encontrectarieague minimice el tiempo
de recorrido, desde un punto inicial prefijado. La trayectoria que se encuenuede salir total o
parcialmente de estas dos curvas, aunque puede tener puntos en la frontera. Necesariamvente la c
gue se encuentre tiene que dar una vuelta completa en el circuito.
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2.1.Coordenadas Normales y Tangenciales

Desarrollaremos la cinemética de una particula expresada en un sistema coordengdpéoesl
definido por dos vectores unitarios base, uno tangente a la trayectoria del mavienientalquier

instante y uno normal a la trayectoria y dirigido hacia el centro de curvatlagrdgectoria en ese
instante.

é
Figura 1- Base de versores ortonormales que se mueven ¢
movil.
Definimos los vectores coordenados unitadpy é; como normal y tangencial a la trayectoria de
movimiento, respectivamente. El vector unita@idgiene direccidon tangente a la trayectoria y serdito

gue se la recorré,, siempre se considera positivo hacia el centro de curvatura de la trayectoria.
Siendo el arco de curva diferencial y la velocidad angular respectivamente

ds = pdf
_db (1)
w_ds

Puede demostrarse seg@o(tas-Little, et al., 2009que la aceleraciéih puede descomponerse en

. d25A+dsdén dv dzsA+v2A
d=——é+ ——=—=—é,+ —¢
dt2 " dt dt ~ dt  dt? *t n
2
v
d, = —é, (2)
p
atzwet.

Donde d,, es la componente de la aceleracion normal a la trayectatjaeg la componente de la
aceleracion tangente a la trayectoria.

2.2.Variables cinematicas en funcién de la posicion

Con elobjeto de transformar el problema cinematico de un esquema “tiempo dependiente” a uno
“espacio dependiente” es que se reescriben las ecuaciones en términos de la longitud de arco recorrida

_dv(s) _dv(s) ds _ dv(s)
=g TTas ar ') g (3)
a(s)ds = v(s) dv

Integrando en forma definida desde una posicion y velocidad igieta$, y v = v, hasta una
posicién final generalizaday v se puede obtener

Jv:v(s).dv = fsa(s) dx (4)

So
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S

v(s) = |vo?+ ZJ a(s) ds

0

2.3.Funcién de costo

La funcién de costo a minimizar es el tiempo de recorrido de una vuelta. El tiempoingrasar
gue un movil se desplace entre dos puntos se puede expresar como una funcién de posicion

S

f a(s) ds

(5)

z%ﬁt(s) J v(s) L"\/uuz

Por ende conociendo el perfil de aceleraciones en un tramo de trayectoria y lkeisesidiiciales,
es posible calcular el tiempo que le insume a la particula desplazarse desigdagy hasta las. El
tiempo de recorrido de una trayectoria cerrada puede ser evaluado mediante la sumatoria de tiempos de
recorrido parciales dados por la ecuaciér). Esta segmentacién de la trayectoria y la correspondiente
evaluacion de la funcion de costo sobre ella se trataran en detalle en la secci®22.3.1

2.4.Elipse de friccion

Es necesario definir un limite de maniobrabilidad para poder representar de comsei@nte los
fendmenos fisicos que ocurren al operar un vehiculo. El modelo de restriccion que mejptasa ada
condiciones reales de funcionamiento es la elipse de friccibn. Este concepto suage de
relevamientos de aceleraciones tangenciales y normales durante el transitodenypisaatomavil de
carreras circulando al maximo de sus capacidades, con los que se pueden confeccianzasdiag
similares al que se muestra en la Figura 2. En esta imagen se puede observar que lepmasaiomn
el par de valores de aceleracién tangencial y normal relevados de manera ssnaulitGnemomento
particular del recorrido, es decir el movil estd sometido a ese par de aceleraciones entaitbogms
base a esto se entiende que los puntos mas alejados del centro del diagrama conforman una envolvente
de maniobrabilidad, ya que para una aceleracion tangencial dada, no es posible obtener aleracion
normales mayores a las que se verifican en dicho diagrama, ya que si fueraeh&utd estaria
transitando fuera de los limites de maniobrabilidad. Por la grantsohile esta envolvente a la curva
descripta por una elipse, esegi conoce a este grafico como “diagrama g-g” o0 elipse de friccion. La
zona interior a la elipse de friccibn de un vehicegentonces el lugar geométrico de los posibles
vectores aceleracion, escritos en términos de aceleracion tangencial y normaluggeadamprimir
adicho vehiculo sin que este pierda adherencia y defrapdipse propiamente dicho denota el limite
de adherencia.

Existen varios modelos de este concepto. lHpp(and Boyd, 201 se presenta un circulo de
friccion, esto significa que el limite de adherencia lateral o normal es igaabélidinal o tangencial.

En Rucco, et al., 20)2un modelo de elipse de friccion centrado en el origen es utilizado, lo cual da
una representacién mas realista del fenémeno, como es posible ver en categorias dédooropedtic
la F1, en donde las aceleraciones normales pueden llegar a 3g ydegjdéasciones tangenciales.

Mayor grado de representatividad del fendbmeno de frenaje y aceleracion se maedaral
implementando un modelo de elipse de friccion descentrado, el cual restringe émacknels
tangenciales positivas mucho mas que las negativas, dado que la capacidad de frenado de un automavil
supera ampliamente las capacidades de acelerar dadas por la potencia de su motor.
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Figura 2- Valores de aceleracion tangencia y normal, resultados arrojados por LTErtleaimulator)
(Milliken and Milliken, 1995.

En este trabajo se utilizara en los ensayos numéricos modelos de elipeeidie dentrado y
descentrado, los cuales se escriben como

)2+ ()2 <1 (6)
Ung utg
G L, a—-c.,
+(—H2 <1 7
(/ing) (.“tg ) (7)
siendo
v2 a + a,,;

Uz Y Un Son los coeficientes equivalentes de friccidon tangenciales y normales respectéyarpént
posicion del centro de la elipse en el eje de aceleraciones tangenciales, dademmulas de las
maxima y minima aceleracion tangencial especificRda,radio de curvatura localg la aceleracion
de la gravedad.

2.5.Condicién de estado estacionario

Se deben distinguir varios tipos de “vueltas” a un circuito que un automovil de carreras puede realizar
en una competencia automovilistica. Es importante discernirlas en forma cualitativa y cumaptrativ
poder orientar una correcta formulacion del problema de optimizacion.

Estos tipos de vueltas pueden ser dos. La primera se le suele llamar “vuelta de clasificacion”. En ella
el automavil parte de la meta a una velocidad que puede llegar a ser conocida o no dkpdatien
reglamento. Circula por la pista con el objetivo de hacerlo en el menor tiempo pokilge,a/la meta
con una velocidad que puede no coincidir con la que comenz6 su vuelta. Ademas peedargoale
llegada sobre la meta sea distinto que el punto de salida sobrala met

Es entonces que, si se grafica la trayectoria del movil en un plano, esta puede genamarcuna
cerrada.

El segundo tipo de vuelta es aquella que un movil realizaria sin obstaculos preseoni®s, ni
automoviles en la pista (0 al menos que su ubicacién no perturben la trayect@godsvil en
estudio), tal cual lo haria un automovil que se encuentra en la primera plaate dura vuelta de
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carrera. Es posible evidenciar el hecho de que el automovil estaria corriendo ealdénsus
posibilidades, y que ademas el piloto desea realizar la vuelta en la que s&&coueando con mayor
celeridad, pero con la condicion de realizar la siguiente también de la manera depoijile, es
decir, que al salir de la Ultima curva de la vueltagai&smpalmar” con la siguiente curva, perteneciente

a la siguiente vuelta, con la maxima celeridad posible. Esto es facil de obseuwageier competencia
automovilistica, en donde el movil pasa por todos los lugares de la pistaniem@l punto y con la
misma velocidad, comparando dos vueltas distintas. Por ende se puede entender que el entavil cierr
vuelta en la misma posicion y a la misma velocidad a la que la comenzo, y la trageetai@scribiria
ciclicamente seria una cerrada.

Teniendo en cuenta lo recientemente aclarado, se denominara a la condicién paralresdjgado
tipo de vuelta como “Condicion de estado estacionario” y resultados que cumplan con esta condicion
son los deseados en este trabajo.

Analizando el trabajo realizado por el mévil en una trayectoria cerrada bajottaxitses de
ausencia de desniveles de la pista, o que anula el trabajo de la fuerzaadedadysobre el automévil,
variacion en la masa producida por el consumo de combustible despreciable y ausenciagle fuerz
aerodinamicas (resistencia, sustentacion positiva o negativa) el ffalvapdizado por la resultante de
fuerzas es

W= §F-E = (5 B)+ (5 B) (9)

El producto escalar entfﬁ y ds es cero por ser estos vectores perpendiculares en todo instante. Por
ultimo el trabajo es igual a la variacion de la energia cinética

1
W=j€Ftds=AEc=§m(vf2—vi2) (10)
Pero por razones que ya mencionamps= vi, entortes
3§Ft ds =0 (11)

La componente tangencial de la resultante de fuerzas se puede escribir como

Fo=ma Ad=ag
- — (12)
ngt-ds:jgm(aé}-dsé}):mjgatds =0

Siendoa; el vector aceleracion tangenciafiysu modulof el versor tangencial a la curva en cada
punto. Por lo considerado anteriormente, al ser la masa del vehiculo “m” una constante que no varia en
la trayectoria, se concluye que la circulacion del vector aceleracion sobre la trayectoga es nul

C= jg ads =0 (13)
La ecuacion anterior cuantifica la condicion de estado estacionario del problema.
3. DISCRETIZACION DEL PROBLEMA

3.1.Discretizacion de la trayectoria

Para lograr un tratamiento numérico del problema se decidi6 dividir la pista en €adasramo
esta delimitado por estaciones. Una estacion es un segmento de recta que une iateateadan la
externa, se decidié que la orientacién de este segmento de recta sea la nornmalaskienlzada
interior. Se puede definir un punpsobre cada estaciércomo

P; = (PE; — PI;) a; + PI; (14)
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la union de cada uno de estos puntos con su precedente y su procedente mediantesseégmectas
define la trayectoria del movil.
El problema ahora consiste en encontrar los puntos sobre las estaciones que definetoléatrayec
optima.
PEiy

Figura 3- Representacion de la trayectol
dentro de la pista compuesta por tramos
estaciones.

Figura 4- Generacion de una recta en forms
vectorial.

3.2.Discretizacién funcién de costo

La subdivision de la pista en tramos permite subdividir el tiempo de vuelta en tiempos parciales.
El perfil de aceleraciones que se utiliza en este trabajo es lineal, definidospealores de
aceleracion tangencial en cada estacion de la forma
(s —Sit+1) (s—sp) a
i i+1
(Si = Si+1) (Si+1 — Si)

a(s) = (15)

Luego se puede hacer uso de la ecuacidpara encontrar el tiempo insumido en recorrer el tramo
i yllamando &\s; = s;,1 — S;

2

(i + agyq)

At; * (\/viz + (a; + a;41)4s; — vi) coni =12,..,n (16)

El tiempo de vuelta total se puede escribir como la sumatoria de los tiempos parciales

=

n—

T= Atl’ +

-]

@ta)” (n? + (an + a)ds, — vy,) (17)

siendon el indice del Ultimo tramo y Ultima estacion.

3.3. Discretizacion modelo de elipse de friccion

Las ecuacionetb )y ( 7 ) se deben cumplir en los puntos de control de las estaciones de la manera

17-2 a;
(—)?+(—)*<1 coni=12,..,n 18
Riln g Heg ( )
( viZ )2+(ai_ct)2<1 . 12 (19)
= cont = 1,4,... ,n
Riun g utg
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R; es el radio de curvatura de la trayectoria valuado en la estaapta velocidad que adquiere el
movil en el mismo punto.

3.4.Discretizacion de la condicién de estado estacionario
La integral curvilinea de la ecuacipt3 ) en forma discreta es la siguiente

n-1

a; + a; a, +a
Z : 2”1Asi+ ”2 L As, =0 (20)

3.5.Formulacion del problema de optimizacion

La funcion de costo del problema planteado en este trabajo esta escrito erida €duag en tanto
que las funciones de restriccion se pueden obter{et@¢o ( 19 )y (20). Aun asi no se ha expresado
las restricciones concernientes a mantener la trayectoria dentro de leEgpistae puede lograr
utilizando la ecuaci6fi14). Esta ecuacion esta elaborada de manera que cuardd el puntoP; de
la trayectoria se encuentra Bfy, y cuandax; = 1 P; esta sobr@E;, de esta manera se logra que la
trayectoria se encuentre entre la calzada interna y externa, logre una cudecegua no corte a las
calzadas ni se intersecte asi mismo. Ademas esta formulacién permiteleecasiidad de variables a
optimizar reduciendo por ende el costo computacional. Entonces tenemos

0<a;<1 coni=12,..,n (21)
Ahora que disponemos de todo el conjunto de restricciones podemos establecer que se desea encontrar

aq
a
an
x{a@ (22)
a;
an
mediante
n-1 )
min Z At + m * (\/Unz + (a, + ay)4s, —vy)
[ v? a; — ¢
( )2+ ( 2 -1<0, i=12,..,n
Ripm g Heg (23)
n-1
sujeto a { Zai_l_aiﬂ A5i+an+a1 As, =0
- 2 2
a;—1<0, i=12,..,n
L —a; <0, i=12,..,n

Es de importancia aclarar, que es imposible conocer a priori el valor de la velatidgorienera
estacion que permite realizar el tiempo de vuelta minimo bajo la condicatulecion estacionaria
indicada en la seccién 2.5, por ende es que en el vector de la edu22ipfigura la velocidad en la
estacion Iv; como variable de proyecto.

Es en la ecuacidn23 ) que se pueden observar algunas diferencias de esta metodologia con respecto
a la que se propone en un problema de control 6ptimo. En un problema de control 6ptimoes posibl
separar 2 tipos de variables, las primeras llamadas variables dexegtado Ultimo las variablesed
controlu. Las variables que entran en juego en el proceso de optimizacién son las variables de control
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y ellas aparecen solamente interactuando de manera algebraica en las ecuaciones que definen |
dinamica del mavil. Las variables de estado surgen de una diferenciacion en lamesuginamicas

y no forman parte del conjunto de variables a optimigaty, 2015. La metodologia expuesta en este
trabajo propone optimizar variables que no se encasillan dentro de las definicionesnaarieei
nombradas, aunque guarda grandes similitudes con respecto al proceso de discretilmbibcida

de costo, del dominio, y el tipo de restricciones que se implementan.

QO

3.6. Implementacion en algoritmo de optimizacion

El siguiente diagrama de flujo ilustra el procedimiento que se sigue para poder resolver ebproblem
de optimizacion de un circuito cualquiera.

DATOS:
IMAGEN
SATELITAL
DEL
CIRCUITO

DATOS:
PARAMETRO DE
CUBIERTA/
MoOVIL/
CARRETERA

ESCALADO DE LA IMAGEN
CONSTRUCCION DE SPLINE SOBRE CALZADA INTERNA
CONSTRUCCION CALZADA EXTERNA POR DESFASE CONSTANTE

A 4

ALGORITMO DE
OPTIMIZACION:
FMINCON

v

RESULTADOS:
TRAYECTORIA OPTIMA
PERFIL DE VELOCIDADES
PERFIL DE ACELERACIONES
NUBE DE PUNTOS EN ELIPSE DE FRICCION

Figura 5- Diagrama de flujo del codigo de optimizacion implementado.

El archivo de datos se genera en algun software de CAD, en donde se copia la geometria de la pista,
y se exporta en un formato ASCII.

Se ingresan los datos y se procede con la resolucion del problema de optimizacién mediante
algoritmo que utiliza la funcién “fmincon”, perteneciente al paquete “Optimization Toolbox” de Matlab.

Por ultimo se obtienen resultados en forma de gréficos de la trayectoria 6ptima ubicada dentro de la
calzada dato y el perfil de aceleraciones y de velocidades en funcion de la distancia recorrida.

4. EJEMPLOS NUMERICOS

Se realizaron varios ensayos numeéricos. Los primeros que se muestran son ejemplos de validacion,
con ellos se comprueba que los resultados que arroja el algoritmo de optimizaciéstpropne
consistencia fisica. El ultimo ejemplo esta aplicado a un circuito real

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



3282 A.A. ROMERO ONCO, F. BOTTARO BONADERO, N. LOPEZ, J. BRUNETTI, S.M. GIUSTI

4 .1.Circuito Circular

La geometria del circuito es un circulo de radio interno 60 m (calzada inteder)ancho de pista
constante en 10 m. Los coeficientes de friccion tangencial y normal son seteados en 1.9 darhas. Se
como trayectoria inicial la media de la pista, la velocidad de la primera estatapg nna aceleracion
tangencial en todos los puntos igual a 1 m/s2.

Entonces:
a'? =05coni=1,23..,n
a? =1 = coni=1,2,3..,n
s
m
y vd=0-—
S
40
30
20
10
o
-10
=20
-30
-40
-60 = 40 60
Figura 6 - Trayectoria inicial del proceso de optimizacion.
50 1.5 ///. .\\\\
40 / \\
1
30 /
20 5 05 /
10 & (
g 0
0 = |
i \
-10 © 05 \
\
-20
30 =il \‘\ /,//
\\
-40 A5 \\‘ P P
- ~ -
-2 -1.5 -1 0.5 0 05 1 15 2
-60 -40 -20 0 20 40 60 a normal [g]
Figura 7 - Trayectoria Gptima encontrada luec Figura 8- Muestreo de aceleraciones (rojo)
del proceso de optimizacion. dentro del elipse de friccion (azul).
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Figural0 - Valor del Tiempo de vuelta y el
criterio de optimalidad de primer orden vs
iteraciones.

Figura 9 - Perfiles de aceleracion tangencial
velocidad obtenidos luego del proceso de
optimizacion.

La trayectoria 6ptima obtenida resulta una curva cerrada y suave. Es de destacarwueipasito
gue posee geometria con simetria radial, siendo discretizado en estaciones distribuidas de forma que se
mantenga dicha simetria y partiendo el proceso de optimizacion con perfiles decawelgr
trayectorias iniciales tambien axisimetricos, la trayectoria solucién no comparta dietdasiBn los
siguientes ejemplos se verifican fenomenos similares.

4.2.Circuito Cuadrado

La geometria del circuito es un cuadrado de 60mx60m de calzada exterior, y de 50mx32adde ca
interior, de ancho de pista constante. Los coeficientes de friccion tangenciaial son seteados en
1.9 ambos.

ut=19;, un=1.9

Se toma como trayectoria inicial la media de la pista, la velocidad de la primer@nestda, y una
aceleracion tangencial en todos los puntos igual a 1 m/s2.
Entonces:

t? =05 coni=123..,n
0 m ;
a =1—coni=123..,n
s

m

y v =07

A

w09

h 4
Figurall - Circuito Cuadrangular, las calzadas e

e int. (azul), la direccién de circulacion (flechas
verdes) y sus dimensiones.

Figural2 - Trayectoria inicial del proceso de
optimizacién.
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Figural5 - Perfiles de aceleracion tangencial
velocidad obtenidos luego del proceso de

En este circuito se puede verificar que a pesar de las caracteristicas no suavesidadaque
definen las calzadas internas y externas, la trayectoria 6ptima es una cwata saave. El movil
circula por el circuito transitando por la parte interna en las curvas gjadatia la calzada externa en

optimizacion.

Figural4 — Muestreo de aceleraciones (rojo) dentr
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del elipse de friccion (azul).
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Figural6 - Valor del Tiempo de vuelta y el criteri
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de optimalidad de primer orden vs iteraciones.

las rectas, como suele observarse en un caso real.

4.3. Circuito Cuadrado Il

Este ejemplo toma la geometria del circuito del ejemplo anterior, al dqgealas aceleraciones,
velocidad en la primera estacién y posiciones iniciales dentro de la cakza#déean los coeficientes

de friccién de la siguiente manera:

ut =14; un=0.4.

El resultado es el siguiente:
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Figural8— Muestreo de aceleraciones (rojt
Figural7 - Trayectoria optima obtenida par dentro del elipse de friccion (azul).

“Circuito CuadraddI”.

Se observa que la trayectoria optima arrojada como resultado es poco suave en ciertosgountos, al
gue aparenta carecer de logica, pero el hecho es que no es asi. La trayectoria olvesnilladesde
los cambios en los coeficientes de friccidn de la goma que se han ingresado. El bdgd eakficiente
de friccion normal con respecto al tangencial indica la imposibilidad del autodedtomar curvas a
grandes velocidades, lo que implica que el mévil tenga que moverse lo roaijpbe pn linea recta,
frenar hasta alcanzar una velocidad apropiadamente baja para realizar lsacatwego acelerar de
nuevo en linea recta. Este fendmeno, si bien es algo exagerado aqui, se observa en vehiculos que poseen
poca carga aerodindmica, es decir vehiculos que no aprovechan la fuerza del @eldgraauna
mayor fuerza normal entre el piso y los parches de contacto (normalmente |Bomadarce. Al
poseer menor fuerza normal al piso, la fuerza de rozamiento que mantiene el vehetiayectoria
gue pretende realizar es mucho menor, por ende el pidatie a “quebrar” la curva, desacelerando lo
mas posible, luego lograr el giro para por ultimo volver a acelerar.
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Figural9- Perfiles de aceleracion tangencial
velocidad obtenidos para "Circuito Cuadrado II".

First-order optimality

(=}

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
lieration

Panse

Figura20 - Valor del Tiempo de vueltagl
criterio de optimalidad de primer orden vs
iteraciones.

4.4, Circuito Oscar Cabalen

Habiendo cotejado la consistencia fisica de los resultados que arroja el agimee procede a
resolver un caso de aplicacion directa. Este es la trayectoria optima que se debsepeallograr el
menor tiempo de vuelta en el circuito Oscar Cabalen, situado en las afuerasidedaleiAlta Gracia,
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Cérdoba, Argentina. Este circuito es sede de numerosas competiciones automoviljsintasmatales
como el SUPER TC 2000 y el TURISMO CARRETERA.

. 1

g = v
Figura21 - Fotografa satelital del circuito "Oscar Cabalen".
Las condiciones iniciales de busqueda del minimo y los coeficientes de friccion son los siguiente

ut=19;, un=1.9
a) =05 coni =123 ..,n

m
a)=1—coni=123..,n
s

y vf=0%.

400 -
.5«1)0 .4;30 .3Im .zlm .16@ cl| 1clyo 260 -500 -400 -300 -200 -100 0 100 200
Figura22 - Trayectoria inicial de busqueda de Figura23 - _Tra_yectoria optima encontrada para
minimo, para el circuito "Oscar Cabalen”. circuito "Oscar Cabalen”.
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Figura24 — Muestreo de aceleraciones (rojo) dentro del elipse de friccién (azul).
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Se observa en este ejemplo que las velocidades maximas alcanzadas para esteeniama® a
400[km/h] son algo elevadas con respecto a las obtenidas a las categorias actuales en laslijae es posi
lograr 300 [km/h].

4.5. Circuito Oscar Cabalen Il

Aqui se presenta un ensayo en el mismo circuito del inciso anterior pero @nfdado un modelo
de elipse de friccion descentrado.
Las condiciones iniciales de busqueda del minimo y los coeficientes de friccidn son los siguiente

ut=12; un=16 c=-0.38

alp =05coni=1,23..,n
m

a? =1 = coni=123..,n
S

y v{)=0?.
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Figura27 - Trayectoria optima encontrada para Figura28 - Muestreo de aceleraciones dentro ¢
circuito "Oscar Cabalen”. elipse de friccion (azul).
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utilizando modelo de elipse descentrado.

iteraciones.

Los perfiles de velocidad obtenidos con modelos de elipse de friccién centradzntdem son
similares, si uno superpusiera uno encima del sgpodria ver que estan levemente deformadses. E
posible visualizar que las velocidades maximas que puede alcanzar el mévil sdarsensgtmenores
utilizando un modelo de elipse descentrado, algo que era esperado obtener ya que aadweder gr
aceleracion tangencial menores seran las velocidades alcanzadas. Con este método eselnicament
posible reproducir el grado de desbalanceamiento que existe entre la potencig fagiorencia de
frenado presente en un automovil real. No se debe pensar que puede representar deégana m
ficticia la reduccién de maxima aceleracion posible debido al rozamiento del aigeieyasta

disminucion solo estaria presente a grandes velocidades, en cuanto que este modelo implementa
mismo limite a todas las velocidades.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un método de optimizacion de trayectorias ties adecui
competicion automovilistica utilizando modelos dindmicos de masa puntual coociestés de
adherencia de elipses de friccién centrados y descentrados. Mltiples ejempléside aaadémico

han sido desarrollados y también se ha implementado esta metodologia de optimizaciditoa
reales.
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Si bien el modelo de masa puntual sugiere una excesiva simplificacion del problema, este permi
representar fendmenos de frenaje tales como los que se experimentan en automoviles caya baja car
aerodinamica, en donde es necesario imprimir una gran desaceleracion tangenciah@a dese
aceleraciones normales para lograr una velocidad adecuada de transito de curva.

Los ensayos numeéricos evidencian también el hecho de que para lograr el tiempo minimo de vuelta,
es estrictamente necesario operar el vehiculo al limite de sus capacidadeis, es @ cercanias y
sobre la elipse de friccion.
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