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Resumen.En el presente trabajo mostramos la propiedad de simplectiemtadervacion de las

areas- de los sistemas Hamiltonianos y su gran importancia para resolver problemasmds sist
mecdanicos conservativos, a través de métodos numéricos simplécticos que aseguran la conservacion
de la funcion Hamiltonianaenergia mecanica totay de las areas en el espacio de fases, permitiendo
buenos resultados después de largos periodos de tiempo. Se toma como ejemplo de aplicacién de estas
técnicas numéricas al péndulo simple no lineal (en grandes oscilaciones). También se analizan algunas
ideas para extender las aplicaciones de estos métodos a sistemas mecanicos no conservativos.
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1 INTRODUCCION

Los algoritmos simplécticos, como parte de la integracion numeérica geométrica,
constituyen un meétodo importante en creciente desarrollo para resolver sistemas
Hamiltonianos que cubren casi todos los procesos fisicos reales con disipacion de energia
despreciable, tales como el movimiento de cuerpos celestes y satélites artificiales o la
dinamica molecular.

Una propiedad fundamental de los sistemas Hamiltonianos es que su flujo en el espacio de
fases preserva la estructura geométrica simpléctica. Sin embargo, los métodos numéricos
convencionales descuidan esta especial caracteristica y conllevan un aumento 6 disipacion
artificial de la energia mecanica total.

Una ventaja importante de los algoritmos simplécticos es que son adecuados para el
seguimiento durante largos periodos de tiempo y para simulaciones cualitativas.

Tomamos como ejemplo el péndulo simple por su importancia como un modelo clasico en
ciencia y en educacion ya que muchos fendmenos no lineales pueden ser descriptos mediante
ecuaciones diferenciales similares y ademas, porque conocemos su solucion exacta expresada
mediante funciones elipticas (Ochs, 2011), lo que nos permite determinar el error de los
experimentos numéricos ensayados.

1.1 Ecuaciones de Lagrange

Un sistema mecanico de d grados de libertad se describe en cada instante de tiempo t
mediante el vectorg=(q,...,qy) de coordenadas generalizadas (coordenadas cartesianas,
angulos, longitud de arco de una curva, etc.). El vect@ir(ql,...,q,) representa las

velocidades generalizadas.
Para el caso de sistemas conservativos se define la funcion Lagrabgidnal , donde

T=T(q ) es la energia cinética del sistema mecanitbyU (q) es la energia potencial

del mismo.
El movimiento del sistema se determina resolviendo las ecuaciones de Lagrange:

2= =0 (1)
conk=1,...,d, a partir de las correspondientes condiciones iniciales.
Ejemplo: Péndulo Simple

Tiene un grado de libertad. Tomamosdaomo coordenada generalizada ydacomo
velocidad generalizada.

m
Figura 1 Péndulo Simple

donde,
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1 1 .
T==m( ¥+ y)== mfo? 2
(%4 V)= @
U =-mglco® (3)

1 292
L:T—U:Emle + mglco® (4)
La ecuacion de Lagrange (1), que se expresa:
ml?0 + mglsed =0 (5)
0 equivalentemente,

é+lgser9 =0 (6)

1.2 Ecuaciones de Hamilton

Hamilton, mediante la introduccién de los momentos generalizados o0 momentos canonicos

: oL N : )
conjugados p, :—_(q, q) simplificd las ecuaciones de Lagrange y las transformd en
Ok
ecuaciones con una notable simetria.

Definimos el hamiltoniano como funcion de g:

H(p.a):=pP o La9g (7)

teniendo en cuenta quip<> p es una biyeccion continuamente diferenciable paragatdala
por la transformada de Legendre.

Teorema 1Las ecuaciones de Lagrange (1) son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton:

po=———(P.9),
g —ﬁ(p Q)
“oop
conk=1,...d,
Prueba
ﬁ:qT_F T@_G_F@: - T
op op 090p ©)

H_ ;oq oL _oLog_ oL

oq oq 0q 0g4éq oq
Luego las ecuaciones de Lagrange (1) son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton (8
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1.3 Caso de energia cinética cuadratica
Si T(q, q):%‘d M( g ¢, entoncesM (q) —matriz de masa- es una matriz simétrica

definida positiva y p=M(q) §. Reemplazandaj por M (q)f1 p en la definicion (7) de
H(p.q) se obtiene:

H(p.A)= P M(d" p-aMq" g (10)

H(p.a)= P M(Q" p-5 A MG P U g

:%pTM(q)_1 p+U(q) 11
=T+U
De donde se obtiene que el hamiltoniano es la suma de la energia cinética y de la energia
potencial del sistema mecéanico; es decirlques la energia mecanica total del sistema.
1.4 Integrales primeras
Definicién 1. Una funcién no constantda(y) es una integral primera del sistema de
ecuaciones diferencialesy= f(y) si  toda soluciéon y(t) del sistema satisface
I (y(t))=constant,, lo que es equivalente a:

I'(y) f(y)=0 (12
para todoy. En un sistema hamiltoniano, la funcién hamiltoni&rhép, q) es una integral
primera del sistema Y9En efecto, tomando en cuenta qh’é(p, q):(@%p,ﬁ%q) y las
ecuaciones (Op=-H,, g=H, se obtiene:
oH( oHY oH(oH)
—|—— | +—|—| =0 (13)
ap\ 0oq 29\ op

El hecho de que la funcidon hamiltoniaﬁd(p, q) sea una integral primera de las

ecuaciones de Hamilton implica, por supuesto, la conservacion de la energia mecénica total
del sistema.

1.5 Ejemplo
. , oL oL 2
En el caso del péndulo simple tenemos qye=60 y pl:a_':£: ml*@, por
G
simplicidad designaremos @ y p, comoq Yy p, respectivamente. También, supondremos
guem=|=g=1. En consecuencia,
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H(p.o)= F'~3 ¥ ~cos g

L (14
== p’-coyq)
2
y las ecuaciones de Hamilton para este caso se escriben:
p="sin(9). (15)
q=p.

entoncesH (p,q) =% P’ —cog )= constant, es una integral primera del sistema)(15

2 TRANSFORMACIONES SIMPLECTICAS

Consideremos paralelogramos bidimensionalegnSupongamos que el paralelogramo
esta generado por dos vectores.

(16)

en el espaciq p,q) con (£°,&97°,n%eR?) como P={té+s;|0< t<1, (< s< ). En el
casod =1 consideremos el area orientada:

area orientada (P)= det{fﬁp ZZJ (17)

Para el caso & 1 se reemplaza esta area por la suma de las areas orientadas de las
proyecciones de P sobre los planos coordenados de P sobre los planos coorc(qnacqjg)s

es decir, par

co(§,77):=izdl:det{9;p ip} zd:(g ni—£%") (18)

i=1

(18) define una forma bilineal que actia sobre vectorez®Yele gran importancia en los
sistemas hamiltonianos. En notacion matricial, esta transformacion tiene la forma:

o(Em)=EIn (19

0 |
con J:( | 0]. Dondel es la matriz identidad de dimensién

Definicién 2 Una transformacion lined: R>— R* se denominaimplécticasi
AlJA=] (20)

0, equivalentemente, &( AZ, Ay) = w(&,n7) para todog,n e R*.
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P
Figura 2 Simplecticidad (preservacion del area) de una Transformacion lineal

En el casod =1, donde la expresié(lp,q) representa el area del paralelogra®da

simplecticidad de una transformacion linéaés por lo tanto, la preservacion del area (ver
figura 2). En el caso generald > 1), la simplecticidad significa que la suma de las
proyecciones de las &reas orientadas de P spprej) es la misma que para los

paralelogramos transformadag P).

Definicion 2 (para transformaciones no lineales) Una transformacion diferenciable
g:U ->R* (dondeU es un conjunto abierto) se llama simpléctica si la matriz Jacobiana

g( p, g) es simpléctica para tod, ) € U . Es decir, si

g'(pa) Jd(pg=1J (21)

o(g'(pa)é d( pan)=a(s.n) (22)

para todo( P, q) e U. Lo que significa que toda transformacion simpléctica (incluidas las no
lineales) preservan el area.

Utilizaremos la notaciény = ( p,q) y escribiremos el sistema hamiltoniano en la forma
y=J'VH(y) (23)

dondel es la matriz que vimos antgsyH (y)=H'(y)".

El flujo ¢:U < R* — R* de un sistema hamiltoniano es una transformacion que traslada
cada solucion en el tiemp es decir, (P, 6, t)=( P(t R, ). o t B, ), donde
p(t. . %), At R q) es la solucion del sistema con los valores iniciales
p(0)=p,, q(0)= q. Entonces, utilizando la notacign=(p,q) e y,=(p,, &) podemos
escribir (Y, t)=(p(t B &), A t B, G))-

Teorema 2(Poincaré, 1899)
Para cada tiempbfijo, el flujo go(yo,t) de un sistema hamiltoniano con una funcién dos
veces continuamente diferencialtig y) define una transformacion simpléctica, es decir

0 0
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Prueba: Ver (Hairer et al., 2006, pags. 184-185) o (Arnold, 1989, cap. 8)

Lo que significa que los sistemas hamiltonianos generan flujos simplécticos sobre el
espacio de fases.
La ecuacion (24) provee una definicion intrinseca para sistemas hamiltonianos en el

sentido de que cualquier funcion continuamente diferenciabldé — R™ — R*" puede ser

localmente escrita como

J‘la_H
oy

para una adecuada funcién hamiltoniahgy) si el flujo generado pory= f(y) es

f= (y) (25)

simpléctico para toddH (y) y t suficientemente pequefio. Formalizaremos lo expresado
anteriormente mediante el siguiente teorema (Hairer y otros 2006, pags. 185-186):

Teorema 3. (Propiedad caracteristica de los sistemas hamiltonianosBea
f:UcR™—>R*” continuamente diferenciable. Entonces;'/,:f(y) es localmente

Hamiltoniana si y solo si su quj@(yo,t) es simpléctico para todpe U y para todo tiempo
t suficientemente pequeno.

Figura 3 Curvas de niveH ( p, q) = constanti para el problema del péndulo (fig. izq.) y preservacién del area
de su flujo exacto (fig. der.). De: Hairer et al. (2006)

3 INTEGRADORES NUMERICOS SIMPLECTICOS

Los métodos numéricos mas simples para sistemas de ecuaciones difergneidlesy)
son el método de Eulexplicita

yn+1 = yn + hf( yn) (26)
y el método de Eulemplicito:
yn+l = yn + hf( ym—l) (27)

Mostraremos la simplecticidad de algunos métodos numéricos cuando son aplicados a
sistemas Hamiltonianos en las variabjes( p, g).
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5= _H.(p.q),
" (P9 (28)
q= Hp( P, q)'

0 equivalentemente,
y=J'VH(y) (29)

donde H, y H, denotan los vectores columna de derivadas parciales de la funcion
hamiltonianaH ( p, q) con respecto @ y g respectivamente.

Definicién 3. Un método numérico de un paso se llama simpléctico si la transformacion de
un paso
Y= Qh ( yo) (30)

es simpléctica cuando el método se aplica a un sistema Hamiltoniano suave.

Teorema 4. (de Vogelaere, 1956). Los denominados métodos simplécticos de Euler
= - hH ’ ’
pn+l pn q( pml q1) (31)
qn+1 = qn + th( p}\tl’ q1)
pn+1 = pn - th( pqi q"wl)’
Gner = G+ hH, (B, Gha)-

sonmeétodos simplécticate orderl.

(32

Prueba Consideraremos sélo el método de la izquierda. Escribimos esas ecuaciones en la
forma:

pn+1_ pn+ th( pmp qq) = O!

(33
Ora— 0, — th( P q"l)zo
diferenciando con respectd @,,q,) obtenemos:
apnﬁ-l apm—l
— hH,, . | +hH 0} op, aq, _ 00 (34
0 -I-hH_, -hH 1)l dq,, 04, 00

op, 0q,

donde todas las derivadas parcialesid®n evaluadas €, .;, g, )
Esta ecuacion permite calcular
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apm—l a pn+1

o, a4, | (1+hHD 0)'(1 -hH,, -
0y, 00, | \ —hH, 1) (0 T+hH,

op, 0q,
y verificar la condicion de simplecticidad:
Moy OPus) (OPas OPhs
op, 0q, 3 op, 0q,

aanrl aanrl a q1+l a q}\t 1
op, 04, ap, 0q,

= (36)

Teorema 5.El método de Euler modificado o método del punto medio
Yps = Yo+ ATV H((y”” i y%j (37)
es unmétodo simplécticde orden 2.

Prueba

Diferenciando, obtenemos:

(I BURSEY jL—W“+1J=(| L le%J (39
2 oy, 2
luego, también podemos verificar que se cumpt®talicion de simplecticidad
T
(aymlj J(aVMJ S (39)
%, Y,

debido a su simetria el método del punto medio es de orden 2.

Existen otros métodos simplécticos, que no desarrollaremos aqui por razones de brevedad,
tales como: el método de Stérmer-Verlet (0 de salto de-rdeap frog y los métodos de
Runge-Kutta simplécticos.

3.1 Aplicaciones al ejemplo del péndio
Como ya vimos en la ecuacion (15), en el caso del péndulo, el Hamiltoniano es

1 . .
H=T+U =3 pz—cos( q) constante a lo largo de cada una de las trayectorias en el espacio
de fases.
Para condiciones iniciales (qo, po), la energia total esta dada por

Ho =% p,”—cosq,) = constant. Por lo tanto, p’ =2H,+2cogq), lo que nos permite

dibujar las trayectorias en el espacio de fases.
Si se resuelve el problema utilizando el método de Euler exp(l'qjte 0,p = 0.03 y el
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1190 J.A. SANCHEZ, E. FARIAS DE LA TORRE, O. NATALI

método de Euler impll'citc(qO =0,p, = 2.2) con paso de tiempb= % (ver [4]), en ambos

casos el péndulo comienza a moverse desde su posicion mas baja; cuando el péndulo tiene
suficiente cantidad de movimien|tpo| > 2| se generan rotaciones. Por otro lado, el péndulo se

balancea silg(t)| <7 .

F— ——— - - - —~— — — - - ————— . — —_ - —

{
|
I
}
|
|
i

l

L c— c— — ————————— — ——— e— a— — — ————— — ——————————— —— —

Método de Euler (explicito) Método de Euler regresivo (implicito)

Figura 4 Curvas de nivel del Hamiltoniano, en el caso del péndulo simple y trayectoria en el deffasies
determinada numéricamente mediante los métodos de Euler explicito e implicito.

Como se ve en la Figura 4 la solucién numérica obtenida mediante el método de Euler
explicito es inestable y la energia total crece exponencialmente en el tiempo. El péndulo
comienza con movimientos oscilatorios muy pequefios. Con el tiempo aumenta mas y mas su
velocidad hasta que el movimiento se convierte en rotatorio. EI método de Euler implicito o
regresivo genera soluciones estables pero la energia total decae con el avance del tiempo.
Ahora, el péndulo arranca con suficiente energia para rotar, pero con el tiempo la energia se
disipa hasta que el péndulo casi se detiene. En ambos métodos la energia no se conserva
dando soluciones inaceptables para la Fisica. En muchos problemas dinamicos de la Fisica y
de la Ingenieria tales como el movimiento de satélites o la dindmica molecular es importante
utilizar un algoritmo numérico adecuado que conserve la energia durante un largo periodo de
tiempo para llegar a una solucién correcta. La utilizacion de pasos de tiempo pequefios o
métodos de alto orden puede mejorar las soluciones, pero la energia puede no conservarse en
el tiempo, por eso, es recomendable utilizar los métodos simplécticos que conservan el
Hamiltoniano y, ademas, preservan las areas en el espacio de fases como ya hemos visto
anteriormente.

Cambiando la notacion escribimé$, comoV H y H_ comoV H, escribimos las

ecuaciones de Lagrange en la forma:

P_ g,

jt (40)
W_y 4y

dt P

Si bien los métodos de Euler simplécticos (31) y (32) son implicitos; para Hamiltonianos
separablesH (p,q)=T( p)+ U( g, como en el presente caso del péndulo simple, ambas

variantes se convierten en métodos explicitos. En efecto, en esteHca3o+U con
T=%p" y U=-cogq). En consecuencia/ H(p,q)=V T(py V,H(pg)=V,U(0)
y, entonces las ecuaciones de Hamilton se escriben en la forma:
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dp

az—VqU(q), a1
g1 (41
d ° '

Los métodos numeéricos de Euler explicito (26) y Euler simpléctico (31), para el caso del
péndulo, se expresan mediante los sistemas de ecuaciones (42) y (43) respectivamente:

pn+1 = pn - hSin( q1) '

(42)
Oha=0h+ DR,

Pria= Py~ hSin( q1) ’
qn+l = qn + h pm—l'

A continuacion, se transcribe un programa en lenguaje FORTRAN, cuya ejecucion permite
efectuar los calculos numéricos a partir de los métodos anteriores (42) y (43) con datos

(h=0.2,p,=0.50= Oh= 50, obteniendo los resultados exhibidos en la tabla que se

inserta posteriormente.

Es notable observar el permanente aumento del Hamiltoniano cuando se utiliza el Método
de Euler, en tanto que, el mismo se mantiene casi constante cuando se aplica el método de
Euler simpléctico.

(43)

PROGRAM EULER
Integer n

CHARACTER (LEN=90) :: String

String = " (I4,F5.1,6F12.6)"

OPEN ( UNIT=8 ,FILE='ResEu.dat',6K STATUS='UNKNOWN')
Write(*,*) 'ingrese h,p0,q0,n'

Read (*,*) h,pn,gn,n

Write(8,*) ' n t P q H Ps as HS'
psn=pn

gsn=gn

DO i=1,n

p=pn-h*sin (gn)

g=qn+h*pn

ps=psn-h*sin (gsn)
gs=gsn+h*ps
hh=0.5*p*p-cos (q)
hhs=0.5*ps*ps-cos (gs)
t=i*h

write(8,string) i, t,p,q,hh,ps,gs,hhs
pn=p

an=q

psn=ps

gsn=gs

END DO

CLOSE (UNIT=8)

END PROGRAM

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar
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n t p q H ps gs HS

1 0.2 0.500000 0.100000 -0.870004 0.500000 0.100000 -0.87000
2 0.4 0.480033 0.200000 -0.864851 0.480033 0.196007 -0.86563
3 0.6 0.440299 0.296007 -0.859577 0.441083 0.284223 -0.86260
4 0.8 0.381959 0.384067 -0.854202 0.385000 0.361223 -0.86135
5 1.0 0.307020 0.460458 -0.848718 0.314316 0.424086 -0.86201
6 1.2 0.218148 0.521862 -0.843098 0.232019 0.470490 -0.86443|
7 1.4 0.118449 0.565492 -0.837310 0.141354 0.498761 -0.86818|
8 1.6 0.011283 0.589182 -0.831332 0.045686 0.507898 -0.87272
9 1.8 -0.099853 0.591438 -0.825154 -0.051582 0.497582 -0.87740
10 2.0 -0.211364 0.571468 -0.818771 -0.147042 0.468174 -0.88158
11 2.2 -0.319538 0.529195 -0.812162 -0.237294 0.420715 -0.88464
12 2.4 -0.420506 0.465287 -0.805280 -0.318976 0.356919 -0.88610
13 2.6 -0.510242 0.381186 -0.798051 -0.388854 0.279149 -0.88568
14 2.8 -0.584646 0.279138 -0.790388 -0.443962 0.190356 -0.88338
15 3.0 -0.639751 0.162209 -0.782232 -0.481803 0.093996 -0.87951
16 3.2 -0.672051 0.034259 -0.773587 -0.500575 -0.006119 -0.87469:
17 3.4 -0.678901 -0.100152 -0.764535 -0.499351 -0.105990 -0.86971
18 3.6 -0.658904 -0.235932 -0.755219 -0.478193 -0.201628 -0.86540
19 3.8 -0.612155 -0.367713 -0.745785 -0.438140 -0.289256 -0.86247
20 4.0 -0.540258-0.490144 -0.736326 -0.381092 -0.365475 -0.861339
21 4.2 -0.446108 -0.598195 -0.726847 -0.309613 -0.427397 -0.86211]
22 4.4 -0.333477 -0.687417 -0.717284 -0.226713 -0.472740 -0.86462f
23 4.6 -0.206569 -0.754112 -0.707544 -0.135647 -0.499869 -0.868441
24 4.8 -0.069640 -0.795426 -0.697556 -0.039785 -0.507826 -0.873011
25 5.0 0.073192 -0.809354 -0.687288 0.057471 -0.496332 -0.87768
26 5.2 0.217960 -0.794716 -0.676734 0.152711 -0.465790 -0.88180
27 5.4 0.360693 -0.751124 -0.665873 0.242537 -0.417282 -0.88478
28 5.6 0.497185 -0.678985 -0.654614 0.323593 -0.352564 -0.88613
29 5.8 0.622786 -0.579548 -0.642779 0.392654 -0.274033 -0.88559
30 6.0 0.732315 -0.454991 -0.630122 0.446777 -0.184678 -0.88319
31 6.2 0.820206 -0.308528 -0.616413 0.483503 -0.087977 -0.87924
32 6.4 0.880937 -0.144486 -0.601555 0.501076 0.012238 -0.87438
33 6.6 0.909734 0.031701 -0.585689 0.498628 0.111964 -0.86942
34 6.8 0.903395 0.213648 -0.569203 0.476282 0.207220 -0.86518
35 7.0 0.860990 0.394327 -0.552604 0.435134 0.294247 -0.86235
36 7.2 0.784152 0.566525 -0.536324 0.377130 0.369673 -0.86133
37 7.4 0.676812 0.723355 -0.520552 0.304868 0.430647 -0.86222
38 7.6 0.544431 0.858718 -0.505206 0.221377 0.474922 -0.86482
39 7.8 0.393030 0.967604 -0.490038 0.129923 0.500906 -0.86870
40 8.0 0.228324 1.046210 -0.474789 0.033879 0.507682 -0.87330
41 8.2 0.055218 1.091875 -0.459298 -0.063352 0.495012 -0.87795
42 8.4 -0.122281 1.102919 -0.443517 -0.158360 0.463340 -0.88202
43 8.6 -0.300786 1.078462 -0.427448 -0.247748 0.413790 -0.88491.
44 8.8 -0.477032 1.018305 -0.411029 -0.328164 0.348157 -0.88615
45 9.0 -0.647276 0.922899 -0.394028 -0.396398 0.268878 -0.88550
46 9.2 -0.806747 0.793443 -0.375975 -0.449528 0.178972 -0.88299
47 9.4 -0.949302 0.632094 -0.356205 -0.485131 0.081946 -0.87896
48 9.6 -1.067469 0.442234 -0.334053 -0.501502 -0.018355 -0.87407
49 9.8 -1.153061 0.228740 -0.309178 -0.497831 -0.117921 -0.86913
50 10.0 1.198411 0.001872 0.281904 0.474302 0.212781  0.8649(

Tabla 1: Resultados de la ejecucién del programa EULER.
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Figure 5 Flujo numérico con tamafio de paBe- % para los cuatro “Métodos de Euler”. El flujo exacto esta
dibujado mediante sombras blancas.

Para fines cualitativos insertamos graficos que comparan soluciones numéricas con

soluciones exactas de los cuatro “Métodos de Euler”, dos no-simplécticos y dos simplécticos;
ver Hairer et al. (2006).
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Figura 8 Soluciones numéricas con pake- 0.4 para los cuatr“métodos de Euler” del numeral 3. comparados
con la solucién exacta

4 SISTEMAS NO CONSERVATIVOS

Comparando varios métodos (Hairer et al., 2006) también puede verse que los métodos
simplécticos preservan el area en el diagrama de fases a diferencia de los no-simplécticos. Las
soluciones numeéricas difieren significativamente de la solucion exemtabras blancas en la
figura-, debido a la eleccién de un paso de calculo muy grande.

Se han propuesto varios enfoques para aplicar métodos geométricos simpkecticos
sistemas mecanicos no conservativos. En Luo y Guo (2009, 2011) se ha planteado un
Hamiltoniano sustituto valido para las condiciones iniciales del sistema de ecuaciones
diferenciales y para una curva del espacio de fases.

En Modin y Séderlind (2011) y en Rahrovani et al. (2014) se han propuesto esquemas de
integracion explicitos y semiexplicitos para sistemas Hamiltonianos perturbados débilmente
disipativos, que tienden a la preservacion de la estructura simpléctica. Se ha verificado que la
evolucion de la energia es consistente con la tasa correcta de disipacion. En el segundo trabajo
se ha aplicado el método, utilizando un integrador exponencial, al problema de carga mévil en
el ferrocarril-interaccion tren-via.

Recientemente, Tsang et al. (2015) han propuesto integradores variacionales que conservan
varios beneficios de los integradores simplécticos tradicionales.

5 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el presente trabajo hemos intentado sefalar la importancia creciente de la Mecéanica
Geométrica (Marsden y Ratiu, 1999; Holm, 2011) y, en particular, de los métodos numéricos
geométricos que preservan la estructura simpléctica tanto en la Fisica como en la Ingenieria.
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Hemos centrado nuestra atencion en los sistemas Hamiltonianos que corresponden a sistemas
mecanicos conservativos.

De nuestro trabajo surge también que la teoria matematica y fisica debe siempre prevalecer
por sobre los experimentos numéricos. Mediante un ejemplo muy simple hemos mostrado
gue, si no se utilizan los métodos adecuados, ello conducira, luego de largos periodos de
tiempo, a soluciones incorrectas, pese al esfuerzo por disminuir el paso de calculo o el
aumento de la precision.

Asimismo, pretendemos sefialar la importancia y utilidad de los esfuerzos recientes
orientados a la aplicacion de integradores geométricos simplécticos a sistemas mecanicos no
conservativos, por su posibilidad de ser utilizados para resolver problemas de Ingenieria.
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