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Resumen. Se considera un sistema estacionario de conduccién del calor S en un dominio multidimen-
sional acotado para la ecuacién de Poisson con una fuente y con condiciones de contorno mixtas dadas
por una temperatura en la porcion de frontera F1, un flujo de calor en la porcién F2 y una condicién
adiabdtica sobre la restante porcion de frontera F3. Se considera ademds, un problema de control éptimo
P para el sistema S con una funcién de costo cuadratico. Para el sistema S con dominio rectangular,
se conocen de manera explicita, el control 6ptimo continuo y el estado correspondiente del sistema. En
este trabajo, mediante el método de diferencias finitas, se discretiza el sistema S obteniéndose el siste-
ma Sh y el problema Ph correspondiente, siendo h el paso espacial en la discretizacion. El objetivo del
trabajo es hallar las soluciones del problema control éptimo y del sistema discretos en forma explicita.
Luego, estudiar la convergencia de la familia de estados discretos solucién de Sh a la solucién continua
del sistema S y la convergencia de la familia de soluciones de los problemas Ph discretos a la solucién
del problema continuo P halldndose el orden de convergencia. Los resultados tedricos se chequean con
resultados numéricos para distintos valores del paso espacial h cuando h tiende a cero. Estas soluciones
discretas explicitas podrian ser utilizadas para chequear cédlculos numéricos en condiciones de dominios
generales.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado {2 C R"™ cuya frontera regular I' estd compuesta por tres
porciones de frontera I'; ( med(I';) > 0,parai = 1,2, 3). Se presenta el siguiente problema
estacionario de conduccién del calor (.5), con condiciones de frontera mixtas:

—Au =g en Q, (1)

0 0
u=~>u sobre I'y, g q sobre I's, g 0 sobre I's, 2)
on on

donde u es la temperatura estacionaria en {2, g es la energia interna del sistema, ¢ es el flujo
de calor sobre el borde I';, y b > 0 es la temperatura ambiente (constante). Se supone que
se satisfacen las hipétesis: g € H = L*(Q) y ¢ € Q = L*(T'y) . Segin sean los datos, este
problema representa el caso estacionario de un problema de cambio de fase (Tarzia, 1979).

El problema eliptico definido antes en (1,2), tiene la formulacién variacional dada del si-
guiente modo (Kinderhlerer y Stampacchia, 2000; Tarzia, 1979):
Hallar v € K tal que,

a(u,v) = (g, w)n — (¢, v)q, Vv eV 3)

donde la aplicacién a y los productos internos en H y () se definen como:

a(u,v):/QVu.Vv dx, (u,v)H:/ﬂuv dx, (u,v)Q:/F uv ds

con:

V=H'(Q), Vo={veV:v/r, =0} y K =vy+V,
para vy € V dado, con vy/r, = b.
Se observa que a es una aplicacion bilineal, continua, simétrica y coerciva en V[ y entonces
el problema dado por la ecuacién variacional eliptica (3) tiene solucién tnica (Kinderhlerer y
Stampacchia, 2000) .

Vinculado a este sistema, se ha considerado un problema de control éptimo, llamado (P),
como el que se detalla a continuacién (Lions, 1968; Troltzsch, 2010).

Sea el funcional costo cuadrético J : H — R definido por:

l9ll7 (4)

con M > 0 una constante dada, u la solucién de (3) asociada con el control g € Hy 2z, € H el
estado deseado del sistema continuo (.5) . El problema de control 6ptimo distribuido continuo,
es decir sobre la fuente de energia g, asociado a (.S) queda establecido como:

1 M
J(g) = §||U— a3 + 7|

Problema (P): Hallar el control éptimo continuo g,, € H tal que

J(QOp) = min J(g). (5)

geEH

Este problema de control éptimo tiene por objetivo hallar la temperatura estacionaria proxi-
ma a la temperatura deseada z,.
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En el trabajo (Gariboldi y Tarzia, 2003) se obtuvieron resultados de existencia y unicidad
para el sistema S'y para el problema de control ptimo continuo (P) en determinado espacio y
en el trabajo (Tarzia, 2016) se realizé el andlisis numérico correspondiente. Ademds, en (Bollati
et al., 2017) se obtuvieron las soluciones explicitas del problema de control continuo definido
por (1, 2,4 y 5) para un dominio rectangular en el plano.

El objetivo de este trabajo es el de hallar las soluciones discretas explicitas que aproximan
a las soluciones continuas del sistema (.5) y del problema de control 6ptimo asociado (P),
descripto por (1, 2) y (4, 5) respectivamente considerando un dominio € particular de forma
rectangular en el plano y obtener estimaciones de error. Con este fin, en la Seccion 2 se discretiza
la ecuacién en derivadas parciales que gobierna el estado del sistema (S) utilizando el método
de diferencias finitas (Crank, 1984) con h el pardmetro de la discretizacién y se calcula, de
manera explicita, la solucién discreta del sistema lineal de ecuaciones que resulta, llamado
(Sh). Ademads se estudia la convergencia de la familia de estados discretos solucién de (Sh) a
la solucién continua del sistema (). En la Seccién 3, se establece la funcién costo discreto,
llamado asi dado que se define en funcién de la solucion del sistema (Sy,). Se plantea la familia
de problemas de control éptimo discreto (P,), dependiente del pardmetro h y nuevamente se
analizan estimaciones de error. Por ultimo, en la Seccidn 4, los resultados tedricos se chequean
con resultados numéricos para distintos valores del paso espacial h cuando h tiende a cero.
Estas soluciones discretas explicitas podrian ser utilizadas para chequear cdlculos numéricos en
condiciones de dominios generales.

2. DISCRETIZACION DEL SISTEMA (S)

Se considera, de aqui en adelante, el dominio §2 = (0, z() x (0,y) con zy > 0y yo > 0. Se
notan I['; con ¢ = 1, 2, 3 las porciones de frontera definidas como:

[y ={(0,y): y€(0,m]}, Ta={(w0,9):y€(0,u0]}

I3 ={(x,0): z €[0,20]} U{(x,90) : = €[0,z0]}

En (Bollati et al., 2017) se vio que la solucién del sistema (S) establecido en (1 y 2) estd
dada por
L,
u(@,y) = —592° + (920 — q)z +b
donde los datos b, g y ¢ son constantes. Asumiendo, ademads, que el estado deseado z, es cons-
tante en la expresion (4), se tiene que la funcién costo cuadrétrico se escribe como:

1 2 5 2 1
J(g) = §x0y0{g2 (Ex§+M) —i—g(— Eq :Cg—l—g(b—zd)xg) +quxg—q(b—zd):cg—i—(b—zd)Q}

y entonces, el control 6ptimo distribuido del problema (P), llamado g,,, estd dado por:

_ 1 2qax0 — (b— zq)
P 3a? %+ng

y por ende el estado 6ptimo continuo asociado a este control es
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1
ugop(x7 y) = _égop xQ + (QOP ZUO - Q)I + b
Dada la simetria del dominio, resulta que la solucién u del sistema (.5) es independiente de
la variable y, como puede observarse. Por lo tanto, en lo que sigue, se trabaja con un problema

unidimensional.

Sean € N, se definen:
h=—; ;= (i—1)h,parai =1,...,n+1, w; ~u(x,y)parai = 1,...,n+1, (6)

donde, n es la cantidad de subintervalos a considerar en [0, z¢|, h es la amplitud constante de
estos subintervalos y u; es el valor aproximado de la funcién u evaluada en el punto (z;,y) € €2
parat=1,... ,n+ 1.

Entonces, aplicando el método de diferencias finitas al sistema (.S) descripto por las ecua-
ciones (1 y 2), se obtiene el sistema lineal de ecuaciones discretas (S},)

Bv=T

donde V. = (u;);—2_ 11 es el vector de las incognitas en R™, B es la matriz de coeficientes
tridiagonal de orden n de la forma:

-2 1 0 0
1 -2 1

B =
o 1 =21
o o0 o0 ... 0 —-11

y el vector de los términos independientes , de orden n, es:
t

T = (—gh2—b,—ghz,...,—ghQ,—qh>

Puede verse que la matriz cuadrada B es inversible y por lo tanto el sistema de ecuaciones
admite una unica solucion que es de la forma:

11
=0 uy =b+ih(gxo—q) —h%q%, 1=1,...,n.
Lema 1:
a) Sea la funcién
um%y)ZCmg—q—hgwx+hg( >+@ (7)
definida Vz € [z;, ;44],7 = 1,...,n,e y € [0,y0]. Entonces, la solucién continua

u(z,y) del sistema (S), puede aproximarse mediante la funcién discreta uy(, ) en Q.
b) Se verifica que:

D oup(z,y) <u(z,y),  VY(zy) €Qsig>0;
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i) up(z,y) > u(z,y),  V(r,y)€Qsig <0
¢) Si u es la solucién del sistema (S) y uy, es la funcién dada en (7) para cada h, se tiene

que:

|lw—upllg < Chlg| h,

donde (' = xg @/%l’g 1o > 0.

Demostracion:
a) Surge del método numérico utilizado.
b) De la definicion de las funciones u y uy,, se tiene que

h?(i—1
U(xi,y)—uiz%, 1=1,...,n+1.

¢) Resulta a partir de la definicién de norma en el espacio H y de las funciones u y wy,.

Observacion: La méaxima diferencia entre las funciones u(x,y) y uy, se da sobre el borde I'y y
vale exactamente h Isﬂ% para cada h > 0.

3. DISCRETIZACION DEL PROBLEMA (P)

Se define la funcién costo discreta del siguiente modo:

1 1
Tilg) = sllun = 2l + 5M gl

donde la funcién uy, estd dada en (7), h es el pardmetro definido en (6) y, como se dijo antes,
el estado deseado z; se supone constante. El control g también se considera constante. De la
definicidén de norma en el espacio H resulta:

Ii(9) = suo{ M ¢ xo+2/

y trabajando algebraicamente, se tiene:

xz+1

[up(z,y) — zd]de}

Jh(g):%xoy‘){gQ[(MJr%xé) +h<15130h +i e % oh = 254 3)]
+g[§(b—2’d) 152(]:1:0—1—qhx0<l:.3 —}—%) — (b_zd)h(%+g>]

1
+§q2:1:(2) + (b — 2z4)* — qao(b — zd)}.

Lema 2:
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Se tiene:

1J(9) — Ju(g)| = Ca|g| h+ o(h?) (8)

con Cy = 2§ yo | 2925 — 20 + 3(b — 24) |, constante independiente de h.
Demostracion:

Trabajando algebraicamente, se tiene que:

4o 9%) g xoh? 9h3]

1 5 q 1
J(9)=Jn(g9) = soyo g h| 92— $3+ (b— Zd)xﬁh(gﬁ(b_z‘i)_ 12 36 24 180

2 24 3
de donde resulta (8).

Como la funcién J,(g) es una funcién polinémica de segundo grado en la variable g, es
sencillo obtener la siguiente expresion analitica para la funcién .J:

1 4 5 2 5
(g) = = oM 4 2t Oy Lz h3 h4> b—2))a2
Ju(9) 2x°y°{ ( +15”T 1t ot g Tt ot g 50— 2= 29%0
1 1
(i om0

A partir de la condicién de optimalidad y de trabajo algebraico, se obtiene el siguiente resul-
tado:

Lema 3: Se tiene que:

a) la expresion explicita el control 6ptimo g,,, esta dada por :

1 (o - 0 a) +n(52 - 1) + 02 (% - o)

RENC A CR) S ) R
b) Ademads se tiene que valen las siguientes estimaciones de error:
(@)
(900 = Gop | = C3 1+ o(h?) (10)
(i1)
J(Gop) — Jn(Gopy, )| = Ca b+ o(h?) (11)

donde C'3 y Cj son constantes independientes de h.

Demostracion:

b) Reescribiendo la expresién (9) como:

L1 A+ h Ay 2 A
goph N 31’% A4 ‘|‘A5
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donde 41 = (900 = 0= 20). 42 = (4532~ ). = (5 st 4= (5 2)
+

3 2
y As = <1é0x i%*‘%%—%i) resulta que:
1 (A A+ hAgAy) = Ay Ag
Gop — YGop,, =
P Ph 31,% AZ+A4A5
) Az Ag—3 1k

de donde se tiene (10) con (5 = P R
0 4

c) A partir de las expresiones para J(g) con g = g,, ¥y Jx(g) con g = g,p, , resulta que:

1
J(Gop) = In(Gop,) = 50 Yo [(9017 — Gopn ) (A6 + A7(gop + Gopy,)) + M(AsGop,, — A5ggph>

2

donde se definen Ag, A7y, Ag como:

2 2
A6 = _§I(2JA17 A7 = l’éA47 y Ag = —gl'g AQ.

Utilizando (10) se obtiene (11) donde Cy = 1z yoCs|Ag|.

4. RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccion, se obtienen algunos resultados numéricos para el problema de control 6pti-
mo distribuido planteado en (1, 2 y 5). Se consideran los siguientes datos:

» Dominio: Q = [0, 1]%,
= temperatura ambiente sobre el borde [';: b = 30 °C;
» Flujo de calor sobre el borde I'y: ¢ = 12°C/m y

= Sobre el borde I'5 se tiene ¢ = 0.

Proponiendo una fuente g = 10 °C/m?, se aprecia en la Figura 1 €l comportamiento de la
solucién discreta utilizando valores de n entre 5 y 30. Ahi se observa a la solucién exacta del
sistema (.5) asociada a la fuente g propuesta versus las diferentes soluciones del sistema discreto
(Sh) para los distintos valores del pardmetro definido en (6) h = %

Puede verse también el modo en que se da la convergencia mostrada en la Seccién 2. Como
se observo en el Lema 1-b, hay un comportamiento creciente de la familia u;, hacia el estado «
para la fuente g utilizada puesto que es positiva.

Ademas, en las Figuras 2 y 3, se observa para valores de n entre 5 y 100 como se comportan
la familia de funciones costo discreto {.J;(g)}, definida en la Seccién 3 y luego la familia
{9op, }n definida en (9). En la Figura 4, se muestra la familia de estados del sistema discreto
correspondiente a los controles discretos g,,, para cada valor del pardmetro h.
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S. CONCLUSIONES

En conclusioén, utilizando los resultados previos, se cumpli6 el objetivo del trabajo. Es decir:

i) se hallaron las soluciones de las familias de sistemas discretos (.Sj,) y de problemas de
control 6ptimo discreto (FP,) en forma explicita,

ii) se obtuvieron estimaciones para el error al aproximar las soluciones continuas de (S) y
(P), respectivamente, mediante las soluciones discretas, tanto para el estado como para
el control 6ptimo y la funcién costo propuestos en un dominio rectangular en el plano,

iii) se compararon los resultados tedricos con resultados numéricos para distintos valores del
paso espacial h cuando A tiende a cero.

Estas soluciones discretas explicitas podrian ser utilizadas para chequear célculos numéricos
en condiciones de dominios generales.
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